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Zur Theorie der Bertihrungstransformationen. 
Von 


Friepricu ENGEL in Leipzig. 


Ausser den gewohnlichen Punkttransformationen giebt es noch 
andere ebenfalls eindeutig*) umkehrbare Umformungen der ebenen Curven 
und allgemeiner der Mannigfaltigkeiten n'*" Dimension im Raume 
von ~-+ 1 Dimensionen, es sind dies die sogenannten Beriihrungs- 
transformationen, deren Wesen und deren Bedeutung fiir das Gebiet 
der Differentialgleichungen zuerst Sophus Lie in vollem Umfange 
erkannt und klargestellt hat (cf. Math. Ann, Bd. VIII, pag. 215 ff). 

Diese Lie’schen Beriihrungstransformationen sind Umformungen 
zwischen Differentialquotienten erster Ordnung; A. V. Bicklund zog 
zuerst auch Transformationen zwischen Differentialquotienten héherer 
Ordnung in Betracht und gelangte so zu unendlich vieldeutigen Trans- 
formationen (Ann. IX, 297—320; XI, 199ff.). 

Alle diese Untersuchungen lassen jedoch eins vermissen: nirgends 
wird die Frage nach einem innern Zusammenhang zwischen dense ver- 
schiedenen Ulassen von Transformationen aufgeworfen. Wir wollen im 
Folgenden diese Frage aufnehmen und wenigstens fiir die Ebene voll- 
stiindig erledigen, indem wir die erwihnten Transformationen simmt- 
lich auf die Punkttransformationen zuriickfiihren. 


§ 1. 


Die Lie’schen Berihrungstransformationen in der Ebene. 


In den Gleichungen einer Punkttransformation zwischen den beiden 
Ebenen der (wy) und der (a’y’) denken wir uns einen Parameter 4 
enthalten etwa: 

/ 7 f q . 
(1) w=X(a,y,4), yo = Y(a,y,4); 
ausgeschlossen seien dabei die blossen Punktconstructionen, fiir welche 
OX aY oY ox . 9 : . 5 
—— +, —F—. 5 == (0) ist, auch mége A weder in X noch in Y fehlen. 
ou Oy Ox oy 

Den Parameter 4 lassen wir alle méglichen Werthe durchlaufen 
und bekommen so oo! aufeinanderfolgende Punkttransformationen, 
deren Gesammtheit als eine einzige Abbildung der (wy) Ebene auf 

*) ,,eindeutig“‘ im Gegensatze zu ,,unendlich vieldeutig’', also nicht etwa 
im algebraischen Sinne. 
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die (z’y’) Ebene angesehen werden kann. Bei dieser Auffassung ge- 
héren vermége der Gleichungen (1) zu jeder Curve C oder y = y(x) 
der (ay) Ebene cot Curven C’ der andern Ebene, doch kommen hier- 
bei zwei verschiedene Systeme von je co'C’ in Betracht. Fassen wir 
nimlich einerseits jede der co' Punkttransformationen fiir sich ins 
Auge, so liefert uns jede eine besondere C’ als Bild der Curve C, im 
Ganzen erhalten wir also oo'C’, deren Gleichung y’ = y’ (2’, 4) sich 
durch Elimination von z aus (1), worin y = y(x) zu setzen ist, er- 

giebt, wir nennen diese Curven einfach die Curven 4 = const. 
Betrachten wir andererseits alle oo! Punkttransformationen gleich- 
zeitig, so bekommen wir zu jedem Punkt der Curve y = y(z) oo! 
Punkte (a y’) oder eine C’ zugeordnet, insgesammt also wieder co'(C’; 
die Gleichung y = y'(a’, x) dieses zweiten Curvensystems, welches das 
der Curven x = const. heissen mége, entsteht durch Elimination von A 
aus den Gleichungen (1). Unsere oo! Punkttransformationen begriinden 
mithin zwei verschiedene Zuordnungen von je co'C’ zu den einzelnen 
Curven der (zy) Ebene; indem wir nun zu diesen oo'C’ immer die 
Enveloppe suchen, kommen wir auf zwei neue Zuordnungen, welche 
beide jeder Curve C nur eine Curve C’ entsprechen lassen. Die Ent- 
stehung dieser neuen Curventransformationen aus den oo! Punkttrans- 
formationen rechtfertigt es, wenn wir sie als ,,Umhiillungstransforma- 
tionen“ der letzteren bezeichnen. Um diese Umhiillungstransformationen 
von (1) wirklich zu bestimmen, haben wir in (1) y = y(z), die Glei- 
chung der Curve C einzusetzen und dann die Enveloppen der Curven 
49 und dy 


4 =const. und der Curven «= const. aufzusuchen, fiir me qa 


schreiben wir dabei beziiglich p und p. 
A) Die Curven 4 = const. x, ist die unabhiingige Variable also: 


dY oY oY 
my oe oa TP oy 
on I ~ aX eX OX" 
dx Ox v oy 
Um die Enveloppe zu erhalten, hat man 4 derart als Function von 
zu bestimmen, dass (1) eine Curve a = X(ax), y’ — Y(z) liefert, welche 


in jedem ihrer Punkte eine der Curven 4 = const. beriihrt, d. h. welche 
fiir jeden Werth von x und den zugehérigen Werth von 4 ergiebt: 


dyY 


dx 


dx 


dx 


ay 
= ¥ , es muss daher 


dx 


dy dy oa oY 
dz dz oa 


an €a ox 
dx dx oa 


die Gleichung: 


di 


"dx 


di 


dz: 
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di 


identisch erfiillt werden, ohne dass 7° = 0 ist und daraus bekommt 


man fiir A die Gleichung: 
dX @Y _ aY Ox 


dx oh i u* 


(4) 

Ergiebt (4) einen Werth von 4, welcher (3a) befriedigt, so be- 
darf es zur Herstellung der gesuchten Umbhiillungscurve nur noch der 
Elimination von «@ aus (1), worin die betreffende Wurzel 4 der Glei- 
chung (4) einzusetzen ist. 


B.) Die Curven « = const. 4 ist die unabhiangige Variable, daher: 
aY 
(2b) = ‘ 
oa , 


Die Enveloppe wird erhalten, wenn man fiir x in (1) eine solche 


Function von A einsetzt, dass eine Curve a = X(A), y’ = Y(A) ent- 


d z oY 
steht, welche die Gleichung . bad zur Identitiit macht, das fiihrt 
’ Sax OX ‘ 
da oa 


auf die Bedingung: 
oY oY adY dx 
(3b) a da + da’ di 
wikis 0X 0X | aX de 
Py) ee fe 
und so kommt man, da - + O sein soll, wieder auf die Gleichung (4). 


Ob man daraus x als Function von A oder A als Function von x 
bestimmt, ist gleichgiiltig, nur muss der gefundene Werth die Glei- 
chung (3b) befriedigen; die Umhiillungscurve aber ist offenbar mit der 
schon bei A) gefundenen identisch. Die beiden Systeme von oo'C’, 
welche sich bei co! Punkttransformationen zu jeder (wy) Curve er- 
geben, besitzen somit ein und dieselbe Enveloppe, ein Ergebniss, 
welches sich einfach so aussprechen liisst: 

Satz I. ,,Die Curven u = const. und die Curven v = const. der 
(ay) Ebene, welche durch die Gleichungen «= X (u,v), y= Y (u, v) 
dargestellt werden, haben die Enveloppe gemein.“ 

Nach dem, was wir bei A) und bei B) gefunden haben, liefern 
unsere oo! Punkttransformationen (1) nur eine Umbhiillungstrans- 
formation, welche durch die Gleichung (4) bestimmt ist. 

Um (4) auf eine einfachere Form zu bringen, denken wir uns aus 
der Gleichung X = X (a, y, 4) 4 als Function von a, y, X dargestellt 
und erhalten so an Stelle von (1) die Gleichungen: 2 = X(q, y, 4), 
y = Y(a,y, X); die Gleichung (4) aber geht iiber in: 

1? 
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dX GY OX @eY ax’ ox f 
da oX on (5 +P: Gy tox’ da) 3i —° 
. (a¥ @Y\ ax lala el ; 

oder in: (2 +p: x) ‘ay = 0. Die Méglichkeit i= 0 kann 
nicht in Betracht kommen, denn weder (3a) noch (3b) wiirde dabei 
befriedigt werden, dagegen bestimmt die Gleichung c~ +p. oe == () 
im Allgemeinen 4 als Function von p. Durch die Substitution dieses 
Werthes kénnen nun ce und oe, die ja an und fiir sich p nicht ent- ‘ 

. ‘ - @X adyY 
halten, offenbar nicht = 0 werden, ebensowenig = und da? denn 


diese miissten wegen (4) gleichzeitig verschwinden, was doch nannies 
ox oY oY ox 


ist, da —— - = — =—- = nicht null werden kann. Somit diirfen wir 
dx oy dx Oy 
setzen: 
oY ox dY dx 
Oa — M. ol’ daw ~ da 


und keine der hierbei vorkommenden Gréssen verschwindet bei der 
Substitution des Werthes von A. Daraus erhellt denn sofort, dass die 


0 as 


Wurzel 4 der Gleichung 4 — + p- =, wenn sie wirklich p ent- 


hilt, auch (3a) und (3b) identisch befriedigt. 


C oY . . ” . : 
=<} 9 ‘ho © wird aber immer fiir 4 eine Function von p er- 
ox 0 
oY 
Ox = ane ae? 
geben, ausgenommen wenn a frei von A oder also frei von X ist, 
iy 


oy 
d. h. wenn: 


oY @ 0¥ oY @ oY 
ox dy 0X oy 7 


In diesem Falle hat man: os = f(Y, X) also Y = F(X,c), wo 
x und y nur in ¢ vorkommen kénnen. Wir sehen demnach: bei allen 
Transformationen (1) mit Ausnahme allein derjenigen, welche die Form 
haben: a = X(a,y,4), y’ = Y(X, p(a,y)) oder also auf eine Gleichung 
F(x’, y', p(x, y)) = 0 fiihren, bestimmt die Gleichung (4) 4 als Function 
von x,y und p. Durch Einsetzen dieses Werthes in die Gleichungen (1) 
und in die Gleichung (2a) oder (2b) erhalten wir die Umhiillungs- 
transformation von (1) in folgender Gestalt: 


(5) v= =(2, Y, P), y = H(2, Y; P), p _— (2, Y; P) 
und zwar geniigen =, H, TT den Bedingungen: 
6) em — 22. 2H _ aH 82 _g OH 7 a2 _o, 


dx op dx dp “a ” & 
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a a oe g1 €5 G2 ox adi oe... OF. 03 ; 

Ks ist niimlich a atu & &@- nun t& **™ be- 

achtet man hierzu ausser der Gleichung (4) noch, dass £3 n- 2x0 
dz dx 


werden muss, so kommt man auf die Gleichungen (6) sehr leicht. Wie 
wir sehen ist die Umhiillungstransformation von (1) eine Lie’sche Be- 
riihrungstransformation und da sie sich sowol bei A) als bei B) ergeben 
hat, wollen wir sie als ,,vollstindige“ Umbhiillungstransformation be- 
zeichnen im Gegensatz zu den ,,unvollstiindigen‘‘, welche nur auf einem 
der beiden Wege erhalten werden. So kénnen wir denn unsere Resul- 
tate zusammenfassen wie folgt: ) 


Satz Il. ,,co' Punkttransformationen von der Form (1), welche 
keine blossen Punktconstructionen sind, haben immer eine Lie’sche Be- 
rithrungstransformation zur vollstiindigen Umhiillungstransformation, wo- 
fern sie nicht bei der Elimination von A auf eine Gleichung F(x’, y’, p(x,y)) 
= 0 fiihren“. 

Dazu, dass co! Punkttransformationen (1), welche nach x und y 
auflésbar sind, eine vollstindige Umhiillungstransformation besitzeu, 
reicht es offenbar hin, wenn die Gleichung (4) wirklich 4 als Function 
von p bestimmt; nebenbei sei noch bemerkt, dass in dem gedachten 
Ausnahmefall, wo eine Gleichung F(z’, y’, p(x, y)) =O auftritt, die 
Umhiillungstransformation, wenn iiberhaupt eine existirt, nur eine un- 
vollstiindige und zwar eine Punkttransformation sein kann. 

Stellen die Gleichungen (1) blosse Punktconstructionen dar, ist also 


xX @ el ' 
=. 2 ee ae 0, so lassen sie sich schreiben: 
ox oy Ox oy 


(l’) a = X(a,y, 4), y = ¥(X, A). 


Hier giebt es nur ein einziges System von Curven 4 = const., in 
welches alle Curven der (x,y) Ebene verwandelt werden, eine Um- 
hiillungstransformation im Sinne von A) kann es daher nicht geben; 


anders bei B), denn die Gleichungen i = 0 und es =O sind ja in 


d 
unserem Falle vereinbar und bestimmen, falls nicht X die Form hat: 
X(wv(x, y), 4), immer 4 als Function von p, die Bedingung (3b) wird 
identisch erfiillt und so ist denn eine Lie’sche Beriihrungstrans- 
formation unvollstindige Umbhiillungstransformation der Transforma- 
tionen (1). Wir kénnen das auch so aussprechen: 

‘ ial ; . x ox ne , 

Satz Ill. ,,Ergiebt die Gleichung es + p-: = O fiir A eine 
Function von x, y und p, so verwandeln sich durch Substitution dieses 
Werthes die Gleichungen: 


') vw = X(z,y,4), y = Y(X, A), 


———— 
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in denen Y eine von A nicht freie, sonst aber willkiirliche Function be- 
deutet, immer in eine Lie’sche Beriihrungstransformation.“ 

Betrachten wir nun (5) und (6) als die allgemeinen Definitions- 
gleichungen der Lie’schen Beriihrungstransformationen in der Ebene 
und verlangen nur, dass die Functionen = und H von einander unab- 
hingig sind und dass sie beide p wirklich enthalten, so kénnen wir 
leicht umgekehrt oo! Punkttransformationen angeben, welche die Lie’sche 
Beriihrungstransformation (5) zur Umbhiillungstransformation haben. 
Setzen wir niimlich in (5) fiir p eine beliebige Function @ von 2, y, A, 
so erhalten wir die oo! Punkttransformationen: 

(7) a = =(",y, pe, y,4)), y =H(x,y, 9, y, A) 

und da = und H von einander unabhingige Functionen sind, kénnen 
wir auch @ immer so wiahlen, dass die Gleichungen (7) nach x und y 
auflésbar sind. Die Umbhiillungstransformation zu (7) bestimmt sich 
aus der Gleichung: 

d= d= oH oH OH\ d= 
Gs +P: dy’? dp (Se +p: dy) é@ mild 

denn der Factor ay darf natiirlich nicht verschwinden; diese Gleichung 
aber wird erfiillt durch die Substitution g@ =p, welche (7) wieder in 
(5) verwandelt und fiir 4 wirklich eine Function p ergiebt; aus alledem 
folgern wir, dass (5) vollstiindige Umhiillungstransformation von (7) ist. 

Satz IV. ,,.Jede Lie’sche Beriihrungstransformation der ebenen 
Curven lésst sich auf unbegriinzt viele Weisen als vollstdindige Um- 
hiillungstransformation von co' Punkttransformationen darstellen‘. 

Wir ersehen hieraus, dass die in den Gleichungen (5), (6) enthaltene 
Definition der Lie’schen Beriihrungstransformationen sich mit der uns- 
rigen, wie sie Satz IV ausspricht, vollkommen deckt. 

Die bekannte Eigenschaft der Lie’schen Beriihrungstransformationen 
(5), (6), eindeutig umkehrbar zu sein, geht nun auch aus unserer Art 
diese Transformationen abzuleiten leicht hervor. Die oo' Punkttrans- 
formationen « = X(z,y,4), y = Y(xz,y, X) moégen eine Lie’sche 
Beriihrungstransformation als vollstandige Umbhiillungstransformation 


P oY oY @ @aY : ‘ 
besitzen, so dass also “— .“. S — Cc” .2 © + (ist; wir haben: 
ox Oy OX Oy ou OX 
aY aY 
,_ OL _ ade 
po ox ak 
On dz 
eY » Ox 
ic Poa . ’ 
oder: p= —- — ——— , ist es daher mdglich z, y und A 
oY A p ; ox 


oy 
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aus den Gleichungen: 


oY 
a > an ae 
owe, ioe @ ae 
at 


als Functionen von 2’, y’,p darzustellen, so ist dasselbe mit 2, y, p 
der Fall. 
Die Functionaldeterminante der genannten Gleichungen: 

oY 

v4 oX 0¥ Oa Oa 
hn! ox Oy O04 OX 

wird 

OX joY a 0Y oY @ayY 


° =— sie is 0 
Or, da oy ox oy A ox sie ist 4 , 


und damit ist unsere Frage erledigt; jede vollstiindige Umbhiillungs- 
transformation von oo! Punkttransformationen ist eindeutig umkehrbar 
oder also: 

Satz V. ,,Die Lie’schen Beriihrungstransformationen der ebenen 
Curven sind nach x, y, p auflisbar, also eindeutig wmkehrbar.“ 

Kine Frage bleibt nunmehr noch, ob niimlich die Auflésungen der 
Gleichungen (1) nach # und y: 
(5) a= X(r,y,4), y= Y’' (x, y’, 4) 
als Umhiillungstransformation die Auflésungen der Gleichungen (5) nach 
x, y, p besitzen, 

Die Umbhiillungstransformation von (8) erhilt man, indem man A 
durch den aus: 
(9) ax oY 4aY aX _ 
: da 0a dx’ Ol’ 
folgenden Werth ersetzt; andererseits findet man die Auflésungen der 
Gileichungen (5), wenn man die Gleichungen: 
oY 
oa 
ox 
on 


(10) a = X(a,y,4), y= Y(a,y,4), p= 


nach 2, y, A auflést. 
Aus den Beziehungen der Gleichungen (1) und (8) zu einander 
ergeben sich weiter folgende Identitiiten: 
. =X(X,¥',4), y=V(xX,Y,d), 
c= X'(X, Y, a), y = Y'(X, Y, A), 
und daraus leiten wir leicht ab: 


ax ex ox aY ox 
ox + ay * 3a + + ie 0, 


(11) 


ox’ oa C 
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oY ox’ oY ay oY 
‘ ‘ O 
ox’ 6; + oY’ oa + oa ‘ 





Diese Gleichungen gestatten das Resultat der Elimination von z und 
y aus (10) in der Form darzustellen: 


oY ox’ >) Se Ee 
12 _— ox oa 7 oY’ oa 
(53) pS 6X 0X OX OY 
ox’ oa oY’ oA 4 


Bestimmt man hieraus 4 und setzt seinen Werth in (8) ein, so erhiilt 
man die Auflésungen der Gleichungen (10) oder (5), welche offenbar mit 
der Umbhiillungstransformation von (8) jibereinstimmen werden, sobald 
die Gleichungen (9) und (12) gleiche Werthe von 4 oder, was dasselbe 
ist, gleiche Werthe von p’ liefern. Dies ist der Fall sobald: 








oY aX, @¥ oY aX aY _ a¥' ax’ 
ox ea he Y’ @a = xz oa Ox oa (0 
@X ox , 0X oY * OX OY OY’ dx’ 
ax’ aa oY aa oy aa dy =an 
ist. Verbindet man hiermit die aus (11) folgenden Identitiiten: 
0X ox oY ax’ 
ax ox’ dy aY _ OX bx’ 
oY’ oY’ oY aie 
Dy Oa 
so folgt, dass: 
ox’ oY’ = yr @x a 4 oY’ \ 
Ox o a ox ; ; ( A f | 1 4. 0X’ oy | () 
0 x’ o J oY ox” | ox oY | 
oy oa oy oa oX Ox 


sein muss. Das ist auch wirklich der Fall, denn es ist: 
oY ox oY oY _ 


‘ aa = Q 
ox da + OY Ox P 





und macht man hierin die Substitution (8), so zeigt sich, dass wirklich 
oY ox : oF . 
: eo a = =f Ss i = 0 ist. 

Cx ox ! oy Cc X 





Damit ist bewiesen, dass die Auflésungen der Gleichungen (10), beziig- 
lich (5), mit der Umbhiillungstransformation von (8) identisch sind. 

Satz Vl. ,,Die oo! Punkttransformationen (1) besitzen nur eine 
vollstiindige Umhiillungstransformation und es ist bei Bestimmung der- 
selben gleichgiiltig, ob man von der (xy) Ebene oder von der (x' y') Ebene 
ausgeht.“ 

Damit ist in der Ebene die Zuriickfiihrung der Lie’schen Be- 
rihrungstransformationen auf die Punkitransformationen vollstindig 
abgeschlossen und zugleich die Methode klargelegt, deren wir uns im 
Folgenden immer bedienen werden, um aus bekannten Arten von Trans- 
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formationen neue zu gewinnen, es ist die Methode des Aufsuchens von 
Umhiillungstransformationen. 

Vor der gewohnlichen Ableitung der Lie’schen Beriihrungstrans- 
formationen aus Gleichungen von der Form: 


{(2,4%%,y¥)=9, f@+v-fY)=9, f@)+Pr-fY)=9 
hat unsere Ableitung den Vorzug, dass bei ihr blos eine Unbekannte 
nimlich 4 zu bestimmen ist, wiihrend dort 2 und y; also zwei Un- 
bekannte zu berechnen sind. 

In den Lie’schen Berthrungstransformationen haben wir schon 
eine specielle Art von Transformationen erster Ordnung, welche a und 
y als Functionen vou w,y,p darstellen, kennen gelernt, allgemein 
wollen wir unter ,,Transformationen n'** Ordnung“ solche verstehen, 


welche x und y als Functionen von z, y, p,... Pa darstellen, wo 
d*y . 

py = — y ist. 
dx 


Bei der Betrachtung der Transformationen héherer Ordnung, zu 
welcher wir jetzt tibergehen, wollen wir uns folgender Abkiirzungen 
bedienen: 


¢ OP, 


1 A 2 — as 
fe FPL --- Pu) = Get DF gp Pett (Po= 9); 


° m—1 
i of 
Fe EY, Py Du) = FE + DF GE + pets. 
0 - 


Bedeutet m eine zweite function von 2, y, p, ... Pm, so setzen wir noch: 


df 09 dp of ‘df op _ ag. af 


dx Op, 4% Op, dx Op, de Op 


=|/9|. 


m™m 


§ 2. 
Die Beriihrungstransformationen héherer Ordnung in der Ebene. 


Es liegt nahe, dasselbe Verfahren, welches uns in § 1 von den 
Punkttransformationen zu den Lie’schen Beriihrungstransformationen 
gefiihrt hat, nun auf diese anzuwenden und also von oo! Lie’schen 
Beriihrungstransformationen die Umhiillungstransformation aufzusuchen. 
In der That wiirde sich als unvollstindige Umhiillungstransformation 
eine Beriihrungstransformation 2. O. ergeben, von solchen Transforma- 
tionen aus wiirden wir zu Beriihrungstransformationen 3. O. gelangen 
u. s. w. bis zur». O. Allein bei diesem Gange wiirden Wiederholungen 
unvermeidlich sein, deshalb ziehen wir es vor, gleich von den ein- 
fachsten Transformationen hdherer Ordnung auszugehen. Wir ver- 
stehen unter ,gewohnlichen Transformationen », 0.“ solche vou der 
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Form: 2 = X(a, y, p, .- Pn), ¥ = Y(a, y, p; -- Pa), wobei X und Y 
zwei willkiirlich gewahlte Functionen sind, dergestalt jedoch, dass 
adY 
, dz , 7 , 
P, = qx nicht frei von pa+1 wird, dass also: 
ax 


xy) —2%*. 2! ay X49 
dx ap, dx Op, 


ist; nach dieser Bezeichnung sind offenbar die Punkttransformationen 
gewohnliche Transformationen nullter Ordnung. 


oo! gewohnliche Transformationen » — 1. O. von der Form: 
(1) az == X(z, yy, P, ---Me—1,4), ¥ = Y(z,¥, p, .- Pa—1; 4), 
xy —%*. 2! _@Y¥ @x t 0) 
dz @OPp,_} dz Op,_, 


liefern, wie in § 1 fiir den speciellen Fall der Punkttransformationen 
(m = 1) niiher auseinandergesetzt ist, zu jeder Curve y = y(x) zwei 
verschiedene Systeme von je oo' C’, niimlich die Curven 4 = const. 
und die Curven «= const. Um besondere Fiille auszuschliessen, setzen 
ox OF oY ox 


sac . £() ist und dass 4 in X sowohl 


wir voraus, dass 
CPya—, O4 OP, O04 


als in Y wirklich vorkommt: nunmehr suchen wir nach Anleitung des 


§ 1 zu (1) die Umhiillungstrausformationen. 
A) Die Curven A4=const. A muss eine solche Function von 


x werden, dass die Gleichung: 
adyY adY oY ada 

(2a) dz dx + 04 daz 

“ ce 62 4 4 di 
dx dx 01 dz 


befriedigt wird. 
B) Die Curven x const. «@ ist derart als Function von A 
zu bestimmen, dass: 
oY oY adY dz 
(2b) @i_ art dada 
eX eX , dX de 
oA oa dx adi 
wird. 


Beide Male erhalten wir dieselbe Bedingung: 





‘ aX OY adY 0X 

3 ‘ . — - — = O 

( ) dx @h dx oa ; 

und sehen somit, dass oo' gewdhnliche Transformationen » — 1. 0. 


nur eine, aber eine vollstindige Umbhiillungstransformation besitzen. 
Um die Gleichung (3) auf eine einfachere Form zu bringen, er- 
setzen wir die Gleichungen (1) durch: 
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a =X (©, YD; --- Pa 4, ¥= Y (©,Y, DP; «++ Pai? X) ? 


dY 0X _ 
dx ol 


wobei (3) tibergeht in: 0. 


Von dem Falle = =( sehen wir natiirlich ab und finden so, 
dass A sich aus (3) immer als Function von p, bestimmt, so lange 
ay 
Lx 


: ¢ =" . 
nicht — p, = — y vou A oder also von X frei wird, d. h. so lange 
0 


Opn—1 


nicht | ¥ 25 | =0 ist. 


K| 


Wie man sich leicht tiberzeugt, ist | Y aX | 
C2 


hat: (Y¥ qm, ... Qn, X), worin pg, ... Qa  unabhiingige Functionen von 
L,Y, P, +++ Pas Sind, welche paarweise ergeben | p;p,| = UV; es liisst 


- 0, wenn Ydie Form 


: ‘ ? , |—aoY : ; 
sich auch zeigen, dass nur in diesem Falle | Y 5x | = 0 ist, was wir 
| 4 


jedoch hier nicht niher auseinandersetzen wollen. Sowie also: 


Yale 0 








l 
ist, erhalten wir durch Substitution des Werthes von 4 aus (5) in (1) 
' als vollstindige Umhiillungstransformation von (1): 
' USE (L, YP ooePn), 9 =H (x,y, p, -.. Pu)» 2, TT, (%, 9,91 ---n)> 
; (4) {yen | af2. 08 aH 05 —" Se nn Gh, « Se =), 
© Opn dx Opn ? Opn Opn 
Die Relationen zwischen =, H, TT, ergeben sich leicht, wenn man 
zu der Gleichung (3) hinzunimmt, dass 
d= _aX , aX di 05 _@X a4 
dx ada OA dau’? Opn O04 OPn 
. u. s. w. ist und endlich noch beachtet, dass a — Ti, <= = 0 wer- 
den muss. 
(4) ist eine Transformation n. O., welche Beriihrung ». O. von 
Curven der (zy) Ebene in Beriihrung wenigstens erster Ordnung auf 
der (x’y’) Ebene verwandelt, wir nennen daher (4) eine ,,Beriihrungs- 
transformation ter Ordnung“ im Gegensatze zu den gewodhnlichen 
Transformationen n. O., welche Beriihrung ». O. von (xy) Curven zer- 
stéren. Also: 
Satz I. ,,co! gewéhnliche Transformationen n — 1. O. besitzen im 
). allgemeinen eine Beriihrungstransformation n. O. als vollstindige Um- 
hiillungstransformation.“ 
r- Fassen wir nun (4) als die allgemeinen Definitionsgleichungen der 


Beriihrungstransformationen ». O. auf, so kénnen wir leicht co! ge- 
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wohnliche Transformationen » — 1. O. angeben, welche (4) zur voll- 
stindigen Umbhiillungstransformation haben, es sind dies die Transfor- 
mationen : 


, 


& =F (L,Y,P, --- Pat, P),  Y = H (%,Y,p, --- Pui, P); 

wo @ eine willkiirliche Function von x,y,p, ... Pas, 4 ist. Denn beim 
Aufsuchen der Uwhiillungstransformation erhalten wir fiir A die 
Gleichung: 


d= du @H O= , 
+ - f= =), 
dx @ Q dz ¢ @ 
Cc@ Pa Bd . : ’ . ° 
da > natiirlich £0 sein muss, die Substitution g = p, verwandelt 
€ 
aber die Gleichung in die Identitit | =H | = 0, bestimmt 4 als Function 
von p, und fiihrt von den oo! gewodhniichen ‘Transformationen 
n — 1. O. zur Beriihrungstransformation » O. (4) zuriick. 


Satz ll. ,,Jede Beriihrungstransformation n. O. liisst sich auf unbe- 
grénat viele Weisen als vollstindige Umhiillungstransformation von oo' 
gewohnlichen Transformationen (n — 1). O. darstellen.“ 

Wesentlich anders als bei oo! gewodhnlichen Transformationen 


n — 1.0. verhilt es sich mit den Umhiillungstransformationen von 
oo! Beriihrungstransformationen (m — 1). O.: 
: (2 == X(z,¥, 9, .--Pa-1, 4), oy = Y(x,y,p, --. Pus, 4), 
5 xX @eY ‘yy oz 
(9) | xYy,—%. 2% 47,.%¢.: 0. 
dx OD,_; dx Op, , 
A) Die Curven 4 = const. Es muss werden: 
dY ov d¥ , o¥ da 
a dx Op, dz Oh dz 
Pi aX 0X dX , 0X adi’ 
da OP, 4 dx O41 da 
also bekommt man fiir 4 die Gleichung: 
. IX yY Y @x 
(6a) OX oY 0¥ dX _v& 
/ Opn, 4 OPy_, OA 
B) Die Curven «x = const. Man hat die Gleichung: 
oY oY adY dz 
Pe OF _ G1 T Ie di 
Pi ~ OX ~ 6X | aX da 
on ou dx di 
zu befriedigen und erhiit daraus die Bedingung: 
dX OY dY ox 
. ——— + — = O: 
dx oa dx Oa ; 
nimmt man hinzu, dass 
1X ¢ 02 
xy) —%.#¥ _4¥ 0X 4 





dx Op, _, dx Op, 


ist, so zeigt sich, dass man entweder auch hier auf die Gleichung 
(6a) kommt oder auf die beiden Gleichungen: 
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(6b) ax =0, ay =0, 
welche nicht von einander unabhingig sind, da ja | X Y | =0 ist. 

Die Curven 4 = const. und die Curven x = const. besitzen also 
auch hier eine gemeinsame Enveloppe bestimmt durch die Gleichung 
(Ga) und dieser entsprechend besitzen die Transformationen (5) eine 
vollstiindige Umhiillungstransformation ; diese ist, da die Gleichung (6a) 
im allgemeinen fiir 4 eine Function von 2,y,p, ... Pa—i ergiebt, eine 
Beriihrungstransformation n — 1. O. 

Aber die Curven 2 = const. haben noch eine besondere Enveloppe, 
welche von den Curven 4 = const. nicht eingehiillt wird, dieselbe be- 
stimmt sich aus (6b) und da hieraus fiir 4 im allgemeinen eine Func- 
tion von p, folgt, erhalten wir zu (5) noch eine Beriihrungstransforma- 
tion ». O. als unvollstiindige Umbhiillungstransformation. 

Satz Ill.  ,,00' Beriihrungstransformationen n — 1. O. besitzen im 
allgemeinen eine vollstindige und eine unvollstindige Umhiillungstrans- 
formation, jene ist eine Beriihrungstransformation n — 1. O., diese eine 
solche von der n. O. 

Die Gleichung (6a) geht, wenn man Y auf die Form: 

Y (x, Y, Py +++ Pn, X) 


° oY ox ‘ : 
bringt, iiber in: 4 =(, denn der Fall = () kann nicht in Be- 
o * CPy—1 ; oa 
’ , a @0Y 
tracht kommen; sie bestimmt daher 4 immer, falls nicht Ip, ax 0 ist. 
n-1 
Die Gleichungen (6b) bestimmen 4 nur dann nicht als Function von 
Gx 
dx a ; , | yoX| 
Pn, WEMN — P, = —X- Von A frei ist oder also, wenn x | 0 
OPy—1 
ist. In diesem Falle ist wegen 
dy dX 
dx _ a2 
oY ox 
OPn—1 OPy-1 
auch | Y 92 0 und es lisst sich zeigen, dass dann X und Y die 
OA 


Form haben: 
X= X(p,.-- Pn, 4), Y= Y (9, +++ Qn, A), 
WO , ... Pn 2 unabhiingige Functionen von 2%, y, p,; .-- Pn—1 sind, welche 
paarweise |g; »,| = 0 ergeben. 
Noch wollen wir eine wichtige Kigenschaft der unvollstindigen 
Umhiillungstransformation von (5) erwihnen. Dieselbe sei: 
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‘a = (a, Y, P, ---Pa)s ¥ = H(a, y, p, --. Pn)y Py = TT, (2,9, 91 --- Pn), 


7) “ , ‘ A= 
\ | |=H|=0, " _n,- = =0 
‘Pn Py 


? 


wir haben dann: 


d= dX ox di ox di 
dx aT 01 dx cl’ da’ 
d= ox oa 

OP, Oh OP,’ 


vorausgesetzt, dass fiir 4 der aus (6b) folgende Werth substituirt wird. 
Hieraus finden sich die spiiter zu benutzenden Gleichungen: 
(8) Za 0, |HA 0. 

Wir stellen nun noch verschiedene Eigenschaften der Beriihrungs- 
transformationen héherer Ordnung in einer Reihe von Siaitzen zusammen. 
Satz IV. ,,Jn eimer Beriihrungstransformation n. O.: 

a’ == X(x,y,p,..- Pa), ¥ = V(x, ¥,D, -.. Da). 
an-2 2-28 
n ‘in 


Y) 
(Y) = 0 
sind die Functionen X und Y immer in Bezug auf pp und p, unab- 
hiingig oder es ist: 
ox oY oY ox roe w7) 
OP, 1 OP, c Pr—1 OP» , 
Beweis. Verschwiinde der eben genannte Ausdruck, so miisste Y 
die Form haben: 
- Y= Y (a, Y, Py +++ Pn—2s X), 
also wire: : 
aY av, oY @X @aY_aY¥ ax 
dx ax : 


Ox da OP, oX Op, 


dY ox 
= 0, denn 
dx i. 


ist nothwendig +0. Differentiirt man die letzte Gleichung einmal 
nach p,-; und dann nach p,, so kommt: 


die Identitiit | X Y| = 0 nihme mithin die Gestalt an: 


doY oX_,. 4@0Y_ @X oY 0 
dzoX dp ~~ * daxoX adp,_, ' APy» i 
aY er x . Y 
woraus = () folgt; ebenso wiirde sich ~°—— = 0 ergeben u.s. w., 
n—2 n- 3 
so dass man schliesslich fiir Y die Form Y= Y(X) erhielte, welche 


natiirlich ausgeschlossen ist. Damit ist der Satz bewiesen. 


Satz V. ,,In co! Beriihrungstransformationen n — 1. O. (n > 1): 
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= X(a, Y> Py +++ Pn—r, a), y “ Y (2, Y, Py «++ Pn—1, 4), 


( 10) ax oY Es dy é > a 0 


| X14 hos dx OPn—1 dz Op,_, 
sind die Functionen X und Y, wenn sie beide 4 wirklich enthalten, stets 
unabhiingig i. B. auf pr und da ad. h. es ist: 
aX eY_ aY OX 4g. 
OPy_, OA OPy—, OA ° 

Beweis, Wire die angefiihrte Determinante wirklich = 0, so 
miisste Y = Y(a, y, p, . - Pa—s, X) sein, also: 
ay dY eY dx oY oY @ex 
dz da + 9x’ dx” op 1 ) 


n—1 ox OPn-1 


= n “Pg Ys. ae sie 
aus | X Y| = 0 wiirde ‘ 0 werden, denn ist ja ¢ 0. Diffe- 
dx OPn—1 
rentiirt man die letzte Identitiit nach p,-; und nach A, so tiberzeugt 


. . oY :' ia . 
man sich leicht, dass 0 sein wiirde u. s. w., kurz es miisste 
n—2 
Y = Y(X) sein, womit unser Satz bewiesen ist. 


Satz VI. ,,Jede Beriihrungstransformation n. O.: 


w= X(L,Y,p, --. Pn), Y = V(%,Y, p, --- Da), 


(11) | ixyj— 2X, oY _@Y 6x 


= V. 


daz dp, dx dp, 
ldsst sich als unvollstiindige Umhiillungstransformation von oc' Be- 
riihrungstransformationen n — 1, O. darstellen.“ 

Beweis. Wir ersetzen in (3), p, durch eine noch zu bestimmende 
Function o von 2, y, p; ... Pa—1, 4 und erhalten so die oo! Transforma- 
tionen n. O.: 





(12) a X (H, Yy Py +++ Pn—1y P) = X(H, Y, Py «++ Pur» A), 

y = X(2, y, P, ... Dai, P) = Y(2, ¥, DP, --- Pat, A). 
Nehmen wir an (12) stellt oo' Beriihrungstransformationen » — 1. O. 
dar, welche (11) zur Umhiillungstransformation haben, so muss (ef. 
die Gleichungen (8) und das Vorhergehende) aus p, = @ sich fiir 4 eine 
Function von 2, ¥, P, ... pn ergeben, welche |XA|=0 und | Ya| =0 
macht. Bestimmen wir nun A aus den nicht von einander unabhingigen 
Gleichungen : 





(13) |\Xa4|=—0, |Ya|=—0, 
so erhalten wir als allgemeinste Lésung: 4 = F(z, y, ¥, .. ¥n—1) 
{wenn |X¥,|=0(*=—1,... m— 1), woraus dann von selbst 


folgt, dass auch |¥Y¥,|=0O und |¥,;¥,| = 0 ist}; berechnen wir 
hieraus p, = (2, Y, P; ++» Pn—1, 4), so stellt, wie wir behaupten, fiir 
diesen Werth von g, (12) wirklich Beriihrungstransformationen »— 1. O. 
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dar und besitzt wirklich (11) als Umbhiillungstransformation. Es ist 
nimlich bei Substitution des betreffenden Werthes von A: 


on. @2 , on C2 «38X __ OF aa 





da dx + ol da’ OP, 01° Op,’ 
also: ; 
|Xaj = 4%. 0 
nn 
und: 
\¥a| a@Y¥ @a =0, 
dz OP, 


d. h. 4 geniigt gleichzeitig den beiden Gleichungen: 


dX dy 
dz O und ade % 
denn £ + ist sicher ¢ 0. 
Weiter ist auch |X Y |= 0, denn diese Gl. wird identisch erfiilt, 


wenn man darin fiir 4 seinen Werth setzt, p, kommt aber in dem 
Ausdruck | X Y| gar nicht vor, wohl aber in dem Werthe von 4; wir 
schliessen daraus, dass |X Y| schon vor jener Substitution, dass es an 
und fiir sich = 0 ist. Damit ist unsere letzte Behauptung und der 
ganze Satz erwiesen. 

Durch wiederholte Anwendung des Satzes VI kommt man leicht 
auf den folgenden: 

Satz VII. ,,.Jede Beriihrungstransformation n. O. lisst sich dar- 
stellen als eine n — 1° Umhiillungstransformation von co"—' Lie’schen 
Beriihrungstransformationen oder als eine n° Umhiillungstransformation 
von co" Punkttransformationen. 

Wir haben bislang im Gebiete der (z’y’) nur den ersten Differen- 
tialquotienten p; von y’ in Betracht gezogen und gefunden, dass eine 
Beriihrungstransformation n. O. fiir x’, y’, p; Functionen von 2, y, p, ... Pn 
ergiebt; es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die Differentialquotien- 
ten hdherer Ordnung, zuniichst p: darstellen. 

Gegeben sei die Beriihrungstransformation n. O.: 


fom X (a, YP -- -Pn)) y= Y (a, Y,P,-- Pn); p= P, (L,Y, P, ee -Pn), 
iIxyj—#X.0Y_@Y aX_y oY _p eX _y 
ae OP, dx OP, = : OP» . OP, , 


(15) 


Setzen wir: 
oY |) 
OPn—1 ; OPn—-1 


i ee a 


(16) eo, so ist oe $0, 


weil nach Satz IV: 





OPy—-1 OP» OPa-1 OP, 





vo 


sc 


UW 


Pp 
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Aus |X Y| = 0 ergiebt sich leicht: 


+ Ds * Pet — p, . {2 te Sx poss} = — O° Pn. 


Differentiiren wir diese Gleichung nach p, und subtrahiren sie dann 
von der Identitit: 


n—2 
af 1 af ae ee 
> i. eltuat — = | 
oa + ZF op, Pn = (i OP» P, ae ; 
0 


so kommt: 


Sur ox 
(2 +e Pays) OE OP, — (<4 ais “Dess)* ip, =O TP 5p, - 


Ausserdem folgt aus der seiesiaeasabaiiliin von @ und aus: 
oY _ pax 














. » ae a @ 
° OPn OP, 
leicht: 
OX | oP, oP, _oX _ __ @e 
OPn—-1  OPy OPy1 OP, OP,’ 


also geht die vorige Gleichung iiber in: 


@X oP, a@P, eX _ 
dz ap, dx Op, ?> 








und analog wegen | X Y| = 0: 
oY 
@Y oP, @P, a¥ _ OP, __ 
a’ fe, =? aE St 
OP 
Es ist demnach: 
(17) IXP,J=e, |¥P,|=e.-P,. 
Sell nun die Transformation (15) die Eigenschaft haben, auch fir 
dP, 
pe = td einen von pai: freien Werth P, zu ergeben, sO muss 
da 
dP, OP, 
dz OP, . a 
—= " oder |X P,| = 0 sein, das ist aber nach dem Vorher- 
dX ox 1| ? 
dx OP, 


—" : G = oY ; ae 
gehenden unmdglich, so lange nicht a_i 2 Se SE 
‘ OPn—-1 OPn OPn_1  OPn 

und also nach Satz IV die Transformation (13) die Gestalt hat: 
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a = X(2,y,p, +--+ Pn), y' = ¥(X). 
Damit ist bewiesen, dass in keiner Transformation n. O. pg eine 
Function allein der Differentialquotienten, welche X und Y enthalten, 
sein kann. 

Satz VIII. ,,Es giebt keine Transformation n. O., welche Beriih- 
rung n. O. von Curven der (xy) Ebene in Beriihrung von hoherer als 
der ersten Ordnung auf der (ay) Ebene verwandelte.“ 

Zugleich giebt der eben ausgesprochene Satz die Antwort auf die 
Frage, welche Biicklund in den Annalen Bd. IX, 297 ff. behandelt und 
erledigt hat, ob es Transformationen der ebenen Curven giebt, welche 
Beriihrung n. O. wieder in Beriihrung n. QO. iiberfiihren, Beriihrung 
niederer Ordnung aber zerstéren; wir finden mit Backlund, dass es 
solche Transformationen nicht giebt. Noch eine Folgerung kénnen 
wir aus den Gleichungen (17) ziehen: 

Satz IX. ,,Jede Beriihrungstransformation n. O. ist nach Pn—1, Pn 
und einer von den iibrigen Variablen x, y, p,... Png auflisbar.“ 

Beweis. Im entgegengesetzten Falle miissten alle Determinanten 
von der Form >: + ae ; ar . = = 0 sein (t= 42, y, p, ..- Pn—1): 
Diese — beziiglich mit 1, p, ... p, multiplicirt und addirt wiirden 


a+ —* oY. 9% —9 ergeben oder: 





OPn-1 ODp 
ox oP é _ 
— = NZPI+ 5 |xY| 
daraus wiirde 
@ ~ . ; 
gr .( 0% .8F 27 2X 49 
OP» OPy—1 OP, “OPa 1 Op, 


folgen, was ausgeschlossen ist. 

Wir verlassen nun die Transformationen der ebenen Curven und 
wenden uns dazu, die Entwickelungen des § 1 auf die Riiume hoherer 
Dimensionen auszudehnen. 


§ 3. 
Die Lie’schen Berihrungstransformationen im Raume von 
m+ 1 Dimensionen. 


Im Raume von x + 1 Dimensionen d. h. im Gebiete von » + 1 
Variablen (x, ...2%,, 2) sondert jede Gleichung ¢ = @ (a, . . . Zn) 00" 
Punkte ab, sie stellt also eine Punktmannigfaltigkeit von » Dimensio- 
nen, eine M, dar. Mit den Transformationen solcher M, werden wir 
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19 
uns hier beschiiftigen und gehen zu diesem Behufe von co” Punkt- 
transformationen zwischen den Riaiumen: 
U ‘ ’ , 
Rosi? (%, ... Se, #) und Rays: (@, .. 2, 8) 
aus; dieselben seien: 


g am Z(x, .. . Lup 8, a, ... Am), 


(1) Q=> X; (2, oe Lny &, A, Tr Am) 
(toe 1... %). ° 
Dabei sehen wir von den blossen Punktconstructionen vollstindig 
i: 2 0X, aZ " 
‘ +hmen also ot BSG 0 an, ausserdem még 
ib, nehmen al > + Dar, Oa. os +0 an, ausserdem mégen, 
wenn /,.../fm irgend m von den Functionen X,...X,, Z bedeuten, 
. oh: fe 
nicht alle Determinanten von der Form + ssi ae =( sein 
! m 


und zwar wollen wir der Kinfachheit halber voraussetzen, dass 
9 ax 0X,, . 
Zt oi, °° oa. #9 

Wie in § 1 betrachten wir die Gesammtheit der Transformationen 
(1) als eine Abbildung des Raumes R,,,, auf Ri; und bemerken wie- 
der, dass das Punktgebilde des R41, welches einer M, des R,+; ent- 
spricht, zwei verschiedene Auffassungen zulisst. Einmal nimlich 
ergiebt unter den gemachten Voraussetzungen jede einzelne der Trans- 
formationen (1), zu der M,:2—=4(a,...%,) eine M, des Rigi, im 
Ganzen also liefern uns die co” Punkttransformationen auch oo” ver- 
schiedene M,, welche wir als die M, : 4 = const. bezeichnen kénnen, 
ihre Gleichung 2 = 2’ (a,'... an, 4, .-- 4m) ergiebt sich durch Elimi- 
nation von #, ...@, aus den Gleichungen (1), in denen z¢ = (a,... %n) 
zu setzen ist. 

Dagegen erhalten wir bei (1) zu jedem Punkte des R,.; oo” Punkte 
des Ri, oder eine Mannigfaltigkeit von m Dimensionen, eine M,,, so 
dass also auf diese Weise unserer M,, die ja oo* Punkte enthilt, 
oo” verschiedene M;, entsprechen, welche die M;,, : « = const. heissen 
mégen. In den Coordinaten (a 2) werden diese M', durch die 
n’— m + 1Gleichungen: f(a’... Gn, @, Hy. +. Xn, 2 (Hy -. . Hn) =O 
(9 =1...%—m-+ 1) dargestellt, welche sich bei den von uns ge- 
machten Annahmen aus (1) durch Elimination von 4, ... 4, ergeben. 
Hier stehen uns also wieder zwei Wege offen, um zu einer Umhiil- 
lungstransformation von (1) zu gelangen, indem wir einmal zu den 
M,,: 4 = const., dann zu den M,, : « = const. die Umhiillungsgebilde 
augpuchen und der. betreffenden M, des R,;, zuordnen; beide Wege 
wollen wir einschlagen. 


A) Die M,:4 = const. Fasst man 2,...2, als unabhingige Va- 
Q* 
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‘ . ‘ : : Oz - ’ 
riable auf, so bestimmen sich die ao = Bi als Functionen von 
i 
dz - 
By . + «Bag By By s+ 2 Me (pi = =) aus den Gleichungen: 
- t 
= ; 
2a -> a a==1...% 
(4a) Pi dz, ( Ms 
n 
in welthe die Bedingung dz’ — >! p; . dx; = 0 nach Einfiihrung der 
1 
‘lo: me d - : ' 
Gleichungen (1) zerfallt; unter qa f(% «+ + Buy 2) wird dabei der Aus- 
a 
0 ; of T . ’ 
druck 5 i + Pa- verstanden. Um die Enveloppe der co” M, 


a 
herzustellen, haben wir in (1) fiir 4, ... 4, derartige Functionen von 
Z,...%, einzusetzen, dass die so erhaltene M,, alle die co” M,, und 
zwar jede derselben liings einer M,_,, beriihrt oder, dass die neuen p; 
aus den alten hervorgehen, wenn man in diesen fiir 4,...4, ihre 
Werthe setzt. 

Sollen nun die Gleichungen fiir die neuen p;: 


; ax, = ax, a 
a yy - + > - > pi: : il. ——- on @ 
dx, dz, $i. oa, j Ox, 
1 1 r 


mit den Gleichungen (2a) vertriiglich sein, so muss werden: 


‘ oZ : . ex; oa 
(3a) > aa oan > ‘ aa . % = () (x = 1 e* .n). 
: e : ® x 








Wiiren ferner 4,...4%, als Functionen von 2,...2, nicht von 
einander untidngia, so wiirde es Werthsysteme (A, ... 4) geben, zu 
welchen kein Werthsystem (a, ...2%,) gehdérte, d. h. es wiirden unter 
den oo” M), solche existiren, welche die gesuchte Umhiillungs-¥, 
nicht beriihrien. Das geht nicht an, also kénnen nicht alle 

: ri) Od Odn ° 
Determinanten von der Form: ++ i. a= 0 sein, wenn 
; 1 “2m 


E,.-.&» irgend m von den Variablen 2, ...2, bedeuten. In Folge 


dessen reduciren sich die Gleichungen (3a) auf: 


f = - ‘p+ aa = ( = 1...m). 
(4a) a1, Bi ay ) (e=1 m) 
1 


Die zur gegebenen M, gehdrige M;, ergiebt sich durch Elimination @er 
x, 4, p’ aus (1), (2a) und (4a) oder durch Elimination der x und der 4 
aus (1) und: 
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da, dx, ; aa, 





- dX 4 
(5) a > i 2 (e=1...m), 


iiberali ist natiirlich 2 = 2(#,...2%,) zu setzen. 

B) Die M),: « = const. Unser Bestreben wird selbstverstiindlich 
dahin gehen, auch hier zu einer solchen Umhiillungstransformation 
von (1) zu gelangen, welche jeder M, des Ri; wieder eine M, des 
R4, zuordnet. Es handelt sich daher darum, ob die M),:« = const. 
von einer M, eingehiillt werden und da es gerade oo” M,, sind, liegt 
es nahe zu vermuthen, dass es eine VM‘, giebt, die in jedem ihrer oo” 
Punkte eine der co” M,,, beriihrt. 


Was zuniichst die MM}, betrifft, so sehen wir 4,...4A,, und von 
den Variablen (z’, 2’) etwa x; ... 2», als die unabhiingigen Variablen an; 
alle y ds ° 02" oan at Ou, — = ; 
setzen wir dann: jg Gog 7" % (¢t=1...m, x=—m+1...n) 


und verstehen ausserdem der Kiirze wegen unter 2, X, beziiglich 2’, Z, 
so erhalten wir aus den Bedingungen: 
m 
dx, -— > a: dx=0 (x =0,m+1...n) 
1 
die folgenden Gleichungen: 


ax 7 ax, 
(2b) a ag = 0 (e = 1...m, «=0,m+1...n) 
é 1 é 


woraus sich die q* als Functionen vol x, ... Xn, A, ... 4m bestimmen, 
immer vorausgesetzt, dass 2 == 2(%,...%,) gesetzt wird. 

Um andererseits aus den Gleichungen (1) eine M;, der verlangten 
Art zu erhalten, werden wir x, ...2%, als unabhingige Variable be- 
trachten kénnen und miissen dann 4,...4, in passender Weise als 
ihre Functionen bestimmen, niimlich derart, dass in jedem Punkte 


(a, ...%,) der gesuchten M, eine auf derselben liegende M), vorhan- 
den ist, welche die bei (1) zu (%,...2%,) gehérige MM), in dem ent- 
sprechenden Punkte (A, ...4,,) beriihrt. In der Hauptsache lassen sich 
alle M),, welche auf der gesuchten VM), liegen, dadurch darstellen, dass 
fiir 241... 2%, Functionen von #,...2%, gesetzt werden, daher er- 


geben sich die Werthsysteme der g¥, welche zu diesen MM), gehéren 
aus den Gleichungen : 


m m 


‘ r % a op 
DH Dia Et ne I pe ~ 


_ oA, - 0a, dx, dz, a diy 0x, 
™m™ n 
aX, dX; Ox 
ve iq*®. ~ Bean a Pe a 
D4 dx +>} dx, Ox, 
1 ” m+1 


(a=1...m, «=O0,m+1...n). 
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Diese Gleichungen, in denen die 4 als noch zu bestimmende Functio- 


nen von 2,...2%, zu denken sind, liefern zu jedem Werthcomplex 
4 Ox 
s 
(=, Lp, — » aeol...m Bo=m+1... n) Werthe der gq. 
o, 


Kine M),, welche auf der zu findenden WM, liegt, durch den Punkt 


72 
P Gk, . . ° 
Be o's ie 1 0 ewisse rthe — ergiebt, wird die 
(x, Zn) geht und dort gewisse Wertl = giebt, 1 die zu 
a 
(a,...%n) gehérige von den co" M), beriihren, wenn fiir sie die 


letzten Gleichungen dieselben Werthe der q* liefern wie die Glei- 


chungen (2b). Soll dies der Fall sein, so miissen die Gleichungen be- 
stehen : 


dX, Sy dX, aa, = aX, <7 4X; day 
3 . ee ee a s} a r+} = 0) 
(3b) dx, +>} dZ, 0X4 Par dx, +2 dx, OX, 

‘ 1 ‘ 


m+1 m+1 





(a=1...m, x=0,m-+1...n). 


‘ . ° CX 2 . 
Unsere Aufgabe ist nunmehr die 4, z und g* derart als Functionen 
a, 


a 
von “,-..%, zu bestimmen, dass die Gleichungen (2b) und (3b) iden- 
tisch erfiillt werden; dann nimlich erhalten wir aus (1) eine M’, und 
in jedem Punkte derselben (etwa in (x! ...°)) giebt es M',,, welche 
die M},:(a° ... 2°) der nfachen Schaar von UM}, beriihren d. h. mit ihr 


gleiche Werthe (q*)° ergeben. Es ist sehr leicht eine solche MV), an- 


, 0x, \° 
, > . a y aU () y i ~ 17 
zugeben; denn gehéren zu (a2... 2°) die Werthe ( i so gentigt 
a 
die M,,: 


m 


L3 = x + * (L_— X?)- ( 
1 


0 ad 


0 

aa. ) (B=m+1...n) 
allen Anforderungen, da sie mit der M/,,:(2?... 2°) in dem Punkte 
(A°... 4°) gleiche Werthe (q*)° besitzt. 

. Cox - 

Die Zahl der Unbekannten 4, = q* ist: 
a 

m+ m(n—m) + m(n — m+ 1) = 2m. (n—m-+ 1); 
um dieselben zu finden, reichen die Gleichungen (2b) und (3b), ebenfalls 
2m.(n~—m-- 1) an der Zahl, gerade aus und wir wollen nun vor 
allen Dingen die 4 als Functionen der a, ... a, bestimmen, denn das 
gentigt, um die verlangte Mf, darzustellen. Schaffen wir aus (2b) und 
(3b) zunichst die g* fort, so kommen wir auf die Gleichungen: 


dx ~~ dX Ox ax oX,, 
PS + HE S)-e eo 


m+t1 day OX, Oa, Odn 
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welche sich schreiben lassen: 


St. Se... + See Si hs, Feo 
(4b) de, 91, [ ~ da, 04° A, 
m+ 
(a=1...m, x=0, m+1...). 
' ; . , . Oxy 
Diese Gleichungen bestimmen die A und die — und zwar erhalten 
a 


wir fir die A allein folgende Gleichungen: 


tom >it [Se Oh... |. 4 Fatt. Oh .. I ... 


—_ + Sa, OA, O41, — Ahyn4, OA oa 





m 


ry, @X, gx, ox | 
. cee a ee. | as 1...) 
[ Ga, ° 04" Of, (em! *) 
Vergleicht man mit A, die Determinante: 


; Xntt 4%, aX, 0X, 
+ ae dx, Ory O41, : 











so zeigt sich, dass: 


an 4h... Mav, [4s 
.. — Ou — m3 


ist, wie sich leicht ergiebt, wenn man in D, die n — m+ 1 ersten 
Reihen Glied fiir Glied mit: 


i~>) 
>< 





multiplicirt und zu jeder dieser Reihen die m letzten Reihen addirt, 
nachdem man dieselben mit geeigneten Unterdeterminanten von be- 
ziiglich : 
aX, ax ox 
----— pe acer = } = eee 
atm Fi, (x =O0O,m+1...n, i=a,m+1...n) 


m 


# 
multiplicirt hat. 


Xn , 
Da nun Zz + aX, |? “ + 0 ist, gehen die Gleichungen A, = 0 


Oh 01, 
liber in die Gleichungen D, = 0 (@ =1..m), welche ihrerseits 


Wiederum den Gleichungen (2a) und (4a) zusammengenommen, also 
auch den Gleichungen (5) aequivalent sind. Wir kénnen daher sagen: 
. 4m bestimmen sich aus den Gleichungen (5), ausserdem ergeben 
— R Cx — 
noch die Gleichungen (4b) die Werthe der oar , die Gileichungen (2b) 
a 


die Werthe der q?. 
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F. Eneet. 


Da man fiir die A bei A) und bei B) ein und dieselben Functionen 
von 2,..%, erhalt, ist es klar, dass man hier wie dort zu derselben 
Umhiillungs-M,,, also auch zu derselben Umhiillungstransformation 
gelangt. 

Die gefundene M;, hiillt, wie wir wissen die oo” M,, : x = const. 
ein, aber sie besteht im allgemeinen keineswegs aus Systemen von 
M,,,, welche in jedem ihrer Punkte eine der co" M}, : x = const. be- 
riihren; soll dies der Fall sein, so miissen die aus (4b) folgenden 
Gleichungen iat = F? (a, .. 4%), als Differentialgleichuygen angesehen, 
Zm+i--%_ als Functionen von 2, ..2%,, bestimmen, das tritt nur dann 
ein, wenn m - (n — m), die Zahl dieser Differentialgleichungen = n — m 
ist d. h. = der Anzahl der unbekannten Functionen x3. Beide Zahlen 
werden nur fiir m = » und fiir m = 1 einander gleich, sonst ist immer 
die Anzahl der Gleichungen die gréssere. Bei m = m treten die 
Ox, 
Cx, 
offenbar eine Umbhiillungs M), (M/;) besitzen; ist dagegen m= 1, so 
hat man » — 1 gewodhnliche Differentialgleichungen : 


gar nicht auf, die co” M,,, : x = const, sind ebensoviele M’,, welche 


dz 
8 OF a ee 
Ja, = ¥¢ (a, ...%) (@=—=2... 2), 
welche x, ..2, als Functionen von x, und » — 1 willkiirlichen Con- 


stanten bestimmen, hier setzt sich daher unsere Umbiillungs M), aus 
den co*—! Umbhiillungs-M,’ der oo" M,’ : « = const. zusammen. 

Die gewonnenen Resultate kénnen wir in folgender Verallgemei- 
nerung des Satzes I, § 1 zusammenfassen: 

Satz Il. ,,Die oo” M,, : v = const. und die oo" M,, : u = const. des 
Raumes 2, . - %n41, welche durch n +1 Gleichungen von der Form: 


Ly = Xj(Uy - + Ug, Vy... Um) (C= 1... + 1) 


bestimmt sind, werden von ein und derselben M,, eingehiillt.“ 

Die wichtigste Frage ist nun offenbar die, ob A, --An, p, -~ Dn 
sich aus den Gleichungen (2a) und (4a) wirklich als Functionen von 
Ly ++ In, P, --- Px bestimmen. 

Um dies zu entscheiden, stellen wir, da ja 


0X | Xm 4 9 
a + in Fie? 
ist, aus den Gleichungen X_. = Xq(%, - + Xp, 2,4, ++ Am) (© = 1... m) 


die 4 als Functionen von 2, --%,,2, X,... Xm dar; dabei gehen die 
Gleichungen (1) iiber in: 
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1onen am X,(2, > - %q, 8,4, + an), 
selben , - 
° L3 = X3 (x, "+ Un, &, X, tn Xm) ? 
lation FF (6) y 
* Sf x Z (x, ++ Xn, 8, X,-* Xm); 
> > 
const. f (a=1--m,p=m+1...n). 
€ 
1 von § ' in , , 
£1 Statt der Gleichungen (4a) erhalten wir: 
it. be- 
| 1 m . xX m = xX n m ? 
enden f NI oz OX, Be at — SF pe: S, OX, OX, 0 
Kd OX. dA é 46 5X. ti = 
sehen, § pee, Bat 1 7 m+1 m™ OX, G4, 
dann oder : 
m n —_ 
’—™m ; X X 
“i { OL , om , we 0 « a 
jahlen ; Poty \7 Xx, - i — >? Pp . ax’ | , E a, a= () (¢é= 1 ea m) 
immer ; sa 
n die Y X 0X, . . 
und da S + “1... —™ £0 ist, folgt daraus: 
— ¢ Ay 04,, 
welche 
. n a 
- r Z a ) Xe 
: 1, so (7) Pa = x — >? Pp: C8 (a@==1...m). 
OAq mat € : 
Aus den Gleichungen (2a) aber wird: 
r i n 
az, x a7 ax, n , aX, Ss} . jax, += ( X, tl 0, 
3 = — ap: ~— ) Xx = 
‘ iy dx; + aot OX, — Pa’ az ia Pe | dz, TZ dx; 
Con- i 1 ‘ m+1 1 
f, aus ff ae ? 
= : mithin wegen (7): 
i y c 1X 
remel- 1Z 5; A Mie ; 
_— (8) a Ss} pa: =0 (§=1...n). 
da; kal "=; 
5 m+1 
ust. des Da die Gleichungen (7), p,’- - p;, als Functionen von 4, .. An, Puyi+ Pr 
ies darstellen, ist die Bes 16 ao unserer Frage auf die Untersuchung 
zuriickgefiihrt, ob die Gleichungen (8), a, . © Amy Pinta - » Pn als Functionen 
VON X, .- Xn, 2, py +. Pn bestimmen oder was dasselbe ist, ob die 
Gleichungen : 
1 °° Pa 
en von oe y, 
° On, 
_m-+ 2. M; . 
Sigel ———_—_— sg (= 1... #) 
: aZ , OX, 
—— — AP De: 
02 Oz 
m+1 
nach X,... Xm; Pm41-- Pn auflésbar sind; dabei kann offenbar keiner 
.. m) der Ausdriicke M, M, ... M, = 0 sein, sonst wiirden ja die p; gar nicht 
en die in den Gleichungen (8) vorkommen. Die Gleichungen M; + p,. MU = 0 





sind nicht auflésbar, wenn: 


F, Eneet, 





MM, MM, | |\M Moss MM, 
+|amMem,, |eM OM,| | aM 2My41 am oM,|=° 
c xX; c xX; | ¢ Xn, 0X,, | OP nis OPintt OP’, Op’, | 


ist oder da M +0 ist, wenn: 


on, rl om, 3 OM nyt oF om, 





z=+HU.-.-': = —— —— = 0, 
— iy XxX; Co Bigs OP mitt OP, : 
Diese Gleichung lisst sich schreiben: 
om, eM, aM 
| OX, OX, OX, 
cot a 
oX,, 0X, 0X, 
| OX Gok OXn41 OXn41 = 
Ox, C vy 08 0. 
oes, ... oe OX. 
Ox, 0x, 02 
1 
{ oe eZ eZ | 
| Ox, 0x, Ou | 
Setzt man: 
— n 
OZ , © X, 
——< Ss —_—_ = a(a==1...: 
ax, i Pe ox N, (@ m), 


so wird: 
om ON, 6M, ON, 
0X, pas 02 : 0X, a Ox; 


und man erhilt aus der letzten Gleichung: 


(9) >+ ON; Nm OXmtr | O%n 82 _ ¢ 
— OX, O8, Omi Ox, O08 


als Bedingung dafiir, dass sich A, ... Am p, ... px nicht als Functionen 
von (2%, 2, p) bestimmen. 

Die Gleichung (9) sagt aus, dass sich 2, ... %,, 2 aus N, ... Nn, 
Xn4: °* Xn, Z eliminiren lassen, dabei bleibt es jedoch unentschieden, 
ob diese Elimination sich erst bei Hinzuziehung aller » +- 1 Functionen 
oder schon mit einer geringeren Zahl dieser Functionen ausfiihren 
lisst; da es aber kein Interesse hat, alle die speciellen Fille, in denen 
(9) besteht, wirklich aufzusuchen, wollen wir uns damit begniigen 
einen sehr allgemeinen Fall anzugeben. 


(9) besteht nimlich offenbar immer, wenn sich N,-- Nn, 


Xi. . X,, Z als Functionen von X,... X», und e<n+1 Functionen 
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Q, ++» Po VON @,...%p,@ darstellen lassen, dies tritt aber ein, wenn 
die Gleichungen (1) bei der Elimination von 4, ...4,, auf » — m-+ 1 
Gleichungen von der Form: 


Fy, (&;' «.. Xn, &, Py + Pe) =O (y=1...m — m+ 1) 
fiihren. 

Abgesehen von diesen Ausnahmefillen erhalten wir daher, indem 
wir aus den ~ + m Gleichungen (2a) und (4a), 4, .. Amp,’ -.- pn be- 
stimmen und ihre Werthe in (1) einsetzen, zu unsern co” Punkt- 
transformationen (1) als vollstandige Umbhiillungstransformation die 
nachstehende Lie’ sche Beriihrungstransformation: 


Xi, mm =; (4, . . Lay By Py - - Pu), 

Gam Z (2, .. Lay 8,2, --Pa)» 

(3 Pi = TT; (a, . . Lay SM, -- Ma); 
(¢om1...m). 


Dabei ergeben die » + 1 ersten Gleichungen (11) bei der Elimi- 
nation von p, . . Pa gerade n — m-+-1 Gleichungen zwischen (q, 2, 2’, 2’). 

Fiir f= X,...X,, Z und entsprechend g = =,..=,, Z haben 
wir nun: 


m a 
Cg Cp of ., of > of oA, 04) 
hea = p+ 4 Mn? = 
te, t Be 02 Ou, Td ast o4, da, + Be ez|' 
1 
. m™ , » 
ep — c f on, 
OP; 2 OA, Op,’ 
1 
und hieraus finden wir bei Beriicksichtigung der Gleichungen (2 a) und (4a): 


n 


oz 62 Y (o=, te A 
athe >} M- \5a, + pe S }=90, 
1 


n a= 
ih - > = 0 
OP, OP, 

1 


(¢ == 1... 9). 


> 


| 


Q 
ze 


(12) 





Das sind aber (cf. Ann. VIII p. 306) die Bedingungen dafiir, dass 
die Gleichungen (11) eine Lie’sche Beriihrungstransformation bilden. 
Also: 

Satz Il. ,,co, Punkttransformationen des Rawmes R41, die keine 
blossen Punktconstructionen sind, besitzen immer eine Lie’ sche Beriih- 
rungstransformation als vollstindige Umhiillungstransformation, wenn m 
von den Functionen X,..X, i. B. auf die 4 wnabhdngig sind und 
die Gleichung (9) nicht identisch erfiillt wird.“ 
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Wir betrachten nunmehr die Gleichungen (11) und (12) als all- 
gemeine Definitionsgleichungen der Lie’schen Beriihrungstransforma- 
tionen im Raume von n+ 1 Dimensionen und verlangen nur, dass 
die Elimination der p; gerade n — m+ 1 Gleichungen zwischen (2, 2, 2’, 2 
ergiebt und dass keine der Functionen =, .. =,, Z sich durch die 
iibrigen allein ausdriicken liisst. Unter diesen Voraussetzungen kénnen 
wir (11) auf die Form bringen: 


Le = =a (X, - . Lay 2) Py - + Pn); 
at Ly = Hp (XH, -- Hn 2, =. Su)is 
( ) af as 2 » . of = \ 

= (2, + + Uny &, =| +--+ =m) 


(a=1..m B=m+1...n) 


und es verschwinden dabei nicht alle Determinanten von der Form: 
po |. 0=, O=m 
e— — Ox, °° Ox,’ 
wenn 2,..2, irgend m von den p; bedeuten. 
An Stelle der Gleichungen (12) erhalten wir, tihnlich wie die Glei- 
5 ? 
chungen (7) und (8) aus (2a) und (4a) folgten? 


n 





ez’ 3 d=, 
je Ma — DPM - 5s" = 9, 
- m+ 
(12) ez eZ NS (o=s 0=3\ 
’ : " . : : 0 
Ox T Pees, ai": \iz, + Dx g | 
m-+l 
(a=1..m x—1..%m). 


Es ist nun sehr leicht (11’) als eine vollstindige Umbiillungs- 
transformation darzustellen, man braucht nur: 


=, am ©, (2, » . Su 8, 4, .-. de) 


zu setzen (2 = 1...m), wo die  willkiirlich wihlbare Functionen 
bedeuten, deren Wahl nur dadurch beschriinkt wird, dass sie nach 
A, .. 4» auflésbar und mit =,4;..=,, Z° zusammengenommen i, B. 
auf 2, .. %,, 2 wnabhiingig sein niiissen. Dann hat man die co” Punkt- 
transformationen: 

Le = VD, (2, . . Xp, 8, a, .. Am); 

Lg = S4(%, . . Lay 8%, .. Oe), 

S = Z' (2, .. Zn, 8, D, .. On) 

(a=1l...m B=m-+1...n) 


(13) 


und die Gleichungen zur Bestimmung der Umhiillungstransformation von 
(13) werden: 
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eo, = 
Lie’s 
Pie] 
dem ¢ 
ist (1 
damit 
S 
Rass | 
transf 
von a 
Zahl 
transf 
V 
Umhii 
dem 
transf 
Satz, 
bar s 
gehen 
stiindi 
imme! 
aus v 
sofort 


Bye ot 


(14) 


Darau 


ausdri 
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weise! 
sammi 
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n 
Z’ , Ul ( =’ 
a _ 9, — re. 0 (= 1..-m), 
Ove o® 
; m+1 e 
| Z’ az’ : a= a=’ 
c o , Be ee Ba 
aa, + Pe 5, >} Pp - (aa + Pe Gt} =0 (x Bs. « 0fte 
® m+1 
t Diese Gleichungen werden identisch erfiillt durch die Substitutionen : 
®, = =e, pi =T1:, welche die Transformationen (13) wieder in die 
Lie’sche Beriihrungstransformation (11’) verwandeln und 4, .. dn, 
pi. - Px als Funetionen von 2, ..2%n, 2, ~, ++ Pn bestimmen; da ausser- 
> dem die Gleichungen (13) keine blossen Punktconstructionen darstellen, 


ist (11’) offenbar vollstindige Umhiillungstransformation von (13) und 
damit ist der Satz gewonnen: 

Satz Ill. ,,.Jede Lie’sche Beriihrungstransformation der M, des 
Ry +: liisst sich auf unbegrdnet viele Weisen als vollstdindige Umhiillungs- 
transformation von co” Punkttransformationen darstellen, wenn m eine 
von der Beschaffenheit der Beriihrungstransformation abhiingige ganze 
Zahl <n-+ 1 bedeutet; von den n+ 1 Gleichungen der oo” Punkt- 
transformationen sind m fast unbeschrinkt willkiirlich wihlbar.“ 

Wir folgern hieraus wie in § 1., dass der Begriff ,, vollstindige 
Umhiillungstransformation von co” Punkttransformationen® sich mit 
dem in (11) und (12) definirten Begriffe der Lie’schen Berihrungs- 
transformation vollkommen deckt. Wollen wir daher den bekannten 
Satz, dass die Lie’schen Beriihrungstransformationen eindeutig umkehr- 
bar sind, auch von unserer Ableitung dieser Transformationen aus- 
gehend nachweisen, so brauchen wir blos zu zeigen, dass die voll- 
stindige Umbhiillungstransformation von oo” Punkttransformationen 
immer auflésbar und also eindeutig umkehrbar ist. Wir gehen dazu 
aus von der Form (6) der oo” Punkttransformationen und bemerken 
sofort, dass die Gleichungen (8) gestatten p, ..p, als Functionen von 
Ty. + De, 8, X,... Xny Pati -- Pn darzustellen: 

‘ 


LES, “RUPP IAS 


RS Le 


$ 


h OZ » OxXp 

3 Ou; p Pe - 0a, 

le . m-+1 ~ 

‘ (14) p= - (¢==1..n). 


eZ & : , OXp 
02 Pe * 02 
m-+l 

Daraus geht hervor, dass die p; sich auch als Functionen von: 

ore  & Seay 4 
ausdriicken lassen, sobald dies nur mit x, .., %n, 2, X,.. X» der Fall 
ist. Nun ist aber X, = % (a =1...m), also brauchen wir blos zu be- 
weisen, dass die Gleichungen a5 = Xz, 2 = Z(B =m+1..n) m- 
sammen mit den Gleichungen (7) nach #, ... %,, 2 auflésbar sind. Die 
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Gleichungen (7) kénnen wir nach der bei (9) angewandten Bezeich- 
nung schreiben: p, = N,(@ —=1...m) und wir sehen daraus, dass 
sich 2, .-%,, 2 immer bestimmen, wofern nicht (9) besteht d. h. also 
immer, wenn (6) eine vollstiindige Umhiillungstransformation besitzt. 

Auch die Werthe der p; in (14) kénnen durch die Substitutionen: 
Xa = L.(a = 1... m), £,.. 4, # Functionen von (2, 2’, p’) offenbar 
nicht auf Constanten sich reduciren oder unbestimmt werden, da sie an 
und fiir sich weder constant noch unbestimmt sind. 

Wir sehen also, dass die vollstiindige Umhiillungstransformation 
von co” Punkttransformationen immer eindeutig umkehrbar ist oder: 

Satz IV. ,,Jede Lie’sche Beriihrungstransformation der M,, des 
Ruts ist nach 2... Ln, 2, Py .- «Pn auflisbar, also eindeutig wmkehrbar.“ 

Damit ist die Ableitung der Lie’schen Beriihrungstransformationen 
aus den Punkttransformationen auch im Raume R,,, vollstiindig durch- 
gefiihrt, héchstens bliebe noch zu untersuchen, ob auch wirklich die 
Auflésungen der Umbiillungstransformation von (1) und die Um- 
hiillungstransformation der Auflésungen von (1) mit einander iiber- 
einstimmen, doch wollen wir nicht auf diese Frage eingehen, zumal 
da wir leicht einsehen kénnen, dass dieselbe mit ,,ja“ zu beant- 
worten ist. " 

Nimlich gewdhnlich lisst man die Lie’schen Beriihrungstrans- 
formationen aus » — m + 1 Gleichungen: 


fe(Xy .- Un @, Ly... Xn, 2) =O (x= 1..n—m+ 1) 
entstehen und bestimmt 2,’ .. %,, 2, p,' -». Pn Oder 2, .. Ln, 2, Py «++ Pn 
aus diesen und aus den Gleichungen: 


n—m+1 

> Ox » {fx(2i) + vi - fe(2)} = 9, 
ies 

> Ox - {f.(%:) + pi - f(2)} = 0 


1 
(¢ == 1... #). 

Dabei werden weder die. (a, 2) noch die (2’, 2) bevorzugt und 
es ist daher offenbar gleichgiiltiz, ob man die Gleichungen /, = 0 durch 
die co” Punkttransformationen (1) oder durch deren Auflésungen 
ersetzt; beide Male erhailt man ein und dieselbe Lie’sche Beriihrungs- 
transformation als Umbhiillungstransformation. Nur kurz sei noch be- 
merkt, dass man bei unserer Ableitung der Lie’schen Beriihrungs- 
transformationen aus Punkttransformationen stets weniger Gleichungen 
aufzulésen hat, als nach-der gewédhnlichen Methode. 

Es ist mir zur Zeit noch nicht méglich, die eben durchgefiihrten 
Entwickelungen auch auf die Transformationen héherer Ordnung der 
M, des R,», auszudehnen, ebensowenig kann ich auf verschieden 
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interessante Fragen, welche bei den Transformationen héherer Ordnung 
der ebenen Curven auftreten, eingehen und muss daher diese Unter- 
suchungen auf spitere Zeit verschieben. Der nachfolgende, letzte § 
giebt noch einen mit dem Vorhergehenden allerdings nicht in direktem 
Zusammenhang stehenden Beitrag zur Theorie der Berihrungstrans- 
formationen tiberhaupt. Zwar hat man schon die Beriihrungstrans- 
formationen 1. QO. der gewdhnlichen Raumecurven und iiberhaupt der 
Curven (M,) des Raumes von » Dimensionen bestimmt, aber so all- 
gemein wie in § 4 scheint die Bestimmung von Beriihrungstrans- 
formationen noch nicht ausgefiihrt worden zu sein. 


§ 4. ; 
Bestimmung aller Berihrungstransformationen 1. 0. der WM, des 
Raumes FR, ». 


Die Beriihrungstransformationen 1. O. der M, des Ry» miissen 
die Korm haben: ‘ 


La = Xa(x, + + Dn, 24... Sm p%), 
ly By = Z,(X, .- Xn, B+ my Pe), 
) 
f x 
Ga Qi (%, « . Sny 2 +» Sms Di) 
(e,e—=1..m; ai=—1..n), 


wenn 2, x die unabbiingigen, 2, 2’ die abhiingigen Variablen sind, 

0% Oz, 

- po pr, a == g* 

Ou; ? Om; é 
gesetzt wird und endlich das p* in den Functionen X,, Z., Qi be- 
deutet, dass alle Differentialquotienten p” darin vorkommen. Im Fol- 


genden sind natiirlich immer 2, .. 2, und 2,’ .. 2 als Functionen von 
beziiglich a, .. 2 und w,’.. 2, zu betrachten. 
Aus den Gleichungen: 


n 


de — > q - dx, =0 


1 


ergeben sich fiir die Functionen X,, Z., Q* sofort die Bedingungen: 


aZ, 1. @, 
du, a Qe - ga =o 
1 


welche wiederum, weil die Q; nur Differentialquotienten 1. O. der ¢, 
enthalten sollen, in die Gleichungen zerfallen: 
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eZ, : ax 
—* SH Qs — =Q0 (&*x=I1---m), Foals , 
Op; OP; 
(2) 1 darst 
ad Z, = aX, 
dx, — a Us . da, = 0) (a, = 1 *<9 n), : — 
1 
wobei kurz: 4 
of . a. of _ @f a 
Ox; + 24 ds, dz, » sons 


gesetzt ist. 

Die Gleichungen (2) zeigen zuniichst, dass, wenn unter 2,7, ---7,, 
wie im Folgenden immer, irgend welche von den p,* verstanden werden, 
alle Determinanten von der Form: 


bie Ieee lak, 
pe 
p 4 


ny 


. 
a2 oxy . Ox : 
z= 4. ata ‘ OX saat ox, —0O is und 
— gn Om On, ; 
sein miissen, dass also in den Z, die p* nur in den Verbindungen , 
X,... X, auftreten kinnen: den 
RB, == 3, (, . . . Say By. - Bmp S,--. Me) (82m 1... ms). 3 
Deshalb ist: - at 
0Z, S aZ, @X, «2, az, Nv eZ, aX, 
Op* . ox, op* dx; da; _ ox, dz; 
und an Stelle der Gleichungen (2) erhalten wir damit: » and 
n aZ ior a 
> (@: — = : Ee =() (& *«=—1...m), 
. OX, J apr 
(3) _ . aa 
a Z, , az vx, ; 
Fa — OF (Ge — Gx) aa, = 9 (QED, 
1 
Dur 
Wolien wir diese Gleichungen vereinfachen, so miissen wir iiber die Gest 
. ; ; ox, 0X, . , 
Beschaffenheit der Determinanten > ie al bestimmte ‘ 
: « 
J 


Voraussetzungen machen: die allgemeinste Voraussetzung ist die, dass 
bei allen Determinanten der genannten Form die Unterdeterminanten 
ner, m— 1"... mn — w+ 1 Grades ausnahmslos —0 sind, wihrend 
die vom Grade n —w nicht siimmtlich verschwinden; dabei wollen 
wir aber gleich von vornheréin den Fall « =m ausschliessen, denn 
fiir « =m wiirden alle Functionen X,...X, von den p;* frei sein 
und wir hiitten es mit blossen Punkttransformationen zu thun. 
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Bei den getroffenen Festsetzungen lassen sich w und nicht mehr 
als « von den X als Functionen der iibrigen und der Variablen (2, 2) 
darstellen, etwa: 


Xq == Xo(%,... Lay +++ Bm, Appr... Xn) (@ aml... pw) 
und zwar verschwinden dann sicher nicht alle Determinanten: 


s+ OXv44 at OX, 
— Om 44 On,’ 


n 


sonst wire ja im Widerspruch mit dem eben gesagten auch noch 
X,4: eine Function von 


Hy s+ «Buy By +o Om, Apres,» Me. 
Weiter ist: 


iy wm Zy(B, «Bay By... Bm, Appa. Xp) 
und verstehen wir im Folgenden unter : 
@ 
aan. f(x, 200 Un, By... Bm, Xuti eee X,) 
t o 


den Ausdruck: 





so ist fiir a=1---4a@: 
x: 0X, 0X, dX, a dX, = SF 0X, UX, 
' OX, apt’ dx; 0X, dz, 
Piet i u+i 
und ausserdem: 
S eZ > 2 ax 
a > aa - = . —£ ? 
0 
1 _ P; wet ont 
n aw, , n Yow 
Bey Sythe ky az s a2, aX, 
OX, dex; da; 0X, dz; 
1 ‘ 


atl 


Durch Einfiithrung dieser Relationen nehmen die Gleichungen (3) die 
Gestalt an: 


0X, aX, —.. $x, 
Sa. Bo 8 + Be Se - So, 


“+t M+ u+l 
aZ, Nv eZ, dX, . aX aX 
{ eas 4 ae a , Pp 
a, tah OX, dz, Ce da, 38 F) dx, om 
u+t p 1 a+l 
n 
ax 
eee... PC oo) 
Qh: aa! 
“Hl 
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Dafiir lisst sich tibersichtlicher schreiben: 


n 


‘ & 7 aw 
6Z ox | ox 

ft a «(. < # Pom O, 
De ix, + a OX, | apt 


a+l 


az YD aX s 1 | az S: aX,| @X, 
pom in ‘aye x. fi] é z & P- i. a Baa ray 
da; yp a va dz, | Us ox, + Hy Ve p x 9 f dx, 
1 etl ‘ 1 : 


(s,xanl...m,t=—1-.--), 
und erinnert man sich, dass nicht alle Determinanten: 
y wv OX y+ oX,, 
= — OR ys) aa On, 
identisch verschwinden, so kommt man sofort auf die Gleichungen: 


Ay es. . 0% i 0 
~~ Ea +>" Qe: ax =vV, 
' 1 


p 


dz. dz. 
? ? 


(4) az, — . d Zz 
— > Va . = 
1 





(e=1...m, i=1...m, B=w+1...m). 


Aus alledem sehen wir, dass die gesuchten Beriihrungstransformationen 
nur die Form haben kénnen: 

Le = Xa(2, os + Un, 2 +--+ Bm; Xus ce Xn), 

, 

x X3(x, ~ ++ Dn, By. +. Bmy ), 


i ! 


Wi, om Z, (4, .. » Eup By - ++ Bm, Appi. .s Xe) 


r 


(5) ‘= Qi (L,- ++ Tn, +++ my Pi*), 
la 
C Z, \7 & OX, 
q° = - a@ ) _——= 
p OX, ; bad ox 
p ' p 





(a==1...u, B=u+l1...n, e=1...m), 


worin die X,, Xs, Z. und Q noch derart zu bestimmen sind, dass 
die Gleichungen: 


az, ~< dX, 


é 


) — « ° =) /— ari ==i|... 
(6) da; ha Ce da; (@ I n, e=1 m) 
1 


befriedigt werden. Dabei kann w einen der Werthe 0, 1...”—1 
id 

haben und zwar sind fiir « = 0 die > bei (5) und bei (6) durch 
1 

Null zu ersetzen. 
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Bei Elimination der Q%, aus den Gleichungen (6) erhalten wir n— u 
Gleichungen fiir jedes Z, und haben deren allgemeinste Lésung auf- 
zusuchen, worauf dann die Gleichungen (6) sich fiir jedes ¢ auf wu Glei- 
chungen reduciren, welche die Qj(@ = 1...) bestimmen. 

Wir kénnen ohne Weiteres »+ a+ 1 Funcetionen X,... X 


Xpir--- Xa, Z,, Qf... Qs angeben, welche den Gleichungen (6) fiir 
é=1 geniigen, wir ‘helio nur X,...X,, Z, als willkiirliche 
Functionen ihrer Argumente (a, 2, X;3) anzusehen, aus den Gleichungen 
(6) (e =1) die Q) zu eliminiren und nunmehr die X¢ als Functionen 


von (#, 2, p,*) zu bestimmen, worauf sich aus (6) die Werthe der @Q} 
ergeben. Bei besonderer Beschaffenheit der Functionen X,...X,, Z, 
kann es vorkommen, dass die Gleichungen (6) (¢ = 1) nicht alle Un- 
bekannten Qi}, X 5 bestimmen, es ist dann die Determinante: 


N dx, x aX, ; d oz, ! Qh. Bra 3 
_ dx, dx, dx,1,\ ¢ Xi 2 OXu44 
fos aw 
d_ ( 8% _NSlgi. 2% \ _ 9 
dx, OX, = OX, , 
1 
> > ys oz . ’ . . : 
oder also X, ++ +X,» ax = x sind Functionen von f; (x, 2) 
OAyir OA, 
y(@, 2), Xusi... X» allein, wo v < m ist und wir natiirlich voraus- 
)> “hu+ ? 
—_ ' ' =) d af, 
setzen diirfen, dass nicht alle Determinanten > +. Te 4 ae. = 
- GE, : 


sind (§,...&, irgend » der Variablen 2, ... a). 


Fiir Z, selbst finden wir: y(v, 2) + Fi, (f,--. fo, Xupi... Xn) 
und cchittien aus den Gleichungen (6) (¢ = 1): 


dy 7 OF, ox, af, a) “ae 
dx; +> of, = Qe . “tr 0 = Pius nN), 
1 1 
woraus folgt; 
dy ; df; df, co a 
ath da, mo? (0=v+l1...n). 


Hieraus schliessen wir, dass y auch eine Function von f,... fy, 
ist, also mit F', verschmolzen oder = 0 gesetzt werden kann. Wegen 





: : ; df. ; 

der Eigenschaften der Determinanten >" + ae oe TE. kommen wir 
i v 

daher auf die Gleichungen: 


aF, u a x, 
of, Y of, (y v) 
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Wir bemerken zunichst, dass nur die Fille vy >a in Betracht 
kommen kénnen, denn wire v < uw, so bestiinde zwischen den Func- 
tionen X,... X,, Xyyi... Xp allein wenigstens eine Relation, was 
damit unvertraglich ist, dass x,'... 2, die unabhiingigen Variablen sind. 

Aus den letzten Gleichungen lassen sich, da » > uw ist, die Q! 
immer als Functionen von /,...f, Xvi... X, darstellen und wir 
erhalten noch v — uw Gleichungen: 


. 7 oF OX ox 
(A) ata” 7° Reeth 


Of: 
aus welchen sich noch etwa X,4;...X, als Functionen von /,.../,, 
X,41...X, bestimmen, wihrend X,,, ... X, willkiirliche Functionen 


ihrer Argumente (7, 2, p,*) bleiben. 
Aus (6) erhalten wir jetzt: 


az, née -., 22, 
— y : aa - —=0 (s—1...n, €=—2...m) 
dx dx, or, 
1 1 
und somit: 
iZ df 
NN oe ee ome — ae ) 
a as, ° ad, =~ (d=syv+1...m, e==2...m), 


woraus folgt: 


on ft) a a oe Ae 


Jetzt zeigt sich, dass v jedenfalls > w sein muss; denn wiire v = u, 
so liessen sich Z,...2Z,, alle als Functionen von X,...X, allein 
darstellen und von einer Transformation wire gar nicht mehr die Rede. 


Unsere letzten Gleichungen gehen nunmelhr iiber in: 


’ ' avy 

SN af, oF, Ny: ? . 

had as Of, me or, 

1 ‘ Y 1 Y 
woraus: 

7 

oF, 


at, 


Diese Gleichungen bestimmen alle Q, und ergeben ausserdem fiir 
jedes I’, die v — uw Bedingungen: 


Sy oF ex, ox 


la " 7 ! 
+. = :-- =~ =0 (§—n+1...»). 
<—_ Ofe ons Of, 
Wir wollen uns nicht dabei aufhalten, die allgemeinste Lisung 
dieser Gleichungen aufzusuchen und bemerken nur, dass dieselbe die 
Form hat: 
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F, se , oz... X, ee i Xp+s ° 


so dass wir als allgemeine Lésung der Gleichungen (6) erhalten: 


a Xi), 


Gy Ka (f,.-- fey Xppr... Xe) (@awl...p), 

we Xi (fp--- fr, Xopr.-- Xn) (Emw+1...v), 
(B) 43 == Xu (a, ... Bay 8... Bm, pi) (==v+1...), 

gs, = Z,(f,.- fey Kuga. - Xe), 

a= Z.(X, tae Xu, Z,) (€==2...m), 





wo die X,, Xy, Z,, Z. willkiirliche Functionen ihrer Argumente sind, 
wihrend die X; sich aus (A) bestimmen. 

Wir schreiten jetzt zur Betrachtung des allgemeinen Falles, dass 
die Gleichungen (6) (e=1) die Q2 und Xz alle bestimmen und schreiben 
die Gleichungen, aus welchen sich die X, direct ergeben, etwa folgen- 


dermassen: 


Y dX 
(7) » 4 } dZ, ‘ dX, ok iu a (B=u+l...n). 


kn — diy dx, dx, 


Es leuchtet ein, dass unter diesen Voraussetzungen aus den Glei- 
chungen: X,41 = Cup... Xn = Cy sich n — w p* mit lauter verschie- 
denen Indices ¢ bestimmen lassen. Wire dies nimlich nicht der Fall, 
gehdrten i = 1...4 + 1 nicht zu den Indices ¢ der » — w bestimmten 
p*, so miisste die Gleichung: 


pe az, _. st re ell a? 
= AX 44 ax, ax, 





an und fiir sich identisch bestehen, denn dieselbe wird zur Identitit 
fiir die gefundenen Werthe von X,4;...X,, sie muss also identisch 
bleiben, wenn man fiir jene » — uw p* ihre Werthe setzt, wobei sich 
die Functionen X, beziiglich auf cz reduciren, wihrend ausserhalb der 
X,; jene p* gar nicht in der Gleichung vorkommen. 
Die Gleichung: 
va dZ, aX, dX, 


‘ eee =) 
—_ days Ax, dx, 


kann aber gar nicht an und fiir sich identisch bestehen, wenn wirklich 
die Gleichungen (6) (¢ = 1) alle Unbekannten Qi, X, bestimmen. Des- 
halb kénnen wir also annehmen, aus den Gleichungen X= c¢;(B=u-+ 1...) 
ergebe sich p= g"(6 =uw+1...m), die Indices x sind dabei der 
Rinfachheit halber alle = m gewihlt; sollten sie nicht alle = m sein, 
so iindert das an den folgenden Betrachtungen wenig, am Lesultate 
gar nichts. Unsere Aufgabe ist jetzt die Z, als von den p,* freie Func- 
tioneu von (x, 2,c) derart zu bestimmen, dass sie die Gleichungen: 



























m—1 


+ mt aps 


befriedigen, Gleichungen, w 


m—t1 
4 +>) pi 
hal Ox, 
i — 


+93: >'4 





Wir schreiben diese Glei 


ichungen folgendermassen : 


02 XY] ox " 
a. <'” f =() 
( 0%, 
B=u-+1...n); 
setzen wir alle hierin vorkommenden p* = 0, kommt: 
4 C Z, ax, 0X, oii NI ' eZ, ax, oX,, 
je ta Be te: Zt » On 
OX, OX, Ox, — 02, On, Ox, 
Differentiiren wir (7) nach p4(A—1...m—1) und setzen dann 
k \ 4 fe 
pi* = 0, so folgt: 
a > m0 , =, ; 
> } eZ, 0X, 0X, t Go nfs r): Pe 02, OX, 0X, 
02, OX, Ox, 02, OX, Cx, 
Alle diese Gleichungen bestehen fiir ¢ = 1 schon identisch, 
erhalten daher fiir Z, folgende Gleichungen: 
™ 4 eZ, ox, 0X, ~\) 4 0Z, Cc XxX, 0X, 
y Ox, Ox, 0x, : an = 02, Ox, 6x, 
7. eZ, ax, 0X, i. OZ, ox, 0X, 
am 0%, Oa Ox, kn * G2, Ox, Ox, 
Sg 2 aR 
ae 1 08, O% - Ox, 
%):. a2 ak, 0X, 
— — 02, OX, Ox, 


IZ Z = ty r 

c e + Q- i dh | : d X, d x. an) 0 

02, c. eR, f dx, dx, 
=uw+1...n) 

elche fiir ¢ — 1 schon identisch bestehen. 
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Das sind m+» —  u—1 lineare, von einander unabhingige Dif- 
ferentialgleichungen fiir Z,, welche befriedigt sein miissen, wenn (7’) 
bestehen soll. Die Zahl der unabhiingigen Variablen (, 2) ist m-+ n, also 
besitzen diese Gleichungen nicht mehr als u + 1 pend se Lésungen, 
die wir wirklich angeben kénnen: Z,=—2Z,, X,...X,. Die allge- 
meine Lésung ist daher: 


2 FM, &,..s Rey Gigs ie), 


eine Lésung, welche offenbar auch die Gleichungen (7) erfiillt. Wir 
ersehen daraus, dass die allgemeinste Lésung der Gleichungen (6) die 
Form hat: 


Rw &.... Ro Rieti ty 


Die Gleichungen (6) gehen dabei iiber in: 


eZ, dz . : ez. aX, 
& } nd . ! — a ) _— . = ( ) = > ae 
\?) oz dz; > Va ae dx (é “m); 
1 x 


= 


und vergleicht man damit: 


dZ, 1 dX, 
—_ Sc . = VQ) 
da; Magal Co da, ? 
1 
folgt: 
O “ O 0Z, , 
= , - =—=2...9 =1...m). 
va— aX + Va OZ, (é Mm, O ) 


a 


‘Ausserdem wird aus (5): 


“ - 
ox 
q3 = OZ , A Fp: (B=u+1...n) 


ox, y= i OX, 
, r , “ 4 
. 0Z, ez, NI Ca, Oh, 0Z, Ny — oO 
” eae ae Z 3 a) . 
(9 ) We 0Z, aX, we) 0X, 0X, + OX, = aa a 0X,’ 
p ' . 1 
& ¢ y af C . 1 0 x, oz 
= . = crs —* —=——. 
4° ez, L 45 ded ©" Oy Oh, 
X's 1 ‘ 
az, 


— : Pe 4 
hes ex, + up oz, 
(e=2...m) 


Fassen wir mit dem eben Gefundenen das Resultat der Unter- 
suchung des speciellen pou in welchem die Gleichungen (6) (é = 1) 
nicht alle Unbekannten (1, Xz bestimmen, soweit als méglich zusam- 
men, so finden wir, dass die allgemeinste Form der Beriihrungstrans- 
Sistinticane m der M, des R,+, die folgende ist: 








F. Enert. 
























a. «= X, ee VS Sey ee eee © 8 lassen 
He om Xo(S, ... Say Hy - >» Sms Di’); 5 Form: 
(9) & == Z, (2, .- - Say 8 -. > Bmy Apts .-. Ke); a1 
‘ a ) 
ht RM, «Me Bae: Ba ea 
(a==1...6, B==p+il...m, e=2...m). 
worat 
Hierbei ist w irgend eine der Zahlen 0,1...n—1; X,... X,, 
Z,, Z,... Zn, sind willkiirliche Functionen ihrer Argumente und 


ergeb 
I 


; wolle 
Ausserdem wird noch: 


| 

| 

3 11) « 
q: i Qi (a, —. eer alec dass 

Ps 

é 


Xuii.--X,, sowie auch Y! ... Qi bestimmen sich aus den Glei- 
chungen (6) und (7) (e = 1). 


bloss 
eZ’ oz’ <a] 
* = : & ~ ergie 
q. a ; a + Ve oz, 
. ook az, , «4, 
az ox to «Vi: — Q. 
) a OL; > a 1. « dx; dix 
(10) 3 ox, S: Vi ax, ’ ; i 


1 ' 
e 
eZ. ez. 


Tatoo 4 s . 
Wax, + @ Gz, 


Weit 
der f 





s 


1 





(a==1...6, B=pet+l..n0, e—2...m, i=l...n). 


Die Transformation (9) ergiebt die m — 1 von den (2, 2) freien ~ 
Gleichungen: 2, = Z, (%,"-... 4a, 2) (€ =2...m) und diese Glei- 
chungen stellen offenbar eine M,,, des Ri, dar. Wir sehen daher, 
dass alle Beriihrungstransformationen der M, des Ry, alle M, des statt! 
Ritm in solehe M,; des Ri. verwandeln, die auf ein und derselben . 
My. liegen, d. h. es giebt ausser den gewodhnlichen Punkttrans- J natél 
formationen keine eindeutig umkehrbaren Beriihrungstransformationen, 
welche alle M, des Ri, in alle M, des Rii,, und umgekehrt iiber- 
fiihrten. Will man eine eindeutig umkehrbare Transformation haben, 
so muss man zwischen den Variablen (z, 2) allein noch m 1 Glei- 
chungen festsetzen, d. h. es giebt nur solche eindeutig umkehrbare 
Beriihrungstransformationen der M, des R,+,,, welche die M, einer 
May: des Riri» in die M, einer My, des Riim verwandeln, oder 
eindeutigumkehrbare Beriihrungstransformationen von M, sind ausser . 
den Pankttransformationen nur die Lie’schen Beriihrungstransforma- 
tionen der M, eines Raumes von » + 1 Dimensionen. 

Ks ist nicht schwer die Gleichungen zur Bestimmung der Beriihrungs- 
transformationen auf eine elegantere Form zu bringen. Diejenigen 
unter den Gleichungen (9) namlich, welche von den“ p* frei sind, 


welc! 
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lassen sich offenbar ersetzen durch ein System Gleichungen von der 
Form: 
‘ten oe Bey My... dm) =O, 
’ , , , 
(11) is (@, .+- ny 2 + 2+ Smy Uy +--+ Gey 8, .- + Sm) = OU, 
(y=1...m—1, d=1...u+1), 
woraus die betreffenden Gleichungen (9) sich durch Auflésung nach: 
Wer a wae oy y 
ergeben. 

Die Gleichungen (10) bestimmen nun noch 2,4: ...%, und die q*; 
wollen wir daher die Transformationen (9) aus Gleichungen von der Form 
11) ableiten , so ist es nur néthig die Gleichungen (10) so umzuformen, 
dass die Functionen X, Z nicht mehr darin vorkommen, dass vielmehr 
bloss F und Y noch auftreten. Eine Anzahl Gleichungen fir die q* 
ergiebt sich sofort aus (11), nimlich: 

7 
dF, 


= ( — — _ 
da ) (y=1...m—-1, t=1...m). 


Weiter liefert das Verhiltniss der Gleichungen (9) und (11) zu einan- 
der folgende Identitiiten: 


Wt, .. Meg Mate.» Re, Ke, 2... Bp tnt. 








(d=1...4+1), 
welche fiir jeden Werth von: 
Xu+t eee ais x oo e Un, a ~++&m 
stattfinden, 
Diese Gleichungen ergeben nach 2; und Xp differentiirt, wobei 
natiirlich 2, ...z,, als Functionen von “,...%, zu betrachten sind: 
d¥y Qf e%s | OY «ZY aX 
dz, + +> oz. rt Py + 
t 1 “lg 2 os C2 i 
eV Sy Me OZ az, 
Sa ‘ ; 0 
+{ oz +> oz, 72. | dz; , 
ov, <7 oY az K7 ( 2, 7 aY, eZ.) ax 
6X, +>} az * OX, + X +33 2. 3H . x, + 
| - & 8 ' OA, - 04, OX, C48 
avs RY 9%, 8Z,) az, 
= e s 0 <a () 


(O=1...¢+1, B=u+l1...m, i=1...n). 
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Beachtet man nun, dass aus den Gleichungen (8) und (8’) folgt: 


NI ez. ie 4 OZ. dZ, Sh gs dX, 
_ Cf X aa; € 2 ax; =~ ” ¢ x; 


1 bad 1 


> 


ke ° > fe Vv , 
NX! 0Z, ( xX. dz, ez, Qe 4 NI Qe. OA, : oz; 
xX ts ate 4 X, C X, 


>a . 
fom i X c Xx € 2 
a ‘ 


1 1 


(t—1...m, €=2...m, B=u+1...n), 
so erhalt man statt der letzten Gleichungen die folgenden: 


ma oe Ax 
ae. | Xe y OMe | az, 
. Vo ( * f dx; ¢ + 2 dx; 


Verbindet man damit die Relationen (ef. 


dZ, So: aX, 
dx; , a -. 2 da; 
1 


ez, 


C-« 


Me 
. 
Q3 + S Q: . 
— 
1 


so bekommt man: 


mM 


ov; 


0X, 
’ 1 


. 7 


wo Z, = Z, ist, 
(O=1...uw+1, B=u+1...nm, i=1...n). 


Um hieraus noch die Differentialquotienten der X, wegzuschaffen, 

brauchen wir blos die letzten Gleichungen beziiglich mit Factoren 
5D DB 

os zu multipliciren, nach 0 von 1 bis a + 1 zu summiren und dann 
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die gy so zu bestimmen, dass die w verschiedenen Factoren der 


dz, 


a 


C4 fi ‘ ° » . ° 
und der ax, verschwinden. So kommen wir auf die Gleichungen: 
—— 


u+l 


9 Qs ° 


== () 
da; 


.--f@, B=pwt+l...n, t=1...m). 


dF 


Nehmen wir hierzu noch die Gleichungen i Y — () und ersetzen ausser- 
aa ° 

t 
dem X,, Xs, U2, Ys durch #, x3, g*, gq’, so haben wir im Ganzen 
die Gleichungen : 





Die Gleichungen (11) und (12) zusammengenommen sind an der Zahl: 
m—1l+pu+l+ne.(m—14+14+1)—m4+n+ut+m.n; 


die Unbekannten sind 2’, 2’, q%, @,, ihre Anzahl betrigt, da die 9, 
nur fiir « Unbekannte zu rechnen sind: m+n+u+m.n. Wir 
haben also ebensoviel Gleichungen als Unbekannte und es ist somit 
unsere Absicht, die Beriihrungstransformationen aus Gleichungen von 
der Form (11) abzuleiten, erreicht. 

Wollen wir eindeutig umkehrbare Transformationen haben, so 
miissen wir noch m — 1 Gleichungen zwischen den (z, 2) allein hin- 
zufiigen, wir kénnen daher sagen: 

Satz. ,,Jede eindeutig umkehrbare Beriihrungstransformation der 
M,, des Rus» wird erhalten durch Auflisung der Gleichungen: 


: 





F. Eneet, Beriihrungstransformationen. 
Tn, 2, -++2m) =O, ®, (Hy ---Xn, ye. it =- 
Fala, -- Bas Sy +> -Bany Byer eBay By-s 0m) = 
3 d® 
dt ear l y 
dx’. : dx. 
t t 
Pe! d¥, ; a, 
D9 05 - = () : 
/ j ‘ 
-_— 


dx’ ’ 
t 
1 





(y=1...m—1, d=}... 


nach (x, Z q;) oder nach (x, Z, p* ts 
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Zur Theorie der allgemeinen Punktebenensysteme. 
Von 


A. Voss in Dresden. 


Die allgemeinste Zuordnung, vermége deren zu jedem Punkte des 
Raumes eine bestimmte, durch ihn hindurchgehende Ebene gehirt, 
wird durch drei Functionen p,; der Variabelen x, x, x, vermittelt, welche 
dem genannten Punkte die Ebene: 


= (X; — x) px = 0 ‘ 


zuweisen. Kin soleches System von Kbenen soll in Ermangelung eines 
passenden Namens ein Punkt-Ebenensystem, kurz P-E-System heissen; 
ich wiirde die Bezeichnung Nullsystem vorgezogen haben, falls dieselbe 
nicht bereits ftir einen ganz speciellen Fall dieser Zuordnung allgemein 
verwandt wiirde 

Diese Zuordnung ist dieselbe, welche durch die der Differential- 


gleichung 
Sn, dx; = 0 


angehdrenden Flichenelemente vermittelt wird. Man hat sich, wie es 
scheint, bisher darauf beschrinkt, den Fall genauer zu untersuchen, 
wo die p; der Integrabilitiitsbedingung geniigen. Die Ebenen des Systems 
ordnen sich dann zu Tangentenebenen einer einfach unendlichen Flichen- 
schaar, sie bilden ein specielles P-E-System erster Art, dessen geome- 
trischen Charakter ich vor einiger Zeit in einer Note*) hervorgehoben 
habe. Bei einer erneuerten Beschiftigung mit dem allgemeinen P-E- 
System ward ich darauf aufmerksam, dass eine ganze Reihe der Kigen- 
schaften, deren Ermittelung den Gegenstand der Flichentheorie zu 
bilden pflegt, sich in naturgemiisser Weise einem solchen P-E-System 
zuschreiben lisst. Da es mir nicht uninteressant schien, diesen Punkt, 
der meines Wissens bisher keine Beachtung erfahren hat,**) genauer 


*) Diese Annalen XVI, S. 556 ff. 
**, Beziiglich der Theorie der geradlinigen Strahlensysteme finden sich der- 
artige Betrachtungen in der Arbeit von Herrn Kummer, Crelle’s Journal Bd, 57. 
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zu erliutern, so mége es mir gestattet sein, zugleich einige der Ge- 
sichtspunkte meiner friiheren Note, welche in derselben als neben- 
siichlich nur ganz kurz angedeutet sind, fiir den vorliegenden Zweck 
aber ein wesentliches Moment bilden, weiter auszufiihren. 
Gleichzeitig habe ich die Absicht verfolgt, eine Classification der 
P-E-Systeme zu geben. Obwohl dieselbe auf projectiven Gesichts- 


punkten beruht, habe ich dennoch vorgezogen, von der Verwendung 


projectiver Coordinaten abzusehen; doch nehme ich Gelegenheit, hier 
sogleich auf die nichstfolgende Arbeit hinzuweisen, in welcher von 
rein projectivem Standpunkte aus die Theorie der algebraischen Ober- 
fliichen und der Strahlensysteme mit der der P-K-Systeme verkniipft 
wird. 
§ 1. 
Die projective Zuordnung im P-E-System. 


Lisst man dem Punkte 2, 2, x2, die durch ihn gehende Ebene: 


(1) (X,—2,)p, + (X,—a,) + ( X,—«,)p,= >'(Xi -2%;)pi=0, t=1,2,3 
entsprechen, so wird dem Punkte: 
%+dz,, ~+dz,, 2+ dz, 
fiir den die p; tibergehen in p; + dp;, die Ebene 
(2) (X,—«, —dz,)(p,+dp,) + (X,— x, —dx,)(p,+dp,) 
+ (X,—a,—d2x,)(p,+dp,) = 0 


zugeordnet sein. Die beiden Ebenen schneiden sich in der Geraden: 


> X;— x) p; = 0, 
> X;— «;) dp; = >'n ax; . 


Schreitet man nun in der Ebene (1) des Systemes selbst fort, so wird 


(4) > Pi dx = 0 


und die beiden Ebenen (3) schneiden sich lings einer Richtung 


02,, O2,, IX, 


D ran—o, 


> dp; 0x2; = 0 

geniigt. Jeder Richtung, fiir welche die Incremente der x; durch d be- 
zeichnet werden, entspricht somit projectiv eine Richtung 6. Man kénnte 
zuniichst die Fiille unterscheiden, je nachdem diese Projectivitit eine 
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hyperbolische, parabolische oder elliptische ist. Um iiberhaupt die hier- 
von abhiingende charakteristische Anordnung der benachbarten Ebenen 
des Systems genauer zu untersuchen, hat man die Curven zu bestim- 
men, welche von den Durchschnittslinien der einem Punkte der Ebene 
(1) zugeordneten Ebene mit der Ebene (1) selbst umbhiillt werden. 
In der Nihe des Punktes 2; sind diese durch Differentialglei- 
chungen von der Form: 
dé = 4,,8 + aon, 
AN = A,§ + ayo 
charakterisirt, fiir welche die Form der Integraleurven in der Nihe 
des singuliiren Punktes § = 7 = 0 je nach dem Verhalten der Wurzeln 
der Discriminante 
\@4,—A Ayo = 
Ay, Ayg — A 
bekannt ist. Auf Fragen dieser Art werde ich daher nicht eingehen; 
nur der Fall der parabolischen Anordnung 4d. h. des parabolischen 
P-E-Systemes soll weiterhin genauer untersucht werden. 
Die projective Beziehung kann auch eine specielle sein, in diesem 
Falle heisse das P-E-System ein specielles zweiter Art. 
Um die Bedingung der speciellen Projectivitit zu ermitteln, setze 
man fiir die Werthe: 
dz,, dt, dts; 
O2,, O2,, Oz, 
die mit denselben proportionalen 
+48), & +46, & + 46,5 
E+ ue, & +b, & +8, 


> Ej =>» Ei = 0 


sein muss, Dann entsteht fiir A, w die bilineare Beziehung: 


(5) Adp+ BA+Cu+D=0 


in welcher: 


wobei 


— 
we 
! 
or 
se 
Ee 
gs Zr 
3: 38 


» bg) OM 
D = Si Sk  * 
c a 


deren Determinante AD — BC verschwinden muss. 
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Dann entspricht dem Fortschreiten nach der beliebigen Richtung 


A fortwihrend die Richtung » = — D  wihrend der besonderen 


Gc? 
Richtung 4 = — - ~~ jede beliebige Richtung zugehért. 


Die Determinante AD — BC entsteht aber bis auf einen Factor, 
wenn man die Determinante 
Pir Pio Pas 
(6) a | Pas Po Pr 
Pa: P32 P33 
P, Po Ps 


Op; . ‘ : 
in welcher pix = gesetzt ist, mit dem Product der beiden Deter- 
k 


minanten 

BS b&b Bs 

fi by | BG) Es | 

&, Gy My a, G, Ge 
multiplicirt, in denen die «;, «; beliebige Gréssen bedeuten. Daher 
ist A=0 die Bedingung der speciellen Projectivitét. AA aber ist wiederum 
bis auf einen Factor die Functionaldeterminante von: 


Pr Pe Ps 


’ ? v ’ 


v v 
v= > Pi x; 
gesetzt wird. 


Das identische Verschwinden von A driickt daher aus, dass die 
Ebenen des P-E-Systems, deren Coordinaten 


falls 


P; 


XQ= ~ 
sind, eine Fliiche umhiillen, deren Gleichung in nicht homogenen, 


Hesse’schen Ebenencoordinaten etwa durch: 
F (u, Uy us) = 0 

vorgestellt wird. Die siimmtlichen Flichenelemente umhiillen hier nur 
eine Fliiche, die Ordnungsfliche des speciellen P-E-Systemes zweiter Art, 
wihrend sie beim speciellen P-E-System erster Art eine oo' Schaar um- 
hiillen. Hervorzuheben sind noch die Unterfille, in denen die Ord- 
nungsfliche eine Curve respective eine Developpable wird, doch gehe 
ich nicht niaiher auf diese besonderen Gattungen der P-E-Systeme ein. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die sich selbst entsprechenden 
Richtungen der projectiven Zuordnung. Sie sind dadurch ausgezeich- 
net, dass fiir diese die zugeordnete Ebene des Systemes sich wm die 
betreffende Richtungslinie dreht, wihrend sie in jedem anderen Falle 
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um die projectiv entsprechende wandert. Daher mégen jene Richtungen 


die der Haupttangenten des Systemes heissen. Sie sind bestimmt durch 
die Gleichungen : 


> pdx: = 0, 


(7) 


"dp, dx; = >) dada, = 0, 


udxz, = p,dp, — p,dp., 
(8) udx, = p,dp, — p, dps, 
udx, = p,dp, — p,dp, 
in Verbindung mit >'p.dax = 0. Die Elimination der da fihrt auf 
die bereits von mir angegebene quadratische Gleichung: 
(9) we —uG—A=0, 
in welcher G = 0 die linke Seite der Integrabilititsbedingung 


P; (P23 — Ps2) + Po( P31 — P13) + P3(Pi2 — Par) = 9 
vorstellt. 


oder durch: 


Die Gleichungen (7) lassen sich iibrigens in verschiedenartiger 
Weise auflésen, was ich hier besonders erértere, da die directe Her- 
leitung von (9) wenig elegant erscheinen wiirde. Setzt man statt dz; 
zur Abkiirzung &, ferner: 

Dik + Pei = 2Qix = 2Qui, 
so hat man statt (7) 


pi E; om 0, 
(10) 
g= he: Giz = 0. 


Dann findet man die Verhiltnisse der &; aus den Gleichungen: 
AE, = £2.93 — §3 Qo, 
AE. = E591 — £193, 
» AE, = £19. — 221, 


hr iy Pal a gesetzt ist, und A* gleich der mit den p,; geriinderten 


Determinante der q;,, was sich unmittelbar ergiebt, wenn man diese 
Determinante in der i" Horizontal- und Verticalreihe mit § multiplicirt 
und in sofort zu erkennender Weise unter Anwendung von (10) reducirt. 


Will man dagegen an den p,, festhalten, so schreibe man » in 
doppelter Weise: 


= & > )piiki + bo > packs + Ey > psiki 


—- E> pa &; + E>) Dis & + Es > pis &. 


Mathematische Annalen, XXIII. 4 





Setzt man nun: E 
“} 
v(x) = > Pri X; U(x) = Y. Pik % ; aus 


so entstehen bei derselben Behandlung wie unter (8) zwei quadratische 
Gleichungen mit den Wurzeln 4,, 4.3 @,, @,, denen dieselben Werth- 
systeme &;, 9; entsprechen, so dass: 


mithin 


in we 
grabil 
Zuord 


Ei 4, = Po¥3& — pz 6, Ny Ay = PoV3 — Py YoY, 
EA, = py, & — py V6, No Ay = P3¥yN — Py V3N;, 
E54, = 9, 5 — po 6, Ng hy = Py Von — PVN; 


$101 = Pr sé — Ds M28, 1192 = P2X30 — Ps ko) 
£001 = Py iS — Piss, N2 Qo = P3 Mi — PirsN, d 
wande 
50. = Pi oS — PMS, N3 Qo = Pi X20 — P2MN- 
Die Wurzeln oe, A stehen in einem sehr einfachen Zusammenhange. fort 
Um denselben zu finden, bilde man z. B. &,? + &* + &? und multi- ” a 
plicire das Resultat: , 
in de 
. . . | 5 2&5 S @6des I 
A, (,? + &? + &3”) =| py 2 Ps! die s 
| Y, , W, als Ci 
mit der Determinante: unmit 
151 , b, mit < 
% N. Satz: 
P, Po Ps 
deren Werth p,*? + p,? + p,? ist, wenn man annimmt, dass die 
hiiltnisse der €, 4 so bestimmt werden, dass: 


Schm 
dure] 
| 


P: = §2%3 — 2§s, nant 
P, = &39, — 038, 
Ps = §im — 1; 

wird. Man erhialt dann: 


= 
_ Pe Hi Pix Ex, 


7) 
» Ej Pik Ne: 


> npr: 
ae Ni Pri Sk, 


> ire Nk 


und somit 


A, +o =—=0=—4,+ @, 
A, + A, => (pis — pri) (Ei me — Ee ys) = G. 
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Endlich hat man noch, vermége der oben bezeichneten Umformung 
von A, direct: 


4,0, = — 4,4, = — 9,0 =A, 


mithin zur Bestimmung von 4, @ die quadratische Gleichung 


vta«G—A=—0, 
in welcher das obere Zeichen zu 4 gehdrt. Die Bedingung der Inte- 
grabilitit G = 0 ist nun gleichzeitig die der Involution der projectiven 
Zuordnung. Denn die fiir letztere erforderliche Bezeichnung B= C oder: 


(€&3 — & &') (25 — P32) + (&38,’ — &1&3") (51 — Pas) 
+ (&, & — &&)) (pip — Py) = 9, 


wandelt man vermége der Beziehungen: 


P, > Py ps = & 3 — &, 8, : 3, — €, 8,’ : 6,6, — €, 8,’ 
sofort in G =O um. 

Curven, deren Tangenten simmtlich aus Fortschreitungsrichtungen 
in den zugehdrigen EKbenen gebildet werden, sollen tiberhaupt Curven 
des P-E-Systemes heissen. Diejenigen Curven, welche zu Tangenten, 
die sich selbst entsprechenden Richtungslinien haben, miissen dann 
als Curven der Haupttangenten bezeichnet werden. Sie haben, wie man 
unmittelbar erkennt, die Eigenschaft, dass ihre Schmiegungsebenen 
mit den Ebenen des Systems zusammenfallen. Daher der allgemeine 
Satz: 

Die Ebenci eines P-E-Systemes lassen sich in eweifacher Weise eu 
Schmiegungsebenen eines Curvensystemes zusammenfassen, in welchem 
durch jeden Punkt des Raumes zwei zusammengehirige hindurchgehen. 

Die Haupttangenten werden zusammenfallen, wenn die Discrimi- 
nante von (10) 

1911 Viz is, Pa | 

i Js 121 Yoo Gas P2| 

| 431 Y32 Y33 Ps) 

\P: DP, Ps YO | 
verschwindet. Diese ist zugleich die Discriminante von (9), so dass 
die Beziehung: 
(11) 4Q\’=G’*+ 4A 
stattfindet. 

Die Fliiche A’ = 0 heisse die Brennfliche des Strahlensystems der 
Haupttangentencurven, A = 0 die Wendefliiche des P-E-Systems. Vann 
folgt aus (11): ; 

Die Brennfliiche und Wendejliiche des Systemes beriihren sich in 
jedem ihnen gemeinsamen Punite. 


4% 
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Die Brennfliche hat stets eine gewisse Anzahl von Knotenpunkten. 
Kine erste Gruppe derselben ist dadurch charakterisirt, dass fiir sie 
die simmtlichen ersten Unterdeterminanten von A’ verschwinden, oder 
dass die Gleichungen: 


Pr+ Pi=—GpPr+ ape 
bestehen, in denen die a; beliebige Gréssen bezeichnen. An einer 
solchen Stelle wird jede Fortschreitungsrichtung in der zugeordneten 
Ebene eine Haupttangentenrichtung sein. Sind die genannten Be- 
dingungen an jeder Stelle erfiillt, so hat man die Identitit: 


(12) > bp = > & pe >) bas. 


Um zu erkennen, unter welchen Umstinden diese erfiillt werden kénne, 
setze ich: 

p= XG, 
wo X eine Function der 2; sein mége. Dann hat man: 


> Ee Gix -> Bae > ki (ai me a= ) _ pa Fi a> E,b;. 


Da man iiber X beliebig verfiigen kann, so kann man auch nach 
Belieben b,, b,, 6, in Null verwandeln. Dies heisst aber, dass die 
9:> Yo» Gx Tespective von 2,, 2, x, unabhingig sein miissen, falls 
iiberhaupt eine Gleichung von der Form (12) bestehen soll. Und 
hieraus geht hervor, dass in der Gleichung (12) die a; Null sein miissen. 
Dann aber hat man die Gleichungen: 

Pik + Pri = O, 
dessen Integrale: 
DP, = a, + b, 2, — bs x2, 
DP, = 4, + b,%, — b, 25, 
Ps = 4; + 6,2, — 6,2, 


sind. Man findet daher als einziges ,,ebenes“ P-E-System, in welchem 
alle Curven des Systems Haupttangentencurven sind, den linearen 
Complex. Dies konnte iibrigens auch schon aus dem Umstande erkannt 
werden, dass, wenn die Gleichung (12) bestehen soll, von jedem Punkte 
des Raumes ein ebenes Biischel geradliniger Haupttangenten aus- 


gehen muss. 

Eine zweite Gruppe von Doppelpunkten findet an den Stellen 
statt, wo die p; gleichzeitig verschwinden; ein Punkt dieser Art ist 
auch Knotenpunkt der Wendefliiche. Die Zuordnung wird hier eine 
ganz unbestimmte und alle Geraden, welche einem gewissen Kegel 
zweiten Grades angehéren, sind Haupttangenten. 

Bei den geradlinigen Strahlensystemen hat die Brennfliche des- 
selben ihre Strahlen zu Doppeltangenten. In dem Curvensystem der 
Haupttangentencurven findet diese Beziehung zur Brennfliche nicht 


Py 


oder 
nich 
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mehr statt. Denn in einem Punkte derselben ist die Richtung der 
Haupttangente bestimmt durch das System der linearen Gleichungen: 


Ei dir + 82912 + &3 913 + AD, = 9, 
E101 + S2d00 + 3903 + Ap, = 0, 
51951 + &2ds2 + §3%33 + Ap; = 9, 
E:P: + &2P. + &3p, = 9, 


—y 
an Ei Ee dik — >i E. Pir = O 
folgt. 


Vermége derselben wird die Gleichung der Tangentenebene der 
Brennfliche, wenn statt der laufenden Coordinaten X;— a; y; gesetzt 
wird, wie man mittelst einfacher Determinantenreductionen erkennt, 
die folgende Form annehmen: 


Gis Gre Gia > YiPas — (8, >! yi que + be > yegas + Es_> years) | 
der Gen es >, Wide — (8 >V¥s ders + Bs > yi dens + b> yeaen)| 
31 Us2 Iss > Psi — (E,>'y gsi + E> yi a « &, >'v.as.)| —y 
Pr: Pr Ps — (5 D'y pis + be Diy pa + b>" yips:)| 


oder, wenn die Determinante der ¢;,, wie vorausgesetzt werden mag, 
nicht verschwindet , *) 


>t > y Geri + ty Qe2i + Ey > ys Yess) = 0, 


Die Ebene kann daher nur dann die Richtung &; enthalten, wenn 


>t EE: Qizs = O 


ist. Im nichsten Paragraphen wird aber gezeigt, dass hierdurch aus- 
gedriickt wird, dass an einer solchen Stelle zwei unmittelbar auf 
einander folgende Tangenten der Haupttangentencurve coincidiren 
miissen, oder dass die Hauwpttangente eine stationdre sein muss. Hieraus 
geht nun hervor: 

Die Haupttangentencurven haben in den Punkten der Brennfliche 
Spitzen, da sie sich nur an einer Seite derselben reell fortsetzen kinnen. 
Nur in den Punkten der Curve auf der Brennfliiche, wo eigentliche In- 
flexionen dieser Curven stattfinden, wird die Brennfliiche von denselben 
beriihrt. Sind insbesondere die Haupttangentencurven geradlinig, so 


aus denen 


*) Verschwindet diese Determinante itiberall, so ist A’ ein Quadrat, d. h. die 


Brennfliiche zihlt doppelt und es kann von einer Berihrung natiirlich nicht die 
Rede sein. 
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miissen sie die Brennfliche beriihren, so oft sie dieselbe in zugeordneten 
Punkten treffen. 

Die Curve, liings welcher die Brenntliiche von den Haupttangenten 
beriihrt wird, wird im allgemeinen von den letzteren nicht selbst be- 
riibrt werden, Geschieht dies, so ist sie zugleich eine singulére Haupt- 
tangentencurve. \insbesondere kann dies in allen Punkten der Brenn- 
fliche stattfinden, es existiren dann oo! singuliire Curven dieser Art, 
so z. B. wenn die eine Schaar der Haupttangentencurven iiberhaupt 
geradlinig ist; in dem speciellen Falle der geradlinigen Strahlensysteme 
endlich erzeugen die Tangenten der singuliren Haupttangentencurven 
die Kummer’schen Developpabelen. 


Das specielle P-E-System zweiter Art und die Wendefliche. 


In jedem Punkte findet eine bestimmte Richtung &; statt, fiir 


welche die zugeordnete Ebene des Systems ihrer anfiinglichen Stellung 
zunachst parallel bleibt. Sie ist bestimmt durch die Gleichungen: 


os 
> brn: =Ap,, 

uw) 
(1) > ip = Ap,, 
Ss: = Aps. 


Das Verschwinden der Determinante A oder das Bestehen der Glei- 


f = oe bd 
chungen (1) nebst S Ep; = © driickt daher aus, dass in der zugeord- 


neten Ebene eine Richtung vorhanden ist, léngs welcher die Ebene 
des Systems stationdr sich verhdlt. Eine solche Ebene ist, wie man 
sieht, zugleich Wendungsberiihrebene der eutsprechenden Haupttan- 
gentencurve. Die Wendungspunkte der letzteren liegen mithin auf der 
Wendefliiche. Auch hier werden die Haupttangenten die Wendungs- 
fliche nicht beriihren; es wird dies vielmehr nur lings einer Curve 
geschehen, welche durch die Fliche: 
Rlet Op, } 
Pu Pre Prs > bike 


OX; OX, 


Y O° Pe 
Pa Po Po Ss 6 bs = | 
py OX; OX, j=nQ, 
y 0" Ds 
). dog EE 
Pai P33 , 43 Oe On, 
} 
Pi, Po Ps UV 
auf der Wendefliiche ausgeschnitten wird, falls man in (2) noch die 
—; durch ihre Wefthe aus (1) ersetzt. Insbesondere kann diese Curve 
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zugleich Haupttangentencurve sein, es existirt dann eine ebene nicht 
singuliire Haupttangentencurve im System. Und wenn die Gleichung (2) 
in allen Punkten von & = erfiillt ist, so wird eine Schaar von oo! 
ebenen Haupttangentencurven vorhanden sein. Hierbei ist jedoch voraus- 
gesetzt, dass die Haupttangentencurven bestimmte Schmiegungsebenen 
haben. Sind sie geradlinig, so erzeugen die auf der Wendefliche unter 
den genannten Voraussetzungen eine Schaar von (singuliren) Um- 
hiillungscurven; es geschieht dies insbesondere dann, wenn die p; 
lineare Functionen der 2; sind, also die Gleichung (2) iiberhaupt von 
selbst besteht. 

Ich betrachte nun den Fall, wo A identisch verschwindet, d. h. 
alle Ebenen des Systems die Ordnungsfliiche F umhiillen. Dann existirt 
eine zweifach unendliche Schaar von ebenen Haupttangentencurven; in 
jeder Tangentenebene von F liegt eine ebene Haupttangentencurve gebildet 
von denjenigen Punkten, fiir welche die Verhiiltnisse der p; constant 
bleiben. *) 


Es sei niimlich im Punkte 2; die Gleichung der zugehérigen 


> Xvi =, v =>'api 


at Pa Pe Ps —_ =a y 4 
F(4, y? s) =O = F(u, Uy Us) 


Kbene 


und 


die Gleichung der Ordnungstliiche. 
Man wihle nun in der Ebene den Punkt 2,°, so dass: 


Sap; = v 
“Li pi = t 
und gleichzeitig 

wobei 


ist, 


af P 0 Ds p." ch 
I ; ? = ? ) =0 


yp? 


sein wird. Setzt man noch: 


Ps __ Ps a a 
; Pe° Pe Pe 
so wird: 
pi a 
yp? v + X3°A ? 
— ———— 
v v-+a,"1’ 
Ps° a es. 
yp" v+ x,°A 


*) Es giebt iiberhaupt ©? Haupttangentencurven, welche in zwei Schaaren 
zerfallen. Im Falle des Textes ist die eine Schaar eben. 
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Mithin ist 


= = Pe ht 
o+a.? v+a,92? v-+ a," 7 
Denkt man sich nun 2; hinreichend nahe bei «; gewiahlt, so hat 
diese Gleichung nur die Wurzel 4=0. Damit ist aber gezeigt, 
dass aus: 


Pa 

P2° Pe 
auch: 

p° on Ps 

pe Pe 


folgt, und somit entsteht als Gleichung der ebenen Haupttangenten- 
curve: 

1 = Dot De = V0.9 = M09 = pn” 

Pi * Po? P3 =P, * Po * Ps - 
Eine solche Curve sei durch C bezeichnet, allen Punkten derselben ent- 
spricht die Ebene von C als zugeordnete. Um fiir irgend einen Punkt 
x; derselben die andere Haupttangentenrichtung zu bestimmen, betrachte 
man die Gleichungen: 


pie = Pu (= — ea) + pos (SE — 0) + ru (2% — ox), 
P20 =p. (3 - 92) + Dry (i — 02%) + Psp (<< — e2;), 
ps0 = Dis (= — 92) + Pa (SE — xr) + Pas o* — em), 

O= pm (F-— en1) + me (Ga — ete) +0 (Fe — 0%): 


gesetzt ist. Dieselben ergeben sich durch Differentiation der Identitit 
Fu, vu, vu, = 0 nach den 4;. 

So z. B. hat man: 
oF me + oF doy + oF —— ou [mp OF of Pe OF + Ps OF 
Ou Pu OU, Po OU, Psi Ox, | v Ou, V0 OU, Vv OUs 
und damit die erste der genannten Gleichungen, wenn man: 


av 


ieo ~ P1 + © Py + %_ Poy + Lz, 
1 . “3, OF , 
setzt. Schreibt man auch fir Fu, 9% sur Abkiirzung &;, so erkennt 
os 
man, dass die Gleichungen: 


>? §; = 0, 
>i + E; == () 





eerie Se 









erfiil 
stim! 
des | 
Eber 


Syste 
comp 
tang 
lege: 
nung 
die 

Bre 
dies 
flick 
herv 
flicl 
Zuo 


vert 


Die 
glei 


d. | 
.tret 


un 


(1) 


(2 





t- 
ct 
te 


at 


nt 





4 


=P otix 


FS Sa REARS TT 





Ueber Punkt-Ebenensysteme. 57 


erfiillt sind, d. h. dass die Richtung der Haupttangente durch &; be- 
stimmt ist. Wie man sieht, ist diese aber die der Verbindungslinie 


‘ oF F r 
des Punktes 2; mit dem Punkte Fu? im welchem die zugeordnete 
74; . 


Ebene von x; die Ordnungsfliche F beriithrt. Mithin folgt: . 

Die zweite Schaar der Haupttangentencurven des speciellen P-E- 
Systemes zgweiter Art wird gebildet von Complexcurven des Tangenten- 
complexes der Ordnungsfliche, und allen Punkten von C sind Haupt- 
tangenten zugeordnet, welche durch einen festen in der Ebene von C 
liegenden Punkt S, den Beriihrungspunkt dieser Ebene mit der Ord- 
nungsfliiche, hindurchgehen; und die Beriihrungspunkte der von S an 
die Curve C gezogenen Tangenten gehiren somit der (doppeltzdhlenden) 
Brennfliche 44’ = G? = 0 an 

Die Curve C wird im allgemeinen den Punkt S nicht enthalten, 
dies wird vielmehr nur dann stattfinden, wenn S zugleich der Brenn- 
fiche angehért, wie aus den eben angefiihrten Sitzen unmittelbar 
hervorgeht. Die Durchschnittscurve der Ordnungsfliiche mit der Brenn- 
fliche ist daher in diesem Falle ein singulérer Streifen der mit der 
Zuordnung des P-E-Systems verkniipften Differentialgleichung. 

Ist z. B. F’(u, uu.) = 0 durch die lineare Gleichung 

a, U, + a, + au, = 1 


vertreten, so besteht zwischen den p; die Identitiit: 


> Pi Aj —>'r u=O0. 


Die Haupttangentencurven der zweiten Schaar haben die Differential- 
gleichungen: 

dx, : dt, : dt, = a, — 1, 3 A, — Ly 2 O, — Az, 
d. h. sie bilden das Strahlenbiindel durch den die Ordnungsfliche ver- 
-tretenden Punkt a, a, dy. 


§ 3. 
Geradlinige Haupttangentencurven. 


Im Punkte x; betrachte man die zugehérige Ebene 


(x aaa Xi) p = 0 


und wiithle in derselben die Richtung & so, dass: 


(1) > bp = 0. 


Die Ebene, welche dem Punkte x; + A£; angehdrt, hat zur Gleichung: 


(2) > (% —a— 4&3) (vi+4 > pie §, 4- s > vinikeb -{ “A ), 


in welcher die hdheren Differentialquotienten durch Indices k, 1 be- 
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zeichnet sind. Damit die einem unendlich nahen Punkte zugeordnete 
Ebene (2) durch den Punkt 2; gehe, muss der Factor von 4? fiir 
X; = x; verschwinden. Dies giebt die Bedingung der Haupttangenten- 
richtung. Verschwindet auch noch der Factor von 4°, so ist jene 
Haupttangente stationiir. Fiir den letzteren Fall ist mithin das Bestehen 
der Gleichungen (1) und 


>tb Px =O, 


> bibs E: Pixi = O 
erforderlich. Es giebt daher im allgemeinen eine Fliche, zu deren 
Punkten stationiére Haupttangenten gehdren, und auf dieser eine Curve, 
respective einzelne Punkte, in denen diese Singularitit sich um 1 oder 
2 Ordnungen erhdht. Eine nihere Untersuchung dieser Fille wiirde 
den bekannten Fragen nach den mehrpunktig beriihrenden Tangenten 
der Oberflaichen vollstindig entsprechen.*) 

Das identische Verschwinden der Resultante von (1), (3) ist die 
Bedingung dafiir, dass die Haupttangentencurven der einen Schaar ein 
geradliniges Strahlensystem bilden. In diesem Falle, den man als den 
eines windschiefen P-E-Systemes bezeichnen kinnte, ordnen sich die Ebenen 
desselben zu co? Ebenenbiischeln an; derselbe bedarf keiner weiteren 


(3) 


Untersuchung. 

Es moége jetzt angenommen werden, dass die Haupttangenten- 
richtungen an jeder Stelle zusammenfallen. Dann hat das P-E-System 
keine Brennfliiche, es ist ein parabolisches, zugleich das Analogon der 
developpabelen F'liichen, falls die Integrabilititsbedingung erfiillt ist. 
Ich werde zeigen, dass in diesem Falle das ganze System der Haupt- 
tangentencurven geradlinig ist, dass mithin das parabolische P-E-System 
aus oo? Ebenenbiischeln besteht, dessen Ebenen ein eigenthiimliches sich 
selbst conjugirtes System bilden. 

Zufolge des identischen Verschwindens von A’ giebt es niimlich 
Functionen §, 4, welche das System 


. 
ea + Ap, 


S's, dai + Ap, 


> 
>t Q3i + Ap; 
SE: p; 


identisch befriedigen, und die Richtung der Haupttangente ist durch 
die zugehdrigen Verhiltnisse der § damit fiir jeden Punkt bestimmt. 
Differentiirt man nun die Gleichungen (4), so entsteht 


*) Beziiglich dieser Fragen verweise ich auf meine folgende Arbeit. 
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(9) 


nach (4) 


(6) 


(7) 


= BOR. & 
A LN SS 


n- 
m Denn fiir d& == dk reduciren sich die Gieichungen (5) auf die 
- folgenden: 
st. 7 ( ~, q;; dp, ) ' ' es 
. dh Sh ay + 4 ay) + dA — Adk) m= 0, b= 1,2,3 
— welche man, da zwischen denselben noch die Relation (7) besteht, 
ch durch geeignete Werthe der dh, dk befriedigen kann, womit gezeigt 
ist, dass auch die Differentiale der —; diesen Gréssen selbst fortwihrend 
ch proportional bleiben, sobald man in der Richtung &; selbst fortschreitet. 
Bevor ich zu einer genaueren analytischen Charakterisirung der 
parabolischen P-E-Systeme iibergehe, fiige ich einige andere Be- 
merkungen hinzu, welche zugleich einen neuen Beweis des vorhin aus- 
gesprochenen Satzes geben. 
Der im § 1 bewiesene Satz, dass jedem P-E-Systeme ein System 
von Haupttangentencurven zukommt, deren Schmiegungsebenen die 
Ebenen des Systems sind, lisst sich noch in etwas anderer Art aus- 
driicken. Die Richtungen der Haupttangenten sind im allgemeinen 
rch durch eine quadratische irreducibele Gleichung verkniipft. Wird die- 
mt. selbe reducibel, so zerfallen die beiden Curvensysteme in zwei ge- 
trennte. Es wird dies allemal dann der Fall sein, wenn das eine 
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dda: + adi + Adp, + p,d4 =0, 
edgit Saidks + Adp, + p,da =0, 


Sida t+ Dd aide, + Adp, + pda = 0, 


und nach (5): 


~ 


5 dp, + > p,dé; = 0 


und zwar gelten diese Relationen fiir beliebige Werthe der dz;. Setzt 
man nun die letzteren den &; proportional, also dx, = dh&, so wird 


Sédp. = 0 


Ss) ij 
_— 


Multiplicirt man ferner die 3 ersten Gleichungen (5) mit den &,, die 
letzte mit A und addirt, so entsteht: 


dé; =0. 


> bik dain = 0. 


System der Curven willkiirlich so angenommen wird, dass sich jedem 


Diese Gleichung ist aber, wie eine directe Entwicklung unmittelbar 
zeigt, identisch mit der zweiten in (3). Sie sagt daher aus, dass ein 
System geradliniger Haupttangentencurven existirt. In der That kann 
man nun auch die Differentiale der & den & selbst proportional setzen. 
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Punkte des Raumes eine Curve in einem gewissen Gebiete eindeutig 
zuordnen liisst. Die Schmiegungsebenen dieser Curven bilden dann 
ein P-E-System, dessen eine Schaar der Haupttangentencurven un- 
mittelbar gegeben ist. Und so hat man den allgemeinen Satz: 

Jedem Curvensystem der genannten Art entspricht ein conjugirtes, 
welches die Schmiegungsebenen des urspriinglichen gleichfalls zu Schmiegungs- 
ebenen hat. 

Diese Beziehung ist im aligemeinen eine gegenseitige; das eine 
System ist das conjugirte des anderen. Kine Ausnahme hiervon tritt 
nur dann ein, wenn das conjugirte System geradlinig wird. Dies ist 
z. B. der Fall — um andere Beispiele nicht zu erwihnen — bei den 
Schmiegungsebenen eines Systems von gemeinen Schraubenlinien mit 
der nimlichen Axe, bei welchem die Schmiegungsebenen stets durch 
die von den Punkten der Curven auf die Axe gefillten Senkrechten 
hindurchgehen, also das conjugirte Curvensystem aus eben diesen 
Normalen besteht. 

Es entsteht nun die Frage, unter welchen Umstinden ein Curven- 
system sich selbst conjugirt sein kann. Nach den vorigen Unter- 
suchungen muss aber der Satz gelten: 

Die einzigen sich selbst conjugirten Curvensysteme sind durch die 
Strahlen gewisser Strahlensysteme reprdsentirt. 

Ich gebe hier einen directen Beweis dieses Satzes, der mir wegen 
seiner Allgemeinheit Interesse zu verdienen scheint. 

Ein Curvensystem der genannten Art wird dargestellt durch die 
Differentialgleichungen : 

dz; 
dt ~ Pi» 


in welchen die p; Functionen der Coordinaten x; des Punktes M sind. 
Die Schmiegungsebene der durch den Punkt M gehenden Curve hat 


die Gleichung: 
> (% — 2) A; = 0 


A, = p, P; — PsP, 


wo: 
A, = p,P, — p, Ps, 
A, = p, P, — p,P,, 


in welchen Gleichungen die P; die zweiten Differentialquotienten 


& x, Op; 
en aoe i 
ae — Pi Dm Ge, 


bedeuten. Um die Richtung der Curve des conjugirten Systems zu 
finden, welche durch den Punkt M geht, hat man die Gleichungen: 








(8) 


zu lose 


gesetzt 


Multip 
nach j 


Wie ( 
gesucl 
(9) 
in we 
B? in 
Richt 
verscl 
einfac 
erledi; 
[ 
die &; 


dass € 


=e FF YF Sr EF OF Ur hCNG 
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a >A =9, 
> bik Aix = 0 


zu lésen, in denen wieder 


gesetzt ist. 
Dazu setze man: 


Ei = api + y Pi. 


Man erhalt dann: 


Py Po Ds | | Pr Po 3 | 
ia 
Dart oPysiam—al Po Pr Pol pi Ph Oh P|. 
= 0P P,P oP, oP, me 
Ou; Om; dz, | | Ox; Ou; Ou, | 


Multiplicirt man diese Relationen mit den ap; + 6 P; und summirt 
nach j, so entsteht die zweite der Bedingungen unter (8): 


Pi P2 Ps 
P, me; P, 
ops Op oP. 
Se P, Ete DP 
Py Peo Ps 
4. a B P, P, P; 
oP, OP, 7 OP; 
LD ae, aa, DP aay | 
| Pr Po Ps 
4+ B P, P, P, = 


‘ls >'P 7 B53 Pe 
Wie es sein muss, ergiebt sich hier einmal die Wurzel B = 0, die 
gesuchte Richtung ist mithin gegeben durch: 
oe 
in welcher N die Summe der beiden Coefficienten von af, S den von 
6? in der vorstehenden Gleichung bedeutet. Soll nun die gefundene 
Richtung wieder mit der urspriinglichen zusammenfallen, so muss N 
verschwinden. Da die Untersuchung der Differentialgleichung nicht 
einfach scheint, ziehe ich vor, diese Frage auf folgendem Wege zu 
erledigen. 
Die Bedingung, dass die Richtung p; die einzige sei, welche fiir 
die &; eingesetzt, die Gleichungen (8) befriedigt, kommt darauf hinaus, 
dass eine gerade Linie einen Kegelschnitt beriihrt, d. h. auf das System: 


(9) — vw 





A. Voss. 


‘ € 0A a” 
2p, Cat + py (54 3 ba) + Ps (2 14 3 =)=AA, ete. 
oder: 
A, OA; 
> 25 = +e Da, =AA,, 
i 0A 0A; 
™%, OA; 04; 
Za Pi 0a, + Pi 0%, AAs. 


Man erhiilt aber durch Bildung der Differentialquotienten hiefiir die 
Gleichungen: 


p,M, — p,M, = A(p, P; — p, P,) + §,, 
(10) p;M, — p, M, = A(p,P, — p, Ps) + 8, 
p, M, — p,M, = A(p, P, — p, P,) + §;, 


wo 
| 


P, Pr Ps | 


| 
| ) ] Dp 
‘ ‘ y 
S; = P, P, Ps |, => 
OV” OP2 CDs | 
Ox; Ox; Ox; | 


gesetzt ist. Aus diesen Gleichungen erhilt man durch Multiplication 
mit den p; und Addition die Identitat: 


> PiSi= 0 
dagegen durch Multiplication mit den P; 
P, FB Ff! DP, Po Ps . 
1) |x m wal he BR) M=>P Sa 
| M,M, M,| | N, N,N, 


mithin die Bedingung S=0. Ich differentiire jetzt die Gleichungen 
(10) in der Weise, dass die Operation 


a= > v ‘a 


ausgefiihrt wird. Damit geht p; in P; , P; in M; iiber, mithin ergiebt 
sich aus der ersten derselben 


P,M,—P, M,+-p,6M,—p,0 M,=4(p, M,—p,M,)+64(p, P, —p, P») 
Py Pr Ps 
P, P, P, 


Op, 0’ Pe OPs | 
> >» Ae Spi 
0 XOX, OX,0X, 0X10 x, | 
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Multiplicirt man diese Gleichungen mit den p; und addirt wieder, so 
entsteht: 


| ) 0. 
| P; Po Ps! re a rs 
(12) P, P. P, | = i 2 3 
y | Von, oP ae p, 228 
M, M, M,| DS pese3e, > PP oe, be, dSviv 0a,03, 


Nun ist aber: 


oder ausgefiihrt: 


ax; Op; — Op; Op, 
dts 7 ‘pe pe OX, Ox, + Sp Ox, Ox, 


Sp Op; a OP, Op; 
* Om, dx, ox, PY 


ferner: 


also: 











2 Op; ax; , OD; ~~ OP; 
: 4 Pe Pt 0x,0", dé ~~ es ja, M; - > Oz, 
‘ Trigt man dies in (12) ein, so ergiebt sich: 
n : 
P,; Po Ps| 
Pi P, P, a= () 
\N, N, N;| 
und nach (11): 
|P, DP, Ds| 
| Pp, P, P, = 
|M, M, M, 
en Diese letztere Determinante ist aber die der ersten, zweiten und 


dritten Differentialquotienten der 2;; die Curven des Systemes miissten 
also siimmtlich ebene Curven sein. In diesem Falle aber bilden die 
simmtlichen Schmiegungsebenen derselben ein specielles P-E-System 
bt zweiter Art. Da nun in jeder Ebene eine von Haupttangenten ein- 
gehiillte Curve liegt, und die Richtung der zweiten Haupttangente 
immer von dem Curvenpunkte nach dem Beriihrungspunkte ihrer 
P») Ebene mit der dem System zugehérigen Ordnungsfliiche hinliiuft, so 
kénnen die Richtungen der beiden Haupttangenten nur dann zusam- 
menfallen, wenn die Curven des Systems selbst gerade Linien sind. 
Damit ist aber die vorhin aufgeworfene Frage erledigt. 








§ 4. 
Bestimmung aller parabolischen P-E-Systeme. 


Es soll sich im folgenden darum handeln, alle P- E- Systeme mit 
zusammenfallenden Haupttangentenrichtungen anzugeben. Da aus den 
Untersuchungen des vorigen Paragraphen hervorgeht, dass in diesem 
Falle die Haupttangentencurven ein geradliniges Strahlensystem bilden, 
so lisst sich die partielle Differentialgleichung A’ = 0, auf deren Inte- 
gration die Beantwortung dieser Frage beruht, auf eine lineare par- 
tielle Differentialgleichung mit einer Unbekannten zuriickfiihren, deren 
Integration ausgefiihrt werden kann. Obwohl es vermuthlich nicht 
schwierig sein wird, rein analytisch die Gleichung A’ = 0 zu inte- 
griren, scheint mir doch die hier ausgefiihrte geometrische Analyse 
von Interesse zu sein. 


Als Gleichungen eines Strahlensystems betrachte man: 
f (a, b, « — az, y — be) = 0, 
p (a, b,  — az, y— be) =0, 


(1) 


oder, wenn man setzt: 

(2) w“—az=p, y—be—q, 

f(abpq) =, p(abpq) =90. Fiir gegebene Werthe von a,b und die 
nach (1) dazu gehérigen von p,q ist mithin der jeweilige Strahl des 
Systemes der Schnitt der beiden Ebenen (2). Denkt man sich um- 
gekehrt a,b als Functionen von 2, y, 2 aus (1) bestimmt und differen- 


tiirt dann die identischen Relationen (1) nach diesen Variabeln, so 
ergiebt sich: 


(= _ ,-2f) da +(4 — , 2f) ab 4 of incite 





0a op?’ Ox 0g /7 Ox Op 

‘ of éf\ da of _, of \ db of 9 

(3) Ge Ne: io) +5 ri sq) by + mis 
Of _, @f\ da of Of\ ob, of . on 
da “op / Oz + G . oq / 2 ” op b oq ¢ 


nebst analogen Gleichungen fiir g. Multiplicirt man dieselben mit 
den a, b, 1, so kommt: 


G8 Cie +035 + 
Re eer Sor ee 
(35 —* gp) se + 3 + 3) 
+GE — #3) Ge +2 oy + 
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Da aber die Determinante 


1 <a ag) (ob -+ if) — (3 —2 ff) (fe 2 e 


nicht identisch baneadite so folgt: 


oa Ga Ga 
“ a, +b By + = = 0, 
‘ ab ab 
a Ox + 2 — yt 8 == (), 


Die Gleichung einer nity welche durch den Punkt xyz geht, 
ist ferner: 
-*)A+(Y—y)B+(Z—2)C=0. 

Damit dieselbe den Strahl: 

xX —aZ=2— az, 

Y—bZ=y — bz, 
ganz in sich enthalte, muss: 

Aa+ Bb+C=0 


sein. Damit hat man fiir die drei Functionen p; des P-E-Systems 
die Ausdriicke : 


ss aes A, 
Pp, = B, 
Pp, = — (Aa+ Bb), 


in welchen die a, b den partiellen Differentialgleichungen (5) geniigen, 
die A und B aber noch beliebige Functionen der a,b, p,q,2,y, 4 


sein kénnen*). Es ist nunmehr die Determinante A’ zu ermitteln, 
welche in der Form: 





| 2p,, Prot Pa PistPsi Pr 

| oe ., 2,5 Bis dan Do | 
(6) ae ae Pio t+ Pr P22 Pox tPs2 Po 
Pig t Pai Poy +P) 2P33 Py 

Pi Po Ps 0 | 


vorausgesetzt werden midge. Dazu sind die folgenden Gleichungen er- 
forderlich, welche unter Beriicksichtigung der Identitaten (5) leicht 
erhalten werden. 


AP, + bp. + Pris = a(£*) +6 () + (2 
apo + OP + Pn aC; 2) +04 =) + (4 3) = B,. 


(6) 


*) Hiermit ist die Darstellung aller windschiefen P-E-Systeme gegeben. 
* 
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Die eingeklammerten Differentialquotienten nach der rechten Seite 
sind so zu verstehen, dass nach xyz nur partiell zu differenziren ist, 
soweit diese Gréssen explicite oder in den p, g vorkommen. Ebenso 
findet man: 

aA | 

02 


(7) — (apg, + bps. + Pg3) = a [« (55) +b (57) + ( 


+ b[a(35) +2 (35) + (Ge)] = bo 


Ausserdem sei: kt 








a ab 
apy, + bp + Py = — [4 = +B =] ae Os ‘ 
a ab 
(8) AP. + bp» + P32 = — [4 & +B $y | = a, 
o . ab 
ap; + bps + Py3 = — [4 + +B ce | wr Ry, 


wobei zwischen den a, B folgende Beziehungen bestehen: 


ap, + bf, + B, =9, 
aa, +ba,+ a, =—0. 
In der Determinante A’ multiplicire man nun die beiden ersten 


Verticalreihen mit den a,b und addire sie zur dritten; dann entstehen 
an Stelle der Elemente dieser Reihe die folgenden: 


a, + B,, 
a, + B,, 
a, + Bs, 


0. 


(9) 


Verfahrt man nunmehr ebenso mit den Horizontalreihen, so er- 
giebt sich mit Hiilfe der Relationen (7), (8), (9) fiir A’ der Werth: 


271 ProtPn %+B8, A 
. | PretPn 2P +B, B , . 
sali a+B, «+6, 0 0 = ((% + By) B— (a +B.) AP. 


A B 0 0 


Aus dem Umstande, dass der Ausdruck A’ ein Quadrat wird, 
folgt, dass die Strahlen des Systems die Brennfliche im Allgemeinen 
nicht mehr beriihren, wie es nach § 1 sonst der Fall sein miisste. 
Begreiflicherweise kann dies auch nicht stattfinden, da simmtliche 
Strahlen bereits Doppeltangenten ihrer eigentlichen Kummer’schen 
Brennfliche sind. Die Gleichung A’ ist nunmehr reducirt auf die 


lineare partielle Differentialgleichung: 
? 
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Len i li 


oa he : da 
“— >) AB B+ vet = 0. 
Setzt man noch 2 = tg u, so entsteht die Gleichung: 
(10) a(S +o +B r+ G5 g sin & COs u 
— 2 cog? u 
Ox 





Man kann nun endlich auch 
o(F5)+ OE) + GH) age toe +4 


setzen, wo in den Differentialquotienten rechter Hand die Differen- 
tiationen nur insoweit auszufiihren sind, als in w die xyz explicit 
auftreten, da, soweit die p, qg explicite in w vorkommen, keine Bei- 
trige in dem Aggregat der drei Differentialquotienten hinzukommen, 
Da ferner aus (3) folgt: 


oe A. i a. 
Ox Op da da Op ae 
da _ Of do _ Of Op — 

oe a ¢ —" 1? 


Oy ob eq eq 


dy oy? oq a ep @ éq Oa ap 





ob 
‘(> 0a \ of o@ op of o@ of 4 of oe = 2h., 


so kénnen in der Difterentialgleichung (10) a, b, p,q als Constanten 
angesehen werden und von den Variabeln « y 2 kommt in der quadra- 
tischen Form [ nur ¢ explicite vor. Setzt man nun noch: 


ie - ee 
2h, cosusinu-+/y,sin?u+h,co*p |)” 


so handelt es sich um die Integration von: 


on 1 


(11) att 4p Gi ge 1 7 0. 


ox oy “08 
Hierzu aber hat man das System: 
dzx:dy:de:di=a:b:1:— 

zu integriren, dessen Integrale sind: 


Z—azs=, 


y— be=t, 


JG + da) = ¢. 
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Bezeichnet man die Coefficienteu der wee Form 


r—_ Ff a9 op of 44 a (2f op Of 


~ O@ OD oa op 0d se, Op og 


Op | 


da Og 


Sean tt 


A capes 
“ss 


ae 





—«[ 3f a2 + et 09 _ a9 


a ais 
da 6q b 


22 


op @b Op 


durch k,, k,, 2k, und setat tgp — — = €, so hat man 


4 dz Se: 
Je + lye FE + [aR a 


Eine directe Rechnung zeigt nun, dass beide Formen in den Inte- 
gralen gleiche Discriminanten haben, d. h. dass 
k,? — kk, = h,? — hh. = @ 
ist. Da nun iiberhaupt, wenn A = b? — ae, 


aes "st b+ez—VA 
‘ a+2be+cz22  oVA 8 b+ezs+Va 


ist, so ergiebt sich an Stelle des dritten Integrales 


ron BE Vo ne tint—Vo Const. 
kg the+Vo hyt+ht+Vo 

Hiernach wird das allgemeine Integral von (11): 
(12) r= F (p,q,a, 6), 
wo F eine willkiirliche Function der Argumente bedeutet. Nun be- 
stimmt € die Stellung der dem Punkte z auf dem Strahle a, b zu- 
geordneten Ebene. Aus dem Umstande, dass, wie aus der Form von 
(12) hervorgeht, die Beziehung zwischen z und € eine bilifeare ist, 
geht mithin der folgende Satz hervor: 

Die Ebenen des parabolischen P- E- Systemes sind lings der gerad- 
linigen Haupttangentencurven den Punkten derselben projectiv zugeordnet*). 

Kine besonders einfache Gestalt nimmt die projective Beziehung 
fiir diejenigen Strahlen an, wo @ = 0 ist, mithin an Stelle der Loga- 
rithmen die Summe zweier reciproker linearer ganzer Functionen in ¢ 
resp. ¢ tritt. Nun ist [ — 0 die Gieichung der Kummer’ schen Brenn- 
fliche des Strahlensystems, sobald man die a, b, p, qg als Functionen 
von xyz in Tf eintragt; die Gleichung [ —0 bestimmt dagegen bei 
festgehaltenem a,b auf dem zugehdérigen Strahle die beiden Focal- 
punkte, in am der Strahl jene Brennfliche beriihrt**). Hieraus 


*) Ich erinnere hierbei an die analoge Eigenschaft, welche bei den wind- 
schiefen Flichen stattfindet, 

**) Will man beweisen, dass alle Strahlen des Systems diese Brennfliche 
beriihren, so ist es am einfachsten, « yz als Functionen von a, ¥ anzusehen und 
f, » in den Formen: 


eee — 
TA a> PRT ES SAT PIS Ba eric 0 er Da 


q—f(a,b)=0, p— g(a,b)=0 
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sieht man zugleich, dass fir om — 0 jener Strahl Haupttangente der- 
selben sein wird. 

Ich mache schliesslich noch auf eine besondere Auflésung der 
Gleichung A’ = 0 aufmerksam. Die Gleichung f = 0 ist wie bekannt 
der Ausdruck fiir einen Strahlencomplex. Durch diesen wird jedem 
Punkte des Raumes, durch welchen ein Strahl des Systemes hindurch- 
geht, eine Ebene zugeordnet, die Tangentialebene des zu jenem Punkte 
gehdrenden Complexkegels lings jenes Strahles. Die Gleichung jener 
Tangentialebene ist: 


a-n(6- 4 )+0-9(- 25 
= (Z — #)|( af of ao+ (sf = sf )a|=0. 


0" oa 7 
Setzt man nun 








A= of <a , 
0a Op 
— 2 
B= Db 04 a, 
so wird: 
- Y 0 > ab 
(@+6)— 244% 4 Be Wo, 
Of 0 a 
- (a, + B,) = i oe oe + B= = 0 


Mithin ist die Bedingung A’ = 0 iiberall erfiillt. 

Man erhiilt daher ein parabolisches P- E-System, wenn man den 
Punkten P der Geraden | eines Strahlensystemes, welches den Schnitt 
zweier beliebiger Complexe bildet, die jedesmalige Tangentialebene des 
dem Punkte P szugehirigen Complexkegels von f laéngs der Geraden | 
zuordnet. 

Untersucht man endlich die Determinante A fiir ein beliebiges 
windschiefes P-E-System, so findet man leicht, dass dieselbe in zwei 
Factoren zerfiallt: 


vorauszusetzen. Dann erhilt [ = 0 die Gestalt: 
Op\(,, Of) Of Om _ 
(+ da (s+ ab) Ga ob” 
dx=zda+adz+ dq, 
dy = zdb+bdz+ df. 
Wihlt man nun 4 so, dass; 
zda+dg=0, 
edb +df =0, 
was wegen [ = 0 miglich ist, so wird da: dy=a:b, womit bewiesen ist, dass 
in jedem der beiden Focalpunkte der Strahl die Brennfliche beriihrt. 





und es ist: 









A. Voss. 
Ga ab da * » ob 
A= BAS +BS)—A(A + BE 
GA GA OA CB eB oB 
< BG at GF b+ 43) -A(Ge 4 jg 8+ G)> 
Der Grund hiervon ist leicht einzusehen. Der zweite Factor 


gleich Null gesetzt, liefert fiir das Verhiltniss ~ einen nur von 4a, b, 
p, q abhingigen, aber lings jedes Strahles constanten Werth; sein 
Verschwinden bezieht sich also auf diejenigen Punkte, in denen lings 
des Strahles die zugeordnete Ebene stationiir sich verhilt. Dagegen 
zeigt der erste Factor soleche Strahlen an, in denen die zu benach- 
barten Strahlen gehérigen Ebenen coincidiren; dies kann nur ge- 
schehen, wenn jene Ebene selbst Brennebene der Kummer’schen 
Brennfliche des Strahlensystemes ist. 


§ 5. 
Krimmung und Kriimmungslinien des P-E-Systems. 
Schreitet man unendlich wenig in der dem Punkte x; zugehdrigen 


; ; “es dx, 
Ebene fort, so wird die Richtung des Fortschreitens _ mit der 
as 
Normalen der Ebene: 
> (x; — &) (pw + dp) = 0 
einen Winkel bilden, dessen cosinus: 
2» dx,dp; 


(1) Va 
ds Vp? + px? + ps 

ist. Dieser Werth misst die Grésse der Normalkriimmung der Ebene 
des Systems nach der jeweiligen Richtung. Man erhiilt hieraus die 
auf einander senkrechten Richtungen der Hauptkriimmungen, welche 
gleichzeitig die von den Haupttangenten gebildeten Winkel halbiren. 
Jedem P-E-System ist mithin ein System von sich tiberall senkrecht 
kreuzenden Curven zugeordnet, deren T'angenten Hauptkriimmungs- 
richtungen sind. Die Werthe der Normalkriimmungen sind ersichtlich 
durch eine der Euler’schen vollig analoge Relation mit denen der 
Hauptkriimmungen verbunden. im besonderen kann die Kriimmung 
auch an jeder Stelle nach allen Richtungen sonstant sein, es ist dies 
z. B. der Fall bei dem Systeme: 


p, =a, +b,2, - b,24,+ ka,, 

P. = a, + b,x, — b,2, + ko,, 

Ps = a, + b,x, — b,x, + ka,. 
Man kan andererseits nach den Curven fragen, liings denen dies 
Normalen der Ebenen des Systems eine Developpable bilden, oder 
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lings denen die zugehérigen Ebenen sich um eine zur Tangente der 
Curve senkrechte Richtung drehen. Diese sollen als Kriimmungs- 
linien bezeichnet werden. Setzt man 

vee 2 7 i ae 
r N =p, + pp” + Ps’, 


so miissen die Differentiale von 


a % + ¥ Pi 
: 2 verschwinden. Man erhilt, da offenbar dA = 0 zu setzen ist, die Be- 
n fi dingungen : 
. : dx; + N dp; + Apd a = 0. 
n L, Demgemiiss werden die Differentialgleichungen der Kriimmungs- 
Nf linien 
i dx, ee dx, 


: | 
i (2) | P Pp, |= 9, x pidx = 0, 
: 





Po Pig dp, 
n wihrend die beiden zugehdrigen Kriimmungshalbmesser 4,, A, be- 
stimmt sind durch die quadratische Gleichung: 
r 
| U+ Py Pr2 Pis Ps | 
(3) Pr & + Poo Pos Po | 0 
e | = ’ 
| ss P32 “u + P33 Ds | 
| Dy Pr Ps Po 
deren Wurzeln w,, a mit 4,, 4, in der Beziehung stehen, dass: 
ee 
“ u — 
1e . ° ° ° ° 
a Man kann iibrigens auch N = 1 voraussetzen, wie ich dies in ‘ 
- meiner friiheren Note*) gethan habe. Die Bezeichnung Kriimmungs- 
ht linie habe ich fiir die genannten Curven beibehalten, weil folgende 
. Siitze ihre Giltigkeit behalten, wie man sofort aus der Differential- 
ch gleichung (2), respective aus der Definition der Curven erkennt: 
“2 Schneiden sich zwei P-E-Systeme in einer beiden gemeimsamen 
ae Kriimmungslinie, so schneiden sie sich lings derselben unter constantem 
he Winkel, und insbesondere: 
Ist eine Kriimmungslinie eben, aber nicht geradlinig, so bilden die 
Normalen des Systems lings derselben mit ihrer Ebene einen constanten 
Winkel, endlich: 
Wenn zwei P-E-Systeme sich unter constantem Winkel in einer 
Curve schneiden, die fiir das eine eine Kriimmungslinie ist, so ist sie 
ie es auch fiir das andere. 
28 
der *) a. a, O. S. 557. 















72 A. Voss. 


Die Richtungen §; der Kriimmungslinien sind, wie man sieht, be- 
stimmt durch die Gleichungen: 
Bi(@ + Pu) + EoPi2 + §sPis == CFs 

ExPoy =+8.(ut+Drd+ Fs irs = OP, 

EiPss + Ea Pan «= + &3(4 + P53) = Os, 

EP + &p. + &3p, = 0. 
Bezeichnet man die den Wurzeln u,, uw, zugehdrigen Werthe der 
& durch & und &”, so ergiebt sich: 


(4, — M2) mo bi §” = he, 
VN? =1 -»> (€; 8"). 


Nennt man daher den Winkel der Kriimmungslinien @, so wird: 
G 


(uy — te) N 


(4) 


cotg @ = 


Die Kriimmungslinien konnen also nur dann auf einander senk- 
recht stehen, wenn die Integrabilitétsbedingung G = O erfiillt ist. 

Neben den Kriimmungslinien kann man noch das System der 
Curven betrachten, welche auf diesen senkrecht stehen. Ihre Rich- 
tungen 9, 9; sind gegeben durch die Relationen: 


W(Prte)+ MP + Py = FP, 
Pix +N(PetH) + U3Py2 = FP, 
MPis + 2Pox3 +13(P33 +4) = Opy, 
MP, + Po + NsPs = 0. 


Endlich ergeben sich mit Hiilfe der Kriimmungslinienrichtungen 
auch die der Haupttangenten. Soll nimlich 


Bi == EF + a,” 


Haupttangentenrichtung sein, so erhalt man, da: 
b SiPei = O1Pe — Hy be + @(Q.Pe — Prk’), 


a Etim = — My > &;? — w, a? a i"*— a(u, + Ue) > bt", 


zur Bestimmung von @ die quadratische Gleichung: 


uy + wpe? — a(u, + wk =0, 
Devs Jee 


*) Diese Annahme ist zulissig, so lange nicht eine der Richtungen der 
Kriimmungslinien den imaginiren Kreis trifft. In diesem Fall ist sie aber zugleich 
Haupttangente, 


wenn 


gesetzt ist*). 
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Aus der zuletzt fiir « erhaltenen Gleichung geht noch hervor: 

Die Kriimmungslinien werden nur dann die von den Richtungen 
der Haupttangenten gebildeten Winkel halbiren, wenn entweder k = 0, 
d. h. das P-E-System integrabel ist, oder wenn w, + u, =9, d. h. 
wenn die Summe der beiden den Richtwngen der Kriimmungslinien zu- 
gehirigen Kriimmungshalbmesser gleich Null ist. In dem letzteren Falle, 
der das Analogon der Minimalflichen darstellt, stehen die Haupt- 
tangenten auch auf einauder senkrecht, denn es wird a = + 1. Ins- 
besondere kénnen die Kriimmungslinien auch an jeder Stelle zusammen- 
fallen. Ich begniige mich damit, auf die Existenz eines sehr ein- 
fachen P-E-Systems dieser Art hinzuweisen, da die Integration der 
partiellen Differentialgleichung, welche durch die gleich Null gesetzte 
Discriminante von (3) entstehen wiirde, sich nicht einfach zu gestalten 
scheint. Setzt man: 


P= 2%, Pp=2,, pp=—X, 
wo X eine beliebige Function von x,2,x, sein mége*), so erhalt man 
zur Bestimmung der Kriimmungslinienrichtungen die Gleichungen: 
E(u + 1) = Aa, 
E(u + 1) = An, 
ax ( ax as 
+& 5 +8(35 +a) —4X, 
2, + 5,0, + &,X = 0. 


Ks ist also entweder w= — 1, 4=0O, Setzt man dann statt &; 
dz;, so hat man: 


ox 
Ox, 
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dX =dz,, 
2 dx, + 2,dzxz,+ Xdz, =0, 
also: 
X—%,=—C¢, 
a? + &? + 2, + 2cx, = C,. 

Die Kriimmungslinien der einen Art sind also sphirisch, sie werden 
durch ein System von Kugeln aus der Flachenschaar X — 2, = c 
ausgeschnitten. 

Kiir die andere Wurzel « hat man -dagegen den Ausdruck: 


. OX 7, OX x2 2, OX _ x 
- X (7, + 2 Oa, m= (% : damnit.“ Dinconatll 
oe xy? + X_* + X?*. 
Damit nun die Doppelwurzel uw = — 1 auftrete, muss demnach 


X der partiellen Differentialgleichung: 

*) Dies P-E-System bildet die Analogie zu einer Schaar von Rotations- 
flichen mit gemeinsamer Axe. Wie man sieht, treffen alle Normalen der Ebenen 
des Systems die Axe der a. 









A. Voss. 

ax ax ax, of + a 

ox e ais sO 

a Om, + X, OX, Oa, 1) xX 

geniigen, deren allgemeines Integral 

{(X — az, — a? + 2? + X%) =0 
ist, wo f eine willkiirliche Function der Argumente bedeutet. Damit 
sind alle Systeme der bezeichneten Art mit zusammenfallenden Kriim- 
mungslinien gefunden. 

Verlangt man, dass iiberhaupt die andere Wurzel w den con- 

stanten Werth a habe, so erhilt man die Differentialgleichung: 


D4 (a, so + 2, oe — (x,? + @,”) - “f a) ~ X?(1+4+ a)=0, 
welche durch eine willkiirliche Function: 
f (vp, q,r)=90 
integrirt wird, falls: 
xs X? + 2? + 2x? 


== gq Y= zr. $s 
I Xp ? q (a,2+- a,2)¢1 ’ 3 + ’ 


t ‘ ‘ 
$= : : te , t= 2? + Lo" 
2 a+l . 
re -—¢ 
gesetzt wird. Fiir a =O hat man den besonderen Fall: 


2, xX? X 
- = Q. 
/ ( a’ we+aP?’ w2+a,?+4,X ) 


Aber diese Gleichung verwandelt sich, wenn man 


a 
u,=— —-; a 5 
; x? + X_* + x, X 
u, = os 
2 @y? + at + 2X’ 
xX 
U. 


’ wy? + a" + aX 


setzt, in die lediglich von den u,u,u, abhingende: 
~f Uy us" ) 
7 u.) =O 
f(% > Uy? + uy?’ 7 ’ 


F (u, ty Ug) = 0. 


oder 


Das P-E-System ist also dann speciell zweiter Art, wie iibrigens 
zu erwarten war. Fiir a=—-+ 1 erhailt man dagegen ein System, 
welches an jeder Stelle entgegengesetzt gleiche Hauptkriimmungshalb- 
messer besitzt. 

Sollen endlich die Kriimmungshalbmesser fiir das zweite System 
der Kriimmungslinien constant =a sein, so hat man die Gleichung 
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a ax n Oa a +a? dX  fKX VX? a? +a,%)° 
oma En A ata ge _ fy VESTER 


1 
x 
zu integriren, was sich ebenfalls allgemein ausfiihren lasst. 

Aus den Differentialgleichungen (2) der Kriimmungslinien ergeben 
sich unmittelbar folgende particuliire Systeme derselben. Setzt man 
nimlich : , 

T = p,? + p,’ + ps? = 9, 
. 
Ps pidx= 0, 
so sind die Gleichungen (2) erfiillt. Die Curven des Systems, welche 
der Fliche T =O aufgeschrieben sind, bilden daher ein System von 
oo! Kriimmungslinien. Setzt man zweitens: 


> dz? =O, 


> ride, == (), 


D4 dp,dz;= 0, 
am * 


so sind wieder die Gleichungen (2) erfiillt, Die Verhaltnisse der dx 
bestimmen aber Haupttangenten, welche den imaginiren Kreis treffen. 
Man ersieht so die Existenz von oo! Haupttangentencurven, welche zu- 
gleich Kriimmungslinien sind. Insbesondere giebt es Systeme, bei 
denen alle Haupttangentencurven der einen Art Kriimmungslinien 
sind; man erhiilt die partielle Differentialgleichung, welcher die p; dann 
geniigen miissen, durch Elimination der dz; aus den drei vorstehenden 
Gleichungen, etc.*) 

Ich hebe endlich noch einen Fall hervor, in welchem sich die 
Gleichungen der Kriimmungslinien leicht ermitteln lassen. Ist nimlich: 


P= af + xX, 
wo f eine beliebige Function der x,2,x%, bedeutet, so sind die Diffe- 
rentialgleichungen der Kriimmungslinien: 


i ad 2; -+- 4 “jan; == 0, 
“ ky, Sy | 


(4) 





df 


G @ Gs | = (), 
| dx, dx, da, | 
Die eine Schaar derselben ist also f = c, woraus folgt: 


2ca, + (a? + y*? + 2") —¢,. 


*) Es kénnen auch beide Haupttangentencurvensysteme zugleich Kriim- 
mungslinien sein; dies ist z. B. bei dem Seite 70 erwihnten Systeme constanter 
Kriimmung der Fall. 
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Es sind dies also sphiirische Curven, welche durch die Flichen- 
schaar f=—c aus einer Schaar von Kugeln ausgeschnitten werden. 
Setzt man andererseits: 

7 

> a; A; Pas 0, 


> bins =0, 


so verschwindet die Determinante in (4) und man hat noch die erste 
der Gleichungen (4) in Verbindung mit 2A;2; =O zu _ integriren. 
Diese Kriimmungscurven sind mithin eben; ihre Ebenen gehen siimmtlich 
durch den Anfang der Coordinaten. Ist nun f von der Form: 
k(x,? + z,.? + 2,”) +a, +b=0, 

so werden beide Systeme der Kriimmungslinien eben, denn auch die 
der ersteren Art werden durch die Kugeln f = const. aus den Ebenen 
(2ca, — ¢,)k+e¢— (a, + b) =0 ausgeschnitten. Da in der Ebene 
jede Linie Kriimmungslinie ist, so hat man damit ein Beispiel von 
drei P-E-Systemen, von denen freilich zwei specieller Natur sind, 
welche sich gegenseitig in Kriimmungslinien, mithin lings derselben 





~-¥e. 


5 
iiberall unter constanten Winkeln schneiden. 


§ 6. 
Ueber ein lineares P-E-System. 


Setzt man fiir die p; ganze lineare Functionen der 7;, also: 


Y . a 
(1) i= > Qixnt, + ais, +, kh —1, 2, 3, 
so sind, da die zweiten Differentialquotienten der p; iiberhaupt ver- 
schwinden, alle Haupttangentencurven geradlinig, sie bilden ein Strahlen- 


system zweiter Ordnung, dessen Geraden durch die Ebenen: 


i (X; — «:) p; = 90 


aus den Treffgeraden des unendlich fernen Kegelschnittes: 


(2) bi Ar, Lj Ly = O 


ausgeschnitten werden, welche durch den Punkt x gehen. Dieses 
System bildet das Analogon der Erzeugenden des Flichenbiischels 
zweiten Grades, in welches es geradezu iibergeht, wenn die p, der 
Integrabilititsbedingung geniigen, d. h. wenn die aj, = aj; sind. Die 
projective Zuordnung der Tangentenebenen einer Flaiche zweiten Grades 
zu ihren Beriihrungspunkten lings einer Erzeugenden bleibt dabei fiir 
die Punkte eines Strahles und seine zugeordnete Ebene selbstver- 
stindlich erhalten. 

Wenn zwischen den p; keine lineare. Relation mit constanten 
Coefficienten stattfindet, kann mau den Anfang der Coordinaten so 









Pp 


bi 






rer- 
en- 


eses 
hels 
der 
Die 
ades 
fiir 
ver- 


oten 








z 


pen 








Ueber Punkt-Ebenensysteme, 


17 


wihlen, dass die a;, verschwinden, d. h. das System auf seinen Mittel- 
punkt beziehen. Dies mége im folgenden, falls nicht das Gegentheil 
bemerkt wird, vorausgesetzt werden. Die Kigenschaften der Systeme, 
bei denen der Mittelpunkt im Unendlichen liegt, wird man hieraus 
leicht entnehmen. 

Die Brennfliche des Systems ist eine Kegelfliiche zweiten Grades, 
deren Spitze der im Coordinatenanfang befindliche Ausnahmepunkt ist, 
fiir den die p,; verschwinden. Aber auch die Wendefliche ist ein 
soleher Kegel, dessen Gleichung durch (2) gegeben ist. Beide Kegel 
beriihren sich lings zweier Geraden, liings deren die dem Punkte zu- 
geordnete Ebene zugleich mit der gemeinsamen Tangentenebene jener 
Kegel coincidirt; alle Erzeugenden der Wendefliiche sind zugleich Haupt- 
tangentencurven. Das Strahlensystem der letzteren ist auch zweiter 
Classe, da in jeder Ebene sich im Allgemeinen nur zwei Gerade dieses 
Systems befinden kénnen. Nur in jeder Tangentenebene der Wende- 
fliche befinden sich unendlich viele Strahlen, welche sémmtlich durch 
den unendlich fernen Beriihrungspunkt derselben hindurchgehen. Die 
Brennfliiche kann nur dann identisch verschwinden, wenn alle Unter- 
determinanten der aj, -+ a; Null sind, d. h. wenn die Gleichungen 
bestehen : 

Ay, = @,", Ay = at", Azz = G5”, 
Ayo = Hy My + Az, Ang = MyM + Ay, yy = A; — A, 
Ay, = Hy H, — Ag, — Agy == Oy — My, Ay = AM, F A, 


wodurch man erhilt: 


Py = 02 + 0, %, — a2, 
Po = Ga, + A,X, — A,%,, 
Ps = OG, + A,%, — a, %p, 


d. h. es ergiebt sich das Strahlensystem erster Classe und Ordnung, 
welches von den Treffgeraden der unendlich fernen Geraden 


a, = 0 


und der Geraden 2, : x: %; = @,: a,: a, gebildet wird, 
Um im allgemeinen Falle die p; auf eine einfachere Form zu 
bringen, setze man: 


¢ 
Uik + Qi 2 ai. = 2c: , 


y= Ps Ojy Hj Ly. 
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Dann wird: 


1 éy ; ~ 
Pi 2 Ga, + 43%. — A,X, 
1 aw 
Po = 2 Oa, + 4%, — a3%,, 
1 Ow 
aaa 2 Oa, + gh, — A,%, 


und: 
dz, dz, dx, 
(3) a pdx; = + dp+| % <2 2 
a -G & 


Transformirt man nun die Form wy auf ihre Hauptaxen, so er- 


giebt sich: 
= P Ay. 
und durch Multiplication mit der Transformationsdeterminante, welche 


den Werth + 1 haben mége: 


| dy, dy, dy, | 
Ps pdx; = °) dy + | Y Yo Ys : 
| b ob, by | 


Man kann daher die p; stets auf die Form: 


Dy = 4,2, + A3%, — Ay%, + Cy, 
(4) Dy = A,X + A,X, — As%, + Cp, 
Ps = AgX + G,%, — a, %, + C, 
bringen, wobei die Constanten weggelassen werden kénnen, so lange 


der Mittelpunkt im endlichen liegt. Die Gleichung der Brennfliche 
wird nunmehr: ° 


2 
(5) pe = = 0 =» ( ro 4;;*) (A, A, Ay + A, a,* + AQa,” + A, a;”) 


~ (Sates), 


die der Wendeflaiche ist: 
> ha? = 0. 


Da die Brennfliche von allen Haupttangenten beriihrt wird, so 
existirt. eine Schaar von singuliren Haupttangentencurven; sie werden 
erzeugt von den Kummer’schen Developpabelen des Strahlensystems. 
Die Gleichungen dieser Curven lassen sich leicht angeben. Denn 
einem Punkte x; der Breunfliiche entspricht die Haupttangentenrichtung 
da,, d%,, dx, 
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A,dz,=dup,, 
A,da, = dup, 


(6) A,da, = du ps, 


i pidx; — 0. 


Durch Multiplication der drei ersten Gleichungen mit den a,, a,, a; 
resp. 2, %, 2, erhalt man, da: 


> ap = > adier+ > aci, 
Ps Li pi = a Ava? + > Lies y 
(7) t Ps Lie ow Ps Aaja; + ¥ Ai Ci, 


Hieraus erhalt man bei passender Wahl der Integrationsconstanten 
die Gleichung der Brennfliche, also wenn insbesondere die ¢; gleich 
Null sind, die Gleichung (5). Damit wird dann die letzte der Glei- 
chungen (6) iiberfliissig. Multiplicirt man dann die ersten drei in (6) 
mit den Factoren k,, k,,k, und setzt: 

Ak, + ayk, — ask, = @A,k,, 

A,k, + ask, — ak, = wA,k,, 

Ask, + ak, — a,k, = wAskg, 
woraus : 

l—o —a4, Ay 

As 1—a — a, | == () 
| —@, a, 1—@o 

folet, so erhailt man ausser der Wurzel @=—1 noch zwei andere 
@,,@, welche mit Hiilfe der zugehérigen Werthe der k; zwei Rela- 
tionen von der Form: 


d , 
ry log > Aik; Y= @,, 


d ” 
ap log za Aik; = W, 


liefern, aus denen man unmittelbar das fehlende Integral: 


& yk ai)” = const. (> Aik; i)" 


entnimmt. Wenn dagegen zwischen den p; eine lineare Identitiit von 


der Form 
- 
> “r=! 


besteht, hat man ohne Weiteres: 
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ii Po Ayo a; == 1, 
welche Gleichung in Verbindung mit der ersten in (7) und der der 
Brennfliiche das gesuchte Curvensystem liefert. 

Zur Integration der Gleichungen der Kriimmungslinien scheinen 
die bei den Flichen zweiten Grades entwickelten Methoden nicht mehr 
auszureichen. Kriimmungslinien sind zunichst die dem Kegel 


R pi? =O 


aufgeschriebenen Curven des Systems. Ein zweites System wird ge- 
bildet von den vier ebenen Strahlbiischeln von Haupttangenten, deren 
Centra in den Schnittpunkten der Wendefliiche mit dem imaginiren 
Kreise liegen. Ausserdem ergiebt sich leicht das Vorhandensein von 
drei Systemen von Kriimmungslinien, welche in drei durch den Mittel- 
punkt gehenden Ebenen liegen, Setzt man nimlich: 
a, 4, + 4,0, — asa, = Qa, 
a,4, + a,a, — a,a, = Ea, 
ad, + aa, a,%, = Oa;, 
so ergeben sich mittelst der cubischen Gleichung 
| 4,—A —a, a, | 
as, 4,—A —a, |=0 
— a, a, 4,—A| 
drei Systeme von Gréssen a;, welche den Wurzeln 0, 0,0, entsprechend 
durch «;, B;, y; bezeichnet werden mégen. Multiplicirt man nun die 
Gleichung: 
| Pr Pr, BPs 
dp, dp, dp, |=0 
| dz, daz, dz, 


mit der Determinante: 
ot a., Oy 


| dx, dz, dx, | 


P,; Po Ps 


und den entsprechenden, bei welchen an Stelle der «; die 8; und y; ge- 


setzt werden, so entstehen die Relationen: 


dT 

dX, = 9, yr soe y 
, iT 

(8) dX, = @ en x 
, dT 

dX, = Q, @—s’ 


in denen 
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: ; 21, da} ' 
T=lg/p? +p. +p;, S= Ddz? 


gesetzt ist. Damit ergeben sich die Gleichungen: 


> ar; = 0, ae Bix, = 0, be yit, = 0 


als particuliire Integrale, aus denen in Verbindung mit 2 p,dz; = 0 
dann leicht die in diesen Ebenen liegenden Kriimmungscurven sich 
finden lassen. 

Kin allgemeines Integral ergiebt sich nur in dem speciellen Falle, 
wenn eine der Wurzeln g gleich Null ist; die Gleichung der Brenn- 
fliche reducirt sich dann nach (5) auf 2 a;x;4; = 0 und eine Schaar 
der Kriimmungslinien wird eben, Die Integration der Gleichungen (8) 
ist mir in einer symmetrischen Form nicht gelungen. Aus denselben 
folgt iibrigens die Differentialgleichung zweiten Grades mit constanten 
Coefficienten : 

Q; Q2 Q3 
0,dX, @,dX, 9,dX, | =0, 
| aX, dX, aX, 


wihrend die lineare Gleichung 2 p;da; =O sich in 


> P:dX; = 0 


transformirt. Die gesnchten Kriimmungscurven sind damit abgebildet 
auf die Curven des letztgenannten P-E-Systems, dessen Tangenten 
einen festen unendlich fernen Kegelschnitt treffen. 


Dresden, den 8. Juni 1883. 


Mathematische Annalen. 
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Das Verhalten der Hesse’schen Flaiche in den vielfachen 
Punkten und vielfachen Curven einer gegebenen Flache. 


Von 


Kart Roun in Leipzig. 


Die nachfolgenden Untersuchungen sind aus zwei Griinden an- 
gestellt worden. Zuniichst zeigt man in der Curventheorie, dass die 
Hesse’sche Curve einer gegebenen Curve in den vielfachen Punkten 
dieser Curve ein besonderes Verhalten zeigt. Dieses Verhalten recht- 
fertigt die Annahme, dass umsomehr bei einer gegebenen Fliiche, di: 
Fliche der Determinante der zweiten Differentialquotienten in den singu- 
liren Punkten derselben in einer eigenthiimlichen und bemerkens- 
werthen Beziehung zu jener Fliiche steht. Eine Frage in dieser 
Richtung diirfte also schon aus diesem Grunde einiges Interesse bieten, 
Ausserdem spielt aber die Hesse’sche Fliiche auch bei den Kriim- 
mungsverhiltnissen der gegebenen Fliiche eine Rolle, indem sie die- 
selbe in der parabolischen Curve schneidet, welche die Partien ellip- 
tischer und hyperbolischer Kriimmung von einander trennt. Die 
Erledigung jener Frage liisst also auch Schliisse auf die parabolische 
Curve*) einer Fliche in ihren singuliren Punkten ziehen, und dieses 
ist der zweite Grund, der diese Note veranlasst hat. 


$1, 

Wir untersuchen zuniichst das Verhalten der Hesse’schen Fliiche 
in einem gewohnlichen k-fachen Punkt der gegebenen Fliiche. Die 
Gleichung dieser Fliiche setzen wir in der Form voraus: 


f = Uy + Ue + Up +--+ - = 0,7 


*) Zeuthen hat das Verhalten der parabolischen Curve in verschiedenen 
singuliren Punkten ebenfalls untersucht,, und werden seine Arbeiten: Math. 
Annal. Bd, IX ,,Sur une classe des points singuliers‘‘ und Bd. X ,,Sur la théorie 
des surfaces réciproques“' im Folgenden défters mit genauer Angabe der bez. 
Stelle citirt. 

Die gestaltlichen Verhiiltnisse der parabolischen Curve auf Flichen 3. Ord- 
nung discutirt Herr Bauer (Sitzungsberichte d, Miinchener Akademie 1883, Heft 2) 
im Anschlusse an die Rodenberg’schen Modelle (L. Brill, Darmstadt). 
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Hesse’sche Fliiche. 


WO %, M41, --. homogene Ausdriicke vom Grade 
k,k+1,... in 2,y,2 
sind, 
Bezeichnen wir die Ableitungen nach 2, y, z durch die Indices 
1,2, 3, welche wir der bez. Function oben anhiingen, so nimmt die 
Hesse’sche Fliche die Gestalt an: 


uit Ss ee » wu ? 
} . ? ° ? 
H= ’ ‘ 
n—k)ui+-(n—k—1)ut, prev (n—k tH (n—k—1)u ai ae ) 

wiSpuls po (n—k) ut + (n—k—1) uh 


» (n—-k) ut + (n—k—1) uz, 
,(n—k) u3 + (n—k--1 1) ug ype 
n—k) 02-+ ( n—K—1 ue be, (0 —k)(n—k—1)y--(n—k —1)(n—k— 2) te 


Diese Gleichungsform geht durch eine einfache Transformation in die 
neue tiber 


ate its te ce Mee 
ea Te ee co 
H=(; i) af alt +t; ty besihs 
eS a = (nl un +-* 


Durch Ausrechnung dieser Determinante erhilt man fiir H die 
Gleichung: 


*—nk+3n-—-k—2 


aa J - k —1, .\ / 
G wi 4 H = — ——. ce Kk) ux A (ux) 
k?—nk+3n—k- 


| n—l 


> , , nk b —6 
| Atm, nr we na U1 Hux) 


m—1 


2 , k—1, of 
Ux41H (uz) — 4 (n— k) uz M(uy, uy | 


k?—nk+38n—k— 


n—1l 


+ : ° te 1M (uz, Wp41) 
k 


— == (n—k)uy (M (Un, tags) + Meas, ))| es 


Hierbei bedeutet H(u,) die Hesse’sche Determinante der terniiren 
Form «u,, sie ist demnach vom Grade 3(k—2) in a, y, 2. Die Function 
M (ux, Ux41) bezeichnet eine Summe von 3 Determinanten welche man 
erhilt, wenn man in H(u,) der Reihe nach die erste, zweite, dritte 
Verticalreihe durch die bez. Differentialquotienten von 4, ersetzt, 
so dass diese Function vom Grade 3k — 5 in a, y, 2 wird; die Be- 
G# 
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deutung von M (uy, us+2) und M(u4:, u%) ist sonach selbstverstiindlich. 
Endlich bedeutet A(uz, u4:) die Determinante H(u,) gerindert mit 
‘ Wi? Ui sie ist also vom Grade 4k — 4 in 2, y, 2. 

Hieraus erkennt man, dass die Hesse’sche Fliche in einem k- 
fachen Punkt der gegebenen Fliche selbst einen (4k —6)-fachen Punkt 
besitzt. Der Tangentialkegel (4k—6)*" Ordnung in diesem Punkte zer- 
[allt in einen Kegel ke" Ordnung und in einen Kegel von der Ordnung 
3(k—2). Der erstere ist mit dem Tangentialkegel der gegebenen I'liiche 
identisch; der letztere wird durch die Hesse’sche Fliche dieses Tan- 
gentialkegels (aufgefasst als terndre Form) dargestellt, schneidet also 
denselben in den Wendekanten. 

Wir wenden uns jetzt der parabolischen Curve: f=0, H=0O, 
und ihrem Verhalten im singuliren Punkte zu. Um die Aeste der 
parabolischen Curve im vielfachen Punkte zu bestimmen, setzen wir 
einen solchen Curvenast in der Form: 


a=az+ be?+ ca+--.-, 
an ae eg? 3 
yrast pet yet..., 
voraus, und berechnen die Constanten aus den obigen Gleichungen. 
Zu diesem Zweck bezeichnen wir u%, W41,-.. durch die Symbole 
(cy2)e, (~YZ)ezi1, .-.-3 dann bestimmen sich die Tangenten jener 
Curveniiste, oder was damit gleichbedeutend ist, die Constanten @ und 
a vermége der folgenden Gleichungen: 


1 
What 


; . ’ e C / 
(a@\p=0, (acl) t(b% +8 “) (aal).=0, 


und: 


k—1 Y C \ 
—-— (n—k)(b or + B “\(aal) H (a1) 


k?—nk+3n—k— 
+. 


n—1 


: (a@1).4,;H(aal) = 0; 
oder: 
(a@1),=0, (aa@1)p41-H(aal) =0. 
Ks braucht kaum bemerkt zu werden, dass (a1), den Werth von 
(cyz) fir c—a, y=a, 2=—1 bedeutet, und ebenso H(aa1) den 


Werth von H(u), sowie ( = +8 4) (acl) den Ausdruck 


= A ) 2)p 
(0 J +8 y,) (yeh 
unter gleicher Annahme. 

Hier treten nun zwei verschiedene Fille auf. 


(1) (awl), =Q, (a@1)4,=—0. 


Hieraus ergeben sich k .(k-+- 1) Werthepaare a, a, welche die Richtungen 
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von ebensovielen Curveniisten bestimmen. Die Werthepaare b, B folgen 
dann aus den Gleichungen: 


0 a 
b Fa (aa1),.+ B Fa (a1) = 0, 


‘ By 
(aal 42+ (b = +p £-) (ae) it(c - +y ; _) (ae), 
+ = (0 a a. 2b6 oh 4 B° 5 \(a 1), a 0, 


c oace 


it : es, : 
—- (nh) A (675 Vg) (4@1)e 


1 o & P 0? ae 
+(e +208 +B jar) (ae )e| 
k?—nk+3n—k 


n 1 


n “Hb 2 + BY) (aa d)ags 


+e Bt 


s— I . 
oder: P 
(b - + Bp x.) (awl), =O, 
k 1 ( Oo . 
Sp (WR). (Ange +2H(D 2 + BO) (wel ags + A(aerl) 


+ oH. (aa@l)y, =O. 


Zu jedem der k(k + 1) Werthepaare a, « gehort also ein einziges 
Werthepaar b, p. 
(Il) (awl), = 0, H(aa1) =0, 

Diese Gleichungen bestimmen 3k (k — 2) Werthepaare a, a. Die 
zugehérigen Werthepaare b, 6 folgen aus: 


(aa 1)pyy + (0 7 + B /) (aa), == (), 


k—1 . C g @ 0 
1 (n—b(b + 82) (acl (b+ 8B <)H 


a k?--nk-+ 3n—k—2 0 0 
+ nk -+- _ (a a V)eas (b da {- B 2 )H 


n — On 
k—1 0 
re ~k)M.(b oa +B J )(ael 


—nk+ 3n—k— 


n—1 = M.(ae@))ny1 = 0 


+ A(a@l) + 


oder: 


(a@1)eia + (b _ +6 Ls )(ael).= 0, 


oa 


2 (wales (b o + B /)H + 2M. (a@1)pi1 + A(aal)= 0. 
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Auch hier gehért zu jedem der 3k(k —2) Werthepaare a, @ uur ein 
einziges Werthepaar b, B. 

Die parabolische Curve schickt demnach durch einen k-fachen Punkt 
k .(4k — 5) einfache Curveniiste, welche in zwei Gruppen zerfallen. Die 
eine Gruppe besteht aus k.(k +-1) Aesten, deren Tangenten im singu- 
liven Punkte durch die k.(k + 1) Geraden: u, = 0, 11 = 0 gebildet 
werden, welche k +- 2 consecutive Punkte aus der gegebenen F'liiche aus- 
schneiden; man nennt diese Geraden die Haupttangenten des vielfachen 
Punktes. Die andere Gruppe besteht aus 3k(k—2) Aesten deren Tan- 
genten: Uu=O0, H(u,) =O mit den Wendekanten des Tangential- 
kegels im singuliren Punkte zusammenfallen.*) 

Es ist noch zu bemerken, dass von den Wendekanten nur der 
dritte Theil reell sein kann, wiihrend die Kanten w= 0, m4. = 0 
alle reell sein kénnen; woraus sich die Maximalzall der reellen Aeste 
der parabolischen Curve im k-fachen Punkte ergiebt. 


39 . 


3 

{s soll nun untersucht werden, wie die Verhiiltnisse sich gestalten, 
wenn der i-fache Punkt selbst, oder vielmehr sein Tangentialkege!, 
weitere Singularititen aufweist. 

Das Verhalten der Hesse’schen Fliiche in dem k-fachen Punkt 
wird charakterisirt durch den Ausdruck u,.H(u,) = 0, und ist also 
leicht anzugeben. Wiihrend u,—0 den Tangentialkegel selbst dar- 
stellt, ist H(u,) =O sein Hesse’scher Kegel. Besitzt also der Kegel 
u, = eine d-fache Kante, so besitzt H(u) = 0 eine (84 — 4)-fache 
Kante; zugleich stimmen, von den (34 — 4) Tangentialebenen in der 
singuliren Kante des letzteren Kegels, 4 Ebenen mit den Tangential- 
ebenen des ersteren Kegels daselbst iiberein, wiihrend die 2(4 — 2) 
iibrigen Ebenen als die Hesse’sche Form jener 4 Ebenen erscheinen. 
Ebenso erkennt man, dass, wenn sich eine Ebene von u% = abtrennt, 
sie sich auch von H(u,) =O abtrennt, so dass der Tangentialkege! 
der Hesse’schen Fliche diese Ebene doppelt geziihlt enthilt. 

Schliesslich ist noch zu erwiihnen, dass H(w#) auch iderffisch 
verschwinden kann,**) was immer dann und nur dann eintritt, wenn 
sich « als binire Form darstellen lisst, d.h. wenn «%—0O k Ebenen 
darstellt, welche demselben Biischel angehéren. Der Tangentialkegel 
der Hesse’schen Fliche in dem singuliren Punkt wird alsdann: 
up. M(x, Ueyi) = 0, d. h. er reducirt sich auf die k Ebenen, u,.—0, 


*) Vergl. Zeuthen, a. a. O. Bd, X, pag. 519. 
**) Vergl Gordan und Néther: Formen mit verschwindender Hesse’scher 
Determinante, Math. Ann. Bd. X, pag. 547. 
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ferner auf 2(k — 2) Ebenen, welche durch die Hesse’sche Form jener 
k Ebenen dargestellt wird, und endlich auf einen Kegel vom Grade k—1. 
Ks wird sich weiter unten, wo es sich um die vielfachen Curven der 
Fliiche handelt, die Gelegenheit bieten, hierauf noch zuriickzukommen. 

Wir haben jetzt die weitere Frage zu beantworten: wie gestaltet 
sich die parabolische Curve im singuliren Punkt, wenn derselbe sich 
in der vorher angegebenen Weise weiter specialisirt? 

Die Dinge werden hier etwas complicirt, so dass eine ganz all- 
gemeine Antwort auf diese Frage erst gegeben werden soll, nachdem 
bei einigen Beispielen die sich darbietenden Verhiiltnisse niiher unter- 
sucht worden sind. 

a) Als ersten Fall betrachten wir eine Fliche mit singulirem 
Punkte, dessen Tangentialkegel «, == 0 eine Doppelkante besitzt. Dann 
besitzt der Kegel H(u,) = 0 dieselbe Doppelkante und -liings dieser 
Doppelkante dieselben Tangentialebenen. Benutzen wir also die fritheren 
Bezeichnungen, und ist die Doppelkante bestimmt durch 2:y:z=a:a:1, 
so erhalten wir die Bedingungsgleichungen : 


r,) C 
(aa1l),= 0, Aa (ael), =O, ae (a@1),=0; 
— A. an © ¢ am O: 
H(aal), . H , ae H : 
ferner: 
OCH ah @H e CH a 
Cea — ca (a@l)e, Cace ~- Cade (a@l)e, Oa 7 Ca® (aal)e, 


wo @ ein bekannter von a und @ abhiingiger Factor ist. 

Von den Aesten der parabolischen Curve im singuliiren Punkte 
nehmen nur diejenigen unsere Aufmerksamkeit in Anspruch, welche 
ihn in der Richtung der Doppelkante 2: y:2—=a:a:1 passiren. Die 
Keihenentwicklungen fiir alle diese Curveniiste beginnen mit: 

B=ae+---, yoaust--=s, 

1 

und steigen, wie sich zeigt, nach Potenzen von z*® an, so dass wir 
die Reihen erhalten: 

4 5 . i 5 

a=ae+tbe*+c2°4+---, yeast Be’t+ye?+.... 

Die Flichengleichung liefert durch Einsetzen dieser Werthe als erste 
Relation : 


1 o & P go? » & 
1) , (e+ 208% 4+ B72) (aal), = 07 


CaOCa 


welche sich vermége der obigen Bedingungsgleichungen auch in der 
Form schreiben liisst: 


oo 


s n2 P a2 e 
(v2 Sar + 2b655, + B=. 


Cada 


)H=0. 


a? 
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Die weiteren Relationen zur Bestimmung von 0b und £ erhalten 
wir durch Nullsetzen der Coefficienten von z*+' resp. z4*—* in f resp. H, 
welche sich durch EKinfiihrung der Werthe von x und y in diese Glei- 
chungen ergeben. Wir finden so: 


(aa Lipa ao 08 (aa 1); = Q, 


A(aa@l)+ Sone (a@1)y,M+ ni (a1). 0H 


*%—1 n—1 
—2§—1 (n—b)M. 83 (acl), — = (n—h) 0H. 0°(ae1), =0, 
wobei 6° die Operation : . 


3 


}. 1 K 98 9.2” oO 13 a i 
awe ; (v aa +3 LB +3bB C +8 ) 


0a Oa “Gaba . Ca 


+ (be “+ (by +e) +By -) + (a +8“) 


Oada 
bedeutet. 
Aus den beiden letzten Gleichungen erhalten wir durch Elimination 


von ¢, y sogleich: 


(2) A(a@1)+2(ae@))iyi M+ , (ae Wasa (U8 +30? B 


4+3b6? 


C a7 a 
Fadat s+ Bo :) (H— o(aa 1)x) —2@.[(a@1)p41)*? =0. 


Die Gleichung (1) liefert fiir das Verhiiltniss 6: 6 zwei verschiedene 
Werthe; fiir jedes dieser beiden Verhiiltnisse ergiebt die Gleichung (2) 
drei verschiedene Werthe b und #, die sich nur am dritte Hinheits- 
wurzeln unterscheiden. 

Die parabolische Curve besitzt also in der Richtung x:y:2=a:a:1 
zwei superlineare*) Zweige, welche durch die Entwicklungen bestimmt 
sind: 





4 4 
2=ae+ be +---, = ag-+ B,2°+.-- 
4 4 
a=aztebs+--:, y=az+ eBe°+.-->; 
4 4 
a=aztebe +---, = as + eBe® 4 er 


*) Ist eine Curve durch zwei Reihen dargestellt, welche nach Potenzen von 
1 


z“ fortschreiten, so gehéren w Entwicklungen zusammen und ihre Constanten 


. - le Y vee . 7 
unterscheiden, sich nur um / 1 ; man sagt, es bilden inz2—0, y=0, 2=0 die 
u Zweige einen Cyclus, oder sie bilden einen superlinearen Zweig w. Ordnung. 
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4 A 
a=aeze+ be +---, y=az+ Biz +--:; 
1 4 
3 3 
g=ae+eb,2°+.---, y=az+ eB,2°+---; 
i n ! 
. 3 § 3 
z=ae+e*b,2°+---, y= az+ep,2° -+---- 
F > ‘ 2/ \ 9 \ 9 
H o*(aal), O° (aa 1), e*(aal), \* 5 ; . 
Ist ——— *—z_ : negativ, so schneiden sich 
' oa* oa Cage 
' in der Doppelkante-«:y:2—a:a:1 zwei reelle Kegelmiintel und 
' 


b,B,, b2B., d. h. die beiden superlinearen Zweige, sind reell; ist da- 
gegen jener Ausdruck positiv, so ist die Doppelkante eine isolirte, und 
die bez. Curveniiste werden imaginir. 

Ist endlich jene Discriminante gleich Null, so wird die Gleichung 
(1) eine rein quadratische, indem zugleich die Doppelkante in eine 





Rickkehrkante tibergeht, Die Reihen der beiden superlinearen Zweige 
4 
stimmen dann noch in den Coefficienten von 2° iiberein (b,— 03, B,=£,), 


. 


ie 


und die Coefficienten von 2°, in « einerseits und y andrerseits, be- 
stimmen sich durch eine quadratische Gleichung; es kommt also: 
i 5 4 5 
3 3 3 3 
w2=az+ be°+ece2 +---, yeast Bo +ey,2 +-->; 


4 5 


g 4 5 
asaztbe’ tee +---, yomast Beri teyie°+.-., 


wo fiir ¢ der Reihe nach die drei dritten Kinheitswurzeln zu setzen 
sind. Das Gesagte ist leicht zu beweisen und die quadratische Glei- 
chung zur Bestimmung von ¢, und ¢, einfach hinzuschreiben, was ich 
jedoch unterlasse, da diese Gleichung etwas lang ist. 

b) Wir haben soeben einen k-fachen Punkt betrachtet, dessen 
Tangentialkegel eine Doppelkante besitzt, und ich mache jetzt noch 
die weitere Annahme, dass der Kegel 4; 0 durch jene Doppel- 
kante x: y:2=—=a:a:1 hindurchgeht,*) so dass zu den friiheren 
Bedingungsgleichungen noch die neue Gleichung: (a @1),41 = 0 hin- 
zutritt. Wir erkennen sofort, dass es jetzt 8 Reihenentwicklungen 
giebt, welche mit = az+---, y=ag-+---beginnen. Ks riicken 
nimlich von den k .(k + 1) Geraden «= 0, w41 = 0 zwei, und von 
den 3k (k — 2) Geraden uy = 0, H(uz,) =O sechs in die Doppelkante 


se ot AEE TED 


*) Ein k-facher Punkt reducirt die Classe einer Fliche um k-(k— 1)? 
Einheiten, jede Doppelkante des Tangentenkegels im k-fachen Punkte uw, = 0 um 
eine Einheit, wenn dieselbe nicht auf Uns, = 0 liegt, im entgegengesetzten Falle 
aber um zwei Einheiten. 








9 K. 


Roun. 








hinein. Es zeigt sich nun hier, dass die beiden superlinearen Zweige, 

1 
deren Reihen vorher nach Potenzen von z° entwickelbar waren, nicht 
mehr existiren kénnen; vielmehr spaltet sich jeder dieser beiden Zweige 
in einen superlineareu Zweig mit Reihenentwicklungen nach Potenzen 

1 

von g und in einen linearen Zweig. Es finden sich so im Ganzen 
zwei superlineare Zweige und vier lineare Zweige. Um die Reihen der 
beiden superlinearen Zweige zu erhalten, ist zu bemerken, dass in 
Folge der angenommenen Bedingungen sich die folgenden Relationen 
ergeben: A(aal) = 0, a am 0, em 0, M=0. Die Coefficien- 


ca oa 


v . . 
ten von zg in den Reihen: 


a=az+be+---, y=az+t Bae +t--s; 


c=as—be*+.-., y= -- 6,27 + : 
e=ae+b,2° 4 , y= e+ p.2* + : 
3 3 


x=aze—bi,ze+---, y=az—B,z2 +.--- 


bestimmen sich in Folge dessen durch die Gleichungen: 


(1) (0 c. + 2bB te ok Ay) (ael).=0, 


Ga Cac 
und: 
03 (aal), + ( - + 6 <) (aa@1)i, =O, 
is a (n—k)03 (a @1),. 1403 nor oo Ute @1),4,0°H 
- = (n—k)d M.d°(ae1)+06? rw at _ . —* 6M. 8(a@1)4,=0. 


Aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 


20(a@1)41,0°H + 20(aa1)4,0M+ f®A—O0, 


oder 


F i >» & 
(2) O= (8, - 
. 2 oa 


+ 2b s— 


0 ada 
+2 ( o 48 “) (mt —o(aa 141) (02 8 +B.) (a@1)u44 


sat 
+i(64+8; ©) (ae Vays (b2 J +3b%6 +--+ +) [H—e(ael),]. 


a - 





+B = “) (acl) . 
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Aus der Gleichung (1) ergeben sich zwei Verhiltnisse b:8, welche 
in Gleichung (2) eingesetzt, dieselbe zu einer rein quadratischen Glei- 
chung fiir b machen (abgesehen von dem Factor b?), und somit b,, b, 
und £,, B, bestimmen. Ganz ebenso kaun man die Coefficienten von 
e? in den Reihen der vier linearen Zweige berechnen, was ich hier 
unterlasse. 


g 3. 


Wir legen uns jetzt den allgemeinen Fall vor, wo die Fiche 
einen k-fachen Punkt und der Tangentialkegel in diesem Punkte eine 
4-fache Kante besitzt; wie verhiilt sich die parabolische Curve in diesem 
Punkte? Die A-fache Kante soll bestimmt sein durch w:y:2z=—a:a;1, 
und es interessiren uns nur diejenigen Curveniiste, welche diese Gerade 
tangiren, deren Reihen also mit a=az+.-+, y=ae+--- be- 
ginnen. Aus der Annahme einer A-fachen Kante a: y:2=—a:a:1 
des Kegels «,—=0, folgt sogleich, dass diese Kante (34 — 4)-fache 
Kante fiir den Kegel H (ux) = 0, (24 — 4)-fache Kante fiir die Kegel 


M(tty, Unga) = 9, Alte, tai) =O und M(uy, 42) = 0, und endlich 
(A — 2)-fache Kante fiir die Kegel M(uji1, uz) = 0, ete. ist. Es 


verschwinden in Folge dessen alle Differentialquotienten von: ww, H, 
M, A ete. fiir a: y:2=a:a:1 bis zu den Graden: 4, 34—4, 


24—4, 4—2 respective. Die parabolische Curve weist nun zweierlei 
Zweige mit der Tangente x = az, y= az, auf, nimlich 2 superlineare 
1 


r . 3 . A+l , . ‘ 
Zweige, deren Reihen nach Potenzen von zt" aufsteigen, und (24—4) 
1 


superlincare Zweige, deren Reihen nach Potenzen von z* fortschreiten. 
Wir beschiiftigen uns zuniichst mit den ersteren Zweigen; ihre Reihen 
haben die Form: 

A+2 A+3 A+2 a+3 


wg + eb,2° ot oer... y=az+ epje tt + ey, 2 4... 


wo fiir ¢ der Reihe nach alle (A+ 1)" Kinheitswurzeln zu setzen sind, 


Setzt man fiir i die Zahlen von 1 bis 4, so erhalt man die A ver- 


schiedenen Zweige, und es kommt darauf an, die 24 Gréssen 
7. ae ee 
berechnen. Dazu dienen die folgenden Betrachtungen. 
Schreibt man kurz 


bm o" f 


und bezeichnet man ie, den letzteren rere fiir v:y:2—a:a:) 


mit (v cs + 6 7 y f(aa1), so ist die Bedeutung des Ausdruckes 


Af 0 me ny \ 
oa™ 7% al 'B ors q toa Fr e =(b 5a +Bz,) [(vy2), 
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0 7 Y( 0 a y . . . : 
C5 b= B ae1) nicht misszuverstehen. Setzt 
(Coe t+7 ja) © ga t+ bee) fel) 
man nun in f und H fiir @ und y die obigen Reihen ein, so ergeben 
sich die nachstehenden Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten 


. . +s . . 
b und B. Die Coefficienten von z “*' resp. 2*+ in f liefern 
1 7 oY 
(1) (4 +62) (aelp =0, 


1 Oo \a+1 5 
(9) G+ (v a +B ja) (aal)s 


1 


é 2) (4 2 ay —_ 
, - , a1), @1).3.=0. 
+ (a—1)! ( oa +? Oa b oa ? B oa et (a tVaps 
Die Gleichung (1) bestimmt 4 Verhiiltnisse b; : B;, welche eine ein- 
fache geometrische Deutung zulassen. wu, — 0 ist ein Kegel mit A-facher 
Kante; bildet man die Gleichung der A Tangentialebenen in dieser 
Kante und schneidet sie mit der Ebene z= 0, so erhilt man die 4 


Geraden in dieser Ebene durch die Gleichung: 


(« : +4 °Y (aa! == () 
oa y Ou . pon ¥. 


Diese 4 Geraden kann man auch vermége der Gleichung (1) in der 
Form schreiben 2: y = b;: 8;, wo der Reihe nach die 4 Verhiiltnisse 
zu benutzen sind. 

Ganz ebenso stellt H(u,) =O einen Kegel mit (84 — 4)-facher 
Kante dar, die Tangentialebenen schneiden die Ebene 2 = 0 in den 


oO ’ r oO \84-4 : . 
TD ciate rraden: (x - — % a ¢ _ ” 
(3a 4) Geraden (a Fa +y ~-) H Da aber unter diesen 


Geraden auch jene 4 Geraden x: y = 0;: 8; enthalten sind, so muss 
y, , @ \sa-4 ‘ , 
auch der Ausdruck: (b aq +8 -) H = sein, sobald 6: 6 der 
a 
Gleichung (1) geniigt. 
Es verschwinden somit in H alle Coefficienten bis zum Coefficien- 
4a—2 


4k—6+ i+1 


ten 2 , welcher eine weitere Gleichung liefert, die sich mit 


Hiilfe von (2a) reducirt auf: 


ay Sane & : 3)! (0 t. +B : we H 


Ga Oa 
r 1 } 2 +6 0 y” ft 4 0 H 
(34— 5)! ( oa f Ca (¢ Oa ? 3a) | 
2 0 g @ \4-4 
+. eis! (aa 1)ayy (b aa +6 sa) M 


1 C o \24-4 
ales a = 
boar ba tba) 40. 


Durch Elimination von ¢ und y aus (2a) und (2b) folgt schliesslich 
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eine zweite Gleichung zur Bestimmung von 0} und £. Diese Elimination 
ist aber thatsiichlich ausfiihrbar, da: 


(c ef 4 +72) (0% C +p2) Ra (a1), =(e— 2) 2 (0 e+ p< A - (awl), 


vermdge der Gleichung (1): 


(0 Ae +8 /) (v 7 +6 io y s (a«1),=—0 


und ebenso: 


(cz da + A Jz Fy aT +B 2)" 7 H= (c - 2) rads Oa +f c “y* 


vermoge der Gleichung: 


(0% +62 )0 2 +62) H=0. 


Man findet so die Gleichung: 


24—4 , 
o— + 64" M 4 ae 


2(ae@ljry — 3)! 


(2) O= 634-3 H 


r 

(24— 4)! oa 

ae’ Vere 5)! é gt-} 
oa 


(a@1), 


94 7 ttt 
° i(a+1) +41)! (actus, 


(ae 1), 


worin 0 die Operation (v - +, o-) bedeutet. 


Setzt man eines der 4 Verhiiltnisse b;: 8; in diese Gleichung ein, 
so erhilt man eine reine Gleichung (4-+-1)'*" Ordnung zur Bestimmung 
von b;, indem sich ein Factor }?4-4 absondert. Damit ist aber die 
geforderte Berechnung der 24 Grossen b;, B; geleistet. 

Auf ganz iihnliche Weise lassen sich fiir die (24 — 4) tibrigen 
superlinearen Zweige die Reihenentwicklungen finden. Dieselben haben 
die Form: 


a+1 ate . 

a—mae+erje* + 5,27 +..-., 

ae 42 ! 

=az+ eg;2* + o,2* pt 5 \ 

wo « eine A’ Kinheitswurzel ist, und fiir i die Zahlenwerthe: | 


im 1,2,...,24—4 


zu setzen sind. Zur Berechnung der Coefficienten 7;, 9; haben wir 
hier die Gleichungen: 


; 1 , a\a 
(1) T (r = +o 4 Yael). + (@@l)yi =O, 
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mae (n —k)Aa! (a@l)eis a 
a se <2 Xae Dass at : + —* (m —Kk)Al(ael)g4s ate | 
+ Bom rin =f = (aeel)uas — ry a _— 
oder (2a): i 
et 0H 8 M+ ye Sa nk--3n—Kk —2 eats: a 


wenn 6 die Operation (x aq +0 x) bedeutet. 


Nun haben wir bereits weiter oben gesehen, dass 6°4-4H immer 
verschwindet, wenn 64(a@1), verschwindet, dass also 6°4-4 H den Aus- 
druck 6*(a@1), als Factor enthilt; und zwar ergiebt die Rechnung: 


(k—1) (k—2) at 0?(ael), O*(aal),y 


G4 Hae , 0 (ae 1,024} (% 


Al(a—1)! (A—2)! '\ Gada / oa Gat }? 


(k—1) (k—A) . 2 , . 

a \ 24—4 , 

= raat (ard H,,(a@1), 
wenn H,,(aa@1) die Unterdeterminante von H(aa@1) bezeichnet, welche 
durch Weglassen der dritten Horizontal- und Verticalreihe entsteht. 

Setzen wir diesen Werth von 6°’-*H in die Gleichung (2a) ein, 

so erhalten wir eine homogene Gleichung in r und g vom Grade 24 — 4: 
k—1) (k—4)(24—4)! 


(2) ; 
(A—1)!(4 —2)!(34—4)! 


(aa Lyn 0°44 H1,.,. (a a 1) +t. 024-4 M 
 — 24-4 a 


+ k—1)(n—k)a!+k?—nk+ 3n—k—2 (@a@1)44 ratiate 


Diese Gleichung bestimmt 24 — 4 Verhiiltnisse 7;:0;, welche in Glei- 
chung (1) eingesetzt, diese 2u einer reinen Gleichung 4" Grades in 
r; machen und somit die geforderte Berechnung der Constanten 7; 9; 
ermdglichen. 

Wir haben also den Satz bewiesen: Besitzt eine Fliiche einen k- 
fachen Punkt und in diesem einen Tangentialkegel mit einer 4-fachen 
Kante «:y:2—=a:a:1, so bestehen die Zweige der parabolischen 
Curve, welche diese Kante zur Tangenle haben, aus 4 superlinearen 
Zweigen von der Ordnung 4 + 1 und aus 24 — 4 superlinearen Zweigen 
von der Ordnung i. 

Im Anschluss hieran mag noch der Fall erledigt werden, wo der 
Tangentialkegel im k-fachen Punkte in eine Ebene g = 0 und einen 
Kegel (4 — 1)'* Ordnung w—;=—O0 zerfallt. Wir untersuchen hier 
natiirlich nur diejenigen Curveniiste, deren Tangenten in der Ebene 
g = 0 liegen. Zuniichst giebt es (4k—4) lineare Zweige von der Form 
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a=—aze+be2*+.---, yeas+Ppe24+.--, 
deren Tangenten sich durch die Gleichungen bestimmen: 
g(aal)=0, Og9- (a@lji + (ael)y =O, 
2(a01)p41 H,Og + 2(ae1ljpiiiM+A=—O0, 
wenn H(w) =g- H,(u,) und 0 wiederum die Operation 
C o 
(0 ja TP se) 
bezeichnet. 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 
— 2(aelagi? 2 — + 2(aetpyrM +A—0, 


aa!) , 
eine Gleichung, welche vom Grade 4k — 4 in aa ist und mit g=0 
zusammen die gesuchten Tangenten liefert. H,(a@1) ist niamlich, 
unter Zuhilfenahme von g = 0, durch (a@1),_; dividirbar, denn die 
Geraden g = 0, (a@1),_1 = 0 liegen auch auf H,(aa1) = 0. 
Es giebt ferner (k — 1) superlineare Zweige, deren Reihen nach 
1 


Potenzen von 2° fortschreiten: 
A 5 4 fh 


a=ae+ ebe’ + ec2°+.-- + yeast epz” + eye  +.. +3 


ihre Constanten bestimmen sich durch folgende Gleichungen: 


Erstens: g=090, (aa@1),,—0; 

dieselben ergeben i — 1 Werthepaare a, a; 

zweitens: a2 . 1 = 1 = 0; 
zweitens ( Aa +p ~~) (aa 1),_4 O0(a@1)p—-1 ); 


diese Gleichung sagt nichts Anderes, als dass die Gerade x:y:z2=b: 8:0 
in der Ebene liegt, welche m4, =O lings der Kante z:y:z—=a:a:1 
berthrt. Der Kegel H,(u,) = 0 besitzt aber in dieser Kante dieselbe 
Tangentialebene, also gilt auch die Gleichung: 06H, = 0 und folglich: 
O(aal1), 5 ; O(a@@l1), 5 be oH, , eH, 
da i Oa Oa * Gea 
Zur Berechnung von b und # hat man noch die Gleichungen: 
1 ov, . C C 
; 09 0°?(a@1), 4 + dg(c +? 3 _) (awl) + (a@1)jir = 0, 


Ca 
(a0@1).4,090° H, + 2(a@1)ri dy (¢ £ +y A) H,+2(ae1).4,M+A=0, 


welche sich vermége obiger Relationen auf: 
oH, 


oa 


2b) (aecl)p41090°H, — (aed )pys : (og 0?(a@a@1),-1 + 2(a@1)ny 1) 
1 


(Gel), 
oa 


+2 (ae1)4,:M+A=0 
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reduciren. Aus den Gleichungen (2a) und (2b) berechnen sich nun 
die Constanten b und 6. Ausser diesen Curvenzweigen, welche die Ebene 
g =O beriihren, giebt es noch (k—1)(3k—9) mit den Tangenten 
(aal),1=—0, H,(aa1) = 0, und (k—1) (K+1) mit den Tangenten 
(a@l)p1 =O, (ae@1).4, = 0. Bildet man nun die Summe aller Curven- 
iste, indem man die superlinearen Zweige mit der zugehdrigen Multi- 
plicitaét zihlt, so findet man k(4k —5)+ 1, also einen Curvenast 
mehr, als in einem k-fachen Punkt, dessen Tangentialkegel nicht 
zerfallt. 

§ 4. 


Kin besonderes Interesse wird die parabolische Curve in den 
biplanaren und uniplanaren Knotenpunkten bieten, welche wir desshalb 
hier besonders behandeln. Schon aus den vorhergehenden Betrachtungen 
ergiebt sich, dass diese Curve in einem biplanaren Knotenpunkte § 
Aeste besitzt, und wir fragen uns nach ihrer Lage in den einzelnen 
Fiillen. Wir setzen die Gleichung der Fliche in der Form voraus: 


f= xy + (%y2)s + (%y8), + + = TY + Hy + uy +--+ = 0. 


Dann wird die gre la der Hesse’schen Fliche: 


2 _ *—?2, “ OP Us +()y— = Cus 
(w—1y? m—i”~4 oz m—1 3 G2 
i n—2 ay Or uy 42 Cus Cus __ 9 Gus CPUs —- 
m—1 °* oz O22 Oxdy Oz0x OzdYy 7 . 


Ist nun der biplanare Knotenpunkt ein B,, d. h. ist der Coefficient 
von 2° in uw, von Null verschieden, so erhalten wir Curveniiste von 


der Form: 


=be+oe+---, ytae+h2+y28+--+-, t—1,2,3,4, 


wobei sich die Constanten a; und b; durch die Gleichungen bestimmen: 


(1) oe 
-2 nz 0 2 ) 
und nai Oe pe Ol), + [5,001] —, —, («1)s 4 4 (Oal), = 0, 
oder: 
es a, , 72 
(2) — 2(0@1), ne (O@1), + A oan} =. 


' s Me ge 
Es mag hierbei noch einmal erwiihnt werden, dass ge al)s, ete. 


den Werth von = , ete. fir x: y:2—=0:a:1 bedeutet. 


Ebenso findet man 4 Aeste von der Form: 


v= re + 527 + ta +---, y= 6,22 + 722 +-.--, t= 1,2,3, 4. 


wo die r; und 6; den Gleichungen geniigen: 
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‘ a a 2 
6r+(r01),—=0, —2(r01), Fe (rOW,+| 3; (701)s] = 
In einem biplanaren Punkt B, besitet die Hesse’ sche eae he einen 
dreifachen (triplanaren) Punkt mit dem Tangentialkegel sy - ons = 0; 
die parabolische Curve*) weist daselbst 8 lineare Zweige auf, von denen 
4 die Ebene x =0 und 4 die Ebene y = 0 beriihren. 
Ganz anders verhilt es sich mit einem biplanaren Knotenpunkt 


B,. Derselbe entsteht, wenn der Coefficient von 2° in u, verschwindet. 
Zwar besitzt alsdann H immer noch einen triplanaren Knotenpunkt, 





° . uU 
aber die drei Ebenen a = 0, y =O, ous = () schneiden sich in einer 


Geraden. Die Gleichung (2), welche sich durch: 
az 0 2 
a=2, —2(Oye), pat (Oya)y ++ | oe (( v2) | - 


ersetzen liisst, wird unter der angegebenen Bedingung von ¢ villig 
frei, liefert also 4 Wurzeln «a = 0. Um diese Behauptung zu erweisen, 
braucht man nur jene Gleichung nach ¢ zu differentiiren, wodurch 


: : : a , 
dieselbe identisch verschwindet, da ra (Oyz), = 0 ist. 

Man erkennt also zuniichst, dass alle 8 Curvenzweige der para- 
bolischen Curve die singuliire Gerade x =—0, y = 0 des Knotenpunktes 
beriihren; ihr weiteres Verhalten stellt sich aber folgendermassen. 
Setzt man: 


U, = Aaa eegteE ate Scg A tips + 3ray? + sy’, 
j=met + (tat+uy)+- uU,=ve+. 

so kann man die iullitatiaee der Reihen berechnen. Man erhiilt 

so zwei lineare Zweige: 


=dP fee. y= Bet yetees, 


wo sich b und # aus den Gleichungen bestimmen: 


bB+hb+ipB+m=0, (hb+iB) (hi—m) + 2m(hi—m) =0, 
also: 
— m+V m2 — mhi — m= Vm? — mhi 
b = = » p=- ——. 
h a 
Die erste der beiden Gleichungen entsteht, wenn man den Coefficien- 
ten von 2‘ in f gleich Null setzt, die zweite Gleichung folgt ebenso 
aus dem Coefficienten von 2° in H. 
Ferner giebt es einen superlinearen Zweig mit den Reihen: 
7 8 


4 ) 
a=cetede*+eee°+--, yeas +eBe'+ye2+.--, 8=1, 


*) Zeuthen, a. a. O. X, p. 490. 
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Und zwar hat man zur Berechnung der Constanten die Gleichungen: 


c=—i, d=—ga, “| 4 — 4s] —4m-+ 4hi=0, 





welche letztere durch Nullsetzen des Coefficienten von ¢ * in H ent | 
steht. d 
Ebenso giebt es einen superlinearen Zweig mit den Reihen: 8 
1 a a 
a=eae +ebe*+.--, yoyettedz*+.-.-., e—1, § 
wo analog: . 
k2 2 : 

y=—h, d=—ka, a’ [ —- 4p| —4m-+ 4hi=0. u 
d 
In einem biplanaren Knotenpunkt B, besteht die parabolische Curve aus k 
zwes linearen Zweigen und aus zwei superlinearen Zweigen von der n 
Ordnung 3, welche alle die singuldre Gerade x = 0, y = 0 beriihren. a 
Geht man zu einem biplanaren Knotenpunkt B, iiber, so kommt P 
zu den friiheren Bedingungsgleichungen noch die weitere: m= hi Si 
hinzu, wodurch ersichtlich die vorhergehenden Entwicklungen illusorisch d 

werden. Die beiden linearen Zweige des B, sind hier mit einander 
verzweigt und bilden einen Curvenast mit Spitze, dessen Reihen sind: h 
5 5 St 
a=bertes*+dei+---, y= petye'+de+--- . 
\ 


Die Constanten b, 6 bestimmen sich aus: 
bpB+bh+ Bit hi=O0 
und: 
(hb + iB + 2hi) (hu + it —v —h’g — 2bhi — 7k) = 0; 


es kommt also: b = —i, B = —h. Unter Beriicksichtigung dieser 
Werthe ergeben sich fiir die Constanten c, y die Gleichungen: 


cy =hu+it—v —h’'g—2lhi—?k, he+iy=0. 


a li RELI GEE LE I Mi tg? 
SS oc 


Ferner findet man einen superlinearen Zweig mit den Reihen: : 
7 8 5 7 

a=c22tede® + sez? +--+, ye Be* +ye+ted2* +---, B=, ; ou 

wobei: ) P 
c= —-i, d=0, e=— gf, ; 

f Bio 

| - 4s + 4(hu + it —v —hg —2lhi — ®k) =0. y 

Ebenso findet man einen superlinearen Zweig mit den Leihen: ; 

5 7 7 S i 

a=ebe® +ez2tedz* ++, y=ypetede” tens? +t---, 8=1, e 

wobei: K 
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yo=—h, d=0, »=—kb, 


a “ 4p] + 4(hu + it — vo — tg — 2lhi — Pk) = 0, 


Die parabolische Curve besitet also in einem B, acht Curvenzweige, von 
denen ein Mal zwei und zwei Mal drei verzweigt sind, so dass sie drei 
superlineare Zweige von den Ordnungen 2, 3, 3 resp. bilden. 

Soll der B,; in einen BP, iibergehen, so muss: 

h?g+ 2lhit+?k—hu—it+v=0 

werden; dann werden abermals die vorhergehenden Entwicklungen 
unzulissig. Ohne hier die Rechnungen anzugeben, welche an Stelle 
der voranstehenden zu substituiren sind, mag hier nur das Resultat 
kurz angegeben werden. Es giebt auch hier zwei Reihenpaare, welche 
mit #==—i2e?+---, y=—he?+.--- beginnen, dieselben sind 
aber nicht verzweigt, wie vorher, sondern schreiten nach ganzen 
Potenzen von ¢ fort. Sie stellen also zwei lineare Zweige dar, welche 
sich osculiren. An Stelle der beiden superlinearen Zweige treten je 
drei lineare sich beriihrende Zweige. 

Aus den Resultaten, die wir hier fiir den B,, B,, B, und B, gewonnen 
haben, lisst sich auf den allgemeinen biplanaren Knotenpunkt B, 
schliessen. Die parabolische Curve in einem J, besitzt wiederum acht 
Curvenzweige. Zuniichst giebt es zwei unter diesen Zweigen, deren 
Reihen fiir gerades k nach ganzen Potenzen von zg fortschreiten und 


’ k 1: - —— ; 
in den - ersten Gliedern iibereinstimmen; ist dagegen k ungerade, so 


; "ial , at Pc laee 
stimmen die beiden Reihen nur in den —~— ersten Gliedern itiberein 


und schreiten dann nach halben Potenzen von ¢z fort, die beiden 
Zweige sind also verzweigt. (Das Gesagte erleidet eine Ausnahme fiir 
den B,). Die 6 iibrigen Curveniiste gehéren zwei Mal zu 3 zusammen. 
Die Reihen dreier zusammengehdriger Aeste zeigen, wie man sie auch 
projiciren mag, folgende Kigenthiimlichkeit. Sie beginnen mit ganzen 
Potenzen von ¢ und steigen bis zur Potenz 2” an, wo m die erste 
unter = liegende ganze Zahl bedeutet. Soweit sind die drei Reihen- 
paare identisch, das niichste in den einzelnen Reihen verschiedene 
k 
Glied ist dann 2°. Die drei Curveniiste bilden also einen superlinearen 
Zweig, wenn & nicht ein Vielfaches von 3 ist, dagegen bilden sie 
drei lineare Zweige, wenn k ein Vielfaches von 3 ist. Einen Beweis 
fiir diesen Satz kann ich nicht angeben, jedoch wird derselbe dadurch 
fiusserst wahrscheinlich gemacht, dass die Hesse’sche Fliiche in 
einem biplanaren Knotenpunkt der gegebenen Fiche einen triplanaren 
Knotenpunkt besitzt; zwei von den 3 singuliiren Ebenen fallen mit den 


q* 
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singuliiren Ebenen des B, zusammen, wihrend die dritte durch die 
singuliire Gerade hindurchgeht. Bedenkt man noch, dass man jeden 
B, durch Zusammenriicken gewoéhnlicher Knotenpunkte, worunter ein 
B, sein kann, entstehen lassen kann, so wird man erkennen, dass 
Curveniiste von der besprochenen Gestalt auftreten miissen. 

Es ist noch zu betonen, dass sich das Gesagte nur auf einen 
allgemeinen B, bezieht, fiir einen speciellen B, jedoch mancherlei 
Abiinderung erfihrt. So treten z. B. beim B, an Stelle des super- 

4 


linearen Zweiges = cz? +--+, y= eae +--+ vier sich schnei- 
dende lineare Zweige, wenn g*® — 4is = 0 ist. 

Besitzt eine Fliche einen uniplanaren Knotenpunkt, so liisst sie 
sich in der Form schreiben: 


f = x? + (xyz), + (wy2), +--+ = 9. 
Ihre Hesse’sche Fliche wird alsdann: 
H a—3 , Cu, \2 Cu, Cu; 
— == L <a — ee --e+- oO) 
(m — 1)* a9." I oy a2) oy aa | + ? 


d. h. sie besitzt einen vierfachen Punkt, dessen Tangentialkegel aus 
der doppelten Ebene x0 und aus einem Kegel 2. Ord. besteht. 
Die parabolische Curve*) besitet daselbst 10 Curvendste, deren Tangenten 
2 ‘ n2 ~ 2 ~ 

sich durch a? =0, (Oyz), [(oyae (Oy2)s)° — oan ¢ | on 0 
bestimmen. In den Tangenten x = 0, (Oyz), =O beriihren sich im 
Allgemeinen je zwei lineare Zweige unserer Curve, wihrend die beiden 
anderen Tangenten je einem Zweige mit Spitze angehdren. 

Von besonderem Interesse ist hier der Fall, wo (Oyz), eine dritte 
Potenz ist, worauf wir auch spiiter noch zuriickkommen werden. 
Geometrisch bedeutet das, dass die drei Tangenten im dreifachen 
Punkte der Curve in der singuliiren Ebene zusammenfallen. Dann 
spaltet sich der Klammerausdruck in H in zwei lineare Factoren, und 
zwar ist x selbst einer dieser beiden Factoren. Der Tangentialkegel 
der Hesse’schen Fliiche im singuliren Punkt wird desshalb in die 
dreifach geziihlte Ebene =O und in eine weitere Ebene zerfallen. 
Die parabolische Curve schickt im Ganzen 11 Zweige durch den uni- 
planaren Knotenpunkt; von diesen sind drei Mal drei verzweigt; wiih- 
rend die beiden anderen linear sind und sich beriihren. Bezeichnet man: 


u, = fy® + x(ge? + 2hey + iy*) + a? (jz + ky) + Ia, 
u, = met+Anay+ 6pey+4qzey+ry'+2(-)+2?(-)+4°(-)+2', 


so bestimmen sich die Coefficienten ¢;, «; der drei superlinearen Zweige 


3. Ordnung: 


*) Zeuthen a. a. O. X, p. 500. 
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7 4 5 
a=coe+teda’ +---, ymease® + ep2° +--., 


a —_* © 9 
e=—ol, i=l, 2, 3, 


durch die Gleichungen: 
e+ fai+ge+m=0 
fa (ge + 6m) + 4mge + 8m 
go’ + (g? + 6m) ce + 3mge — 2m? = 0. 
Die Coefficienten b;, B; der beiden linearen Zweige: 


c=be+oe+-+- y= Pep+ye+-- ti=—1, 2, 


folgen aus: 


ow 


od, 
oder: 


b+ gb+m=—0)0, 
und einer linearen Gleichung fir £. 

Eine weitere Specialisirung tritt ein, wenn in w, auch noch g =0 
wird, also der Coefficient von x in w, den Factor y enthilt. Es fallen 
also, wie vorher, die drei Tangenten im dreifachen Punkte der Curve 
in der singuliiren Ebene mit der Geraden x =0, y=O zusammen; 
ausserdem schneidet jede Ebene durch’ diese Gerade die Fliche in zwei 
sich beriihrenden Aesten, deren Kriimmung im Beriihrungspunkte die- 
selbe ist. Dann beginnt die Gleichung der Hesse’schen Fliche mit: 
‘ = 4h?x', d. h. der Tangentialkegel derselben im singuliiren Punkt 
ist die vierfach gezihlte Ebene « = 0. Die parabolische Curve besitzt 
jetzt 12 Zweige. Es giebt niimlich zwei superlineare Zweige: 


7 4 5 
, 3 3 ‘ ry 
a= oer +edsa’ +--+ yoeeaya” + &B2z° +--,, 
eal, i=l, 2, 
wo: 
, +e 
e+tfe+m=0, und ee — zm=0. 
Ferner giebt es wieder zwei lineare sich beriihrende Zweige: 
, a2 2g — o . 
© = be? + ca ++, y= P22 +e +--+ i=—1,2, 
Wo: 


Y+m=0, GmfpB+ 4mib + 24mp — 3mh? — 4hbn— 12n? =0. 
Endlich giebt es zwei superlineare Zweige 2. Ordnung (Spitzen): 
‘ 3 


eer eee y=aet pert: t=1, 2, 


ve] eo 


= + biz 


wo: 


b+ fei=O0, und 9fa(m+ 2na + pa?) — 2h?b? =0, 


oder: 


Of(m + 2a + pa®) + 2fh? a? = 0. 
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Wir haben seither nur die vielfachen Punkte einer gegebenen 
Fliiche betrachtet; es eriibrigt uns noch das Verhalten der Hesse’ schen 
Fiche in solchen einfachen Punkten der gegebenen Fliiche zu unter- 
suchen, in welchen die Tangentialebene cine Curve mit drei- oder mehr- 
fachem Punkte ausschneidet. Machen wir jenen Punkt zum Coordinaten- 
anfangspunkt und die Ebene x == 0 zur Taugentialebene, so kann man 
die Gleichung der Fliiche schreiben: 


f = «+ (xyz), + (yz), + eo =a Q) =x“£+u,+u,+u,+-:-- ; 4 
Besitzt die Curve in der Tangentialebene einen x fachen Punkt 
5 , 
so miissen die Gleichungen: 
(yz), =0, (Oyz,) == 0, +++ Oyz)e1=0 
erfallt sein. 
Bildet man die Determinante der zweiten Differentialquotienten, 
und achtet man blos auf die Glieder, welche entweder in x oder in 
y, 2 von niedrigster Dimension sind, so erhilt man: 
uit u? urs n—l 
ui? us? + (Oyz)? u®+(Oyz)  (n—2)uz+(Oyz)? 
13 32 » \32 33 \33 9 3 o\3 
uw! us? + (Oyz)? us +t (Oy z)3 (n—2)u3+ (Oyz)3 
n—1 (n—2)ui+(Oyz)? (n—2)ui+(Oyz) (n—1)(m —2)x-+-(n —k) (nm —k—1) (Oy zy 


Hieraus ersieht man, dass H die Form annimmt: 
a Oyz)- (Oy z)3 — (Oyz)22 (Oyz) +. 
(n— 1)? = |( Y2), (Uy 2); Yay yz)r| 
+ “L(y 2s a+: ‘} at. a* { const. +.-- } +.--=0, 


Der erste Klammerausdruck ist vom Grade 2k — 4 in yz, sodass 
die Hesse’sche Fliche in =0, y=0, ¢ =O einen uniplanaren 
Knotenpunkt besitzt; seine singuliire Ebene «=O schneidet dieselbe 
in einer Curve mit (2k — 4) fachem Punkte. Die parabolische Curve 
muss als Schnitt von f mit H aus 24 — 4 Aesten bestehen mit den 
Reihen : 

- ok ak-+ » 2 & ) }]. 
go pe+qaéet+.--- yeast pe+t---, i—1,2,---,2k —4. 

Die «; geniigen dabei der Gleichung: 

22 33 Jj ie 

(Oa 1)? (Oa 1)? [(Oa1 i]? = 0 
d. h. die Tangenten der parabolischen Curve in dem betrachteten Punkte 
liegen in der Ebene x =O wnd sind dargestellt durch die gleich Null 
gesetzte Hesse’ sche Form der bindren Form (0 yz);. 
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Kir den Fall*) k =3 ist noch zu bemerken, dass H =O nur 
einen gewohnlichen Knotenpunkt besitzt, wiihrend fiir die beiden Aeste 


len der parabolischen Curve auch hier noch das vorher Gesagte Giiltig- 
ren keit hat. 
; 
cer- 
6. 
hr- 5 
“n- Es ist schliesslich noch die Hesse’sche Fliiche in den vielfachen 
an Curven einer gegebenen Fliiche zu studiren, und wir wollen uns in 


diesem Paragraphen mit den Doppelcurven beschiftigen. Schon aus 
. den Resultaten, die wir bei den biplanaren Knotenpunkten gewonnen 
4 haben, kénnen wir schliessen, dass im Allgemeinen die Hesse’sche 
kt, Fliiche die Doppeleurve zur dreifachen Curve hat und dass zwei Miintel 
der Hesse’schen die beiden Mintel der gegebenen Fliche beriihren, 
so dass die Doppelcurve als Schniticurve von f =O mit H =0 acht- 
fach zéhlt. Dieses Resultat soll jedoch hier direct abgeleitet werden. 
Bezeichnen wir die Gleichung der Fiche mit U=0, so schneiden 
ms sich die 4 Fliichen: 
in ria ate ‘ae " 
a = U,=0, = = U,=0, ee == UJ, = (), = i U,=0 
in der Doppelcurve C unserer Fliche. Die Coordinaten der Punkte 
dieser Curve C nennen wir &, 9, €, w. Die Tangentialebene von 
U; = 0 in einem Punkte der Curve C ist: 
) (Oye) x(Us) + y(Uis) + #(Uis) + (Us) = 0, 
wo (U;,) den Werth U;, geschrieben in § y € @ bedeutet. 
Die vier Tangentialebenen in demselben Punkte von C schneiden 
sich aber in einer Geraden, der Tangente von C. Daraus folgt, dass 
simmitliche dreigliedrigen Unterdeterminanten der Determinante: 





ass (Ui) (Ure) (Uis) (Gis) | 
ren (U2) (U 4») (Uy) (U,,;) 
Ibe (U3). : | 
rve (U,) ° ‘ . 
len verschwinden, 
So gelten die Relationen: 
es A, (Wir) + 4, (Vis) + 4,(Uis) = 9, t= 1, 2,3, 4, 
wenn £2:y:2—=A4,:4,:4, den Schnittpunkt einer Tangente von C 
mit der Ebene w= 0 darstellt. Mit Riicksicht hierauf bringt man H 
kte auf die Form: 
ull 


*) Kinen solchen Punkt nennt Zeuthen Osculationspunkt; vergl. hierzu 
a. a. O, Bd. X, pg. 501 f. 


i=] 
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U, 1 ? Uy» ? Ps A; Uz i 5) U, 


ee te, ee aD 


U, ? U, ? = dj U; ? 


n—1l1 


(mn — 1)*4,? 


M 
> 
S 


Dabei sind die Summen iiber ¢ und & von 1 bis 3 zu nehmen. 

Setzt man nun in H fiir die Variabeln w2yzw die Coordinaten 
—,7,,@ irgend eines Punktes von C ein, so erkennt man, dass H 
verschwindet. Es verschwinden nimlich (U,) und (U,) und ebenso 


3 
>! (Ud; wenn nur die 4 jedes Mal so gewihlt sind, dass der 


1 
Punkt 4,, 4,, 4,,0 auf der Tangente von C in &n£€q@ liegt. (Die Con- 
stanten 4, 4,4, iindern sich folglich noch mit §y§@). Ferner ver- 


3 
, , a? . 
schwindet (U) vom zweiten Grade, und auch Ss 4;(U;) verschwindet 
1 
vom zweiten Grade, da ersichtlich auch alle Differentialquotienten 
dieses Ausdruckes Null werden. Endlich wird 


> AiAx (Un) = > iy 4i( Uzi) = 0 
1 1 1 1 


und zwar vom ersten Grade. Daraus folgt, dass H, gebildet fiir die 
Werthe &, 7, €, @, aus einem Theile besteht, der vom 3. Grade Null 
wird, und aus einem Theile, der vom 4. Grade Null wird; die Hesse’- 
sche Fliche besitzt also die Curve C als dreifache Curve. Um die 
drei Tangentialebenen in einem Punkte P dieser Curve zu erhalten, 
hat man nur auf den ersten Theil von H Riicksicht zu nehmen, welcher 
fiir diese Curve vom dritten Grade verschwindet, 


? 


niimlich: 


3 3 Uy iE U; 3 2 
ge AjAy Vix - Un Ux Us => Ss Aya Uin- A. 
- = U, U, af ye 


™ n—1 
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Die eine der gesuchten 3 Tangentialebenen ist: 


Pe 4 Aj Ay (@(Uiix) + y( Unix) + 2(Usix) + w(Usix)) = 9; 


sie geht offenbar durch die bez. Tangente der Curve C hindurch. Die 
beiden andern Tangentialebenen in P fallen mit den beiden Tangential- 
ebenen unserer Fliiche in P zusammen. Dieses Ebenenpaar ist niimlich 
durch: 


a (U4) + y? (Uy) + 27( 33) + w?(U yy) + 2xy( Uj.) 
+ 22w(U;,) +--+ =9 


dargestellt. Unsere Behauptung ist also erwiesen, sobald wir gezeigt 
haben, dass die zweiten Differentialquotienten ‘von A sich von den 
bez. Differentialquotienten von U nur um einen gleichen Factor unter- 
scheiden, wenn beide Male xyzw durch §§o ersetzt wird. Bezeichnet 
man die zweiten Differentialquotienten von A geschrieben in §nfa, 
analog dem Friiheren mit (A;,), so ist 


(U;;) (Uy2) — 2(Uix) (U4,). (U2) 0 | 
(An) = (Ux,) (Uy) 2(U sx) ee (U,,) (Uy) ) 

|(Un) (Ue) 54 (Ua)| | Ua) (Ux) — =] Uw) 
(Oi) = — aa [( U1) (Uo2) — (Uy2)(U;2)] (Uix), womit in der That 


die obige Behauptung erwiesen ist. 

Es ist nun weiter die Frage, in welchen Punkten wird die Doppel- 
curve von der eigentlichen parabolischen Curve geschnitten? In einem 
gewohnlichen Punkte der Doppeleurve C kann dies offenbar nur dann 
geschehen, wenn derselbe fiir einen der beiden Mintel unserer Fiche 
parabolischer Punkt ist. Es schneidet alsdann eine der beiden Tangential- 
ebenen in diesem Punkt eine Curve mit Spitze aus, und die Spitzen- 
tangente giebt die Richtung an, unter welcher die parabolische Curve 
die Curve C schneidet. Eine zweite Méglichkeit ist die, dass eine der 
beiden Tangentialebenen eine Curve mit vierfachem Punkt (statt wie 
gewohnlich mit dreifachem Punkt) ausschneidet. Einer der vier Curven- 
liste stellt hier den Durchschnitt der Tangentialebene mit dem nicht 
beriihrten Mantel dar, indessen die drei tibrigen Aeste den Durch- 
schnitt mit dem berithrten Mantel bilden. Es ist also dieser Punkt 
fiir den einen Mantel von der in §5 beschriebenen Art, und es gehen 
folglich durch ihn zwei Aeste der parabolischen Curve hindurch, deren 
Tangenten genau wie a. a. O. bestimmt werden; der andere Mantel 
iibt keinen Kinfluss. 

Ferner sind noch die Cuspidalpunkte der Doppelcurve zu beachten, 
fiir welche die beiden Tangentialebenen zusainmenfallen. Diese Punkte 
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sind uniplanare Knotenpunkte; die Hesse’sche Fliche besitzt desshalb 
dort einen vierfachen Punkt, vergl. § 4. Die parabolische Curve*) 
schickt durch einen solchen Punkt zwei sich beriihrende Aeste, deren 
gemeinsame Tangente mit der singuliiren Tangente im Cuspidalpunkt, 
Dorsallinie genannt, zusammenfiallt; wie die beziiglichen NReihenent- 
wicklungen leicht ergeben. Schliesslich wiire noch der dreifachen 
Punkte der Doppeleurve zu gedenken; die parabolische Curve wird sie 
im Allgemeinen nicht enthalten. 

Das gewonnene Resultat lautet nun: Die Doppelcurve einer Fliche 
ist fiir ihre Hesse’sche Fliche dreifache Curve; zwei der drei Méntel 
durch diese Curve beriihren die beiden Méintel der gegebenen Fliche; 
die Curve zéhlt somib als Durchschnitt beider F lichen achtfach. Die 
parabolische Curve trifft die Doppelcurve in allen solchen Punkten, 
welche fiir einen Mantel (mit Weglassung des andern) parabolische 
Punkte sind; ausserdem besitzt sie in jedem Cuspidalpunkt zwei lineare 
Aeste, welche die Dorsallinie zur gemeinsamen Tangente haben. 

Ist die Doppelcurve eine Doppelgerade, so bekommt die Hesse’ sche 
Fliiche eine vierfache Gerade; jedoch ziéhlt diese Gerade als Durchschnitt 
beider Fliichen, genau wie vorher, achtfach. 


§ 7. 

Schreiten wir jetzt.zur Betrachtung der Verhiiltnisse, welche bei 
einer Riickkehrcurve obwalten. Zuniichst ist bekannt, dass fiir jeden 
Punkt &, 4, €, w der Riickkehreurve FR alle zweigliedrigen Unter- 
determinanten der Hesse’schen Determinante verschwinden miissen. 
Man iiberzeugt sich sehr leicht, dass in Folge dessen die Curve R 
eine vierfache Curve der Hesse’schen Fliche ist. Um nun weiter 
die gegenseitige Lage der vier, sich in der Curve R durchsetzenden 
Fliichenmiintel zu ermitteln, miissen wir einige Siitze iiber das Ver- 
halten einer Fliche lings einer Riickkehreurve vorausschicken. 

Zu diesem Zwecke verlegen wir den Anfangspunkt des Coordi- 
natensystem auf die Curve 2}, machen die Tangente von Ff in diesem 
Punkt zur Axe z = 0, y = 0, und die Tangentialebene unserer Fliiche 
zur Ebene « =0. Dann lisst sich die Riickkehreurve durch zwei 
Potenzreihen: 

cmottobt-.., ymoetoet--, 
darstellen. Nun stellen aber alle zweigliedrigen Unterdeterminanten 
der Hesse’schen Determinante Fliichen dar, welche die Curve R 
enthalten; setzt manu also in diesen Unterdeterminanten fiir 2 und y 
ihre Reihen ein, so miissen dieselben identisch verschwinden. Diese 


*) Zeuthen, a. a, O. Bd. IX, p. 477. 
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Ideuntititen liefern einestheils die Bestimmungsgleichungen fiir die 
Constanten 9 @,66,,..., anderntheils eine Reihe von LRelationen, 
welche die Constanten der Flichengleichung mit einander verkuiipfen. 
Schreibt man die Gleichung der Fliche: 


fae tutu tees, 


so findet man zunichst, dass in «, die von x freien Glieder alle ver- 
schwinden bis auf y’. Demnach kann man setzen: 


u, =ay> + v(b2* + 2czy + dy’) + a2(ez + fy) + 92’, 
u, = ket + 4ley + 6ma2?y? + 4pzy® + qy' 

+ a(r2e2 + 3s2*y + 3tzy? + uy®)+--:-, 
U, = ae? +--+ 


Es bestimmen sich dann die Constanten @ und g, durch: 
e=-—-, 6ao, — db — 2c? + 12m=—0; 
zugleich findet man als die einfachsten Relationen die folgenden: 


4l—=be, kaw, ome. 

Nach der Darstellung der Curve R durch Reihen ist ihre Oscula- 
tionsebene im Anfangspunkt durch 9,2 — ey =O repriisentirt, wir 
kénnen desshalb folgenden Satz aussprechen: Die Tangentialebene 
einer I'liiche in einem Punkte ihrer Riickkehrcurve schneidet eine Curve 
mit dreifachem Punkte aus, deren drei Aeste mit einander verzweigt 
sind; ihre gemeinsame Tangente fallt mit der Tangente der Riickkehr- 
curve zusammen. IFdllt die Osculationsebene in jenem Punkt der Curve 
mit der Tangentialebene der Fliiche*) zusammen, so besteht die Schnittcwrve 
in dieser Ebene aus drei sich beriihrenden linearen Zweigen, deren ge- 
meinsame Tangente wiederum die Riickehrcurve beriihrt. In dem letzten 
Falle wird niimlich g und also auch b, 1, k% und @ gleich Null, woraus 
die Behauptung sofort folgt. 

Bei den developpabeln Fliichen tritt bekanntlich der letztgenannte 
Fall ein. Man kann desshalb die beiden Fille auch dadurch unter- 
scheiden, dass man von I’ldchen spricht, welche sich ldngs ihrer Riick- 
hehreurve wie eine abwickelbare Fldche verhalten, und von _ solchen, 
welche dies nicht thun. 

Die Hesse’sche Fliche besitzt die Curve R als vierfache Curve; 
die vier Tangentialebenen an die vier Mantel im Anfangspunkt werden 
(vergl. § 4) im ersten Falle durch: 


*) Zeuthen, a. a, O, Bd, X, pag, 458 f. 
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a? (ca? — bdz? — 3dabry) = 0, 
im zweiten Falle durch x?(cx?) = 0 dargestellt. 

Im ersteren Falle sind zwei Mintel der Hesse’ schen Fliiche lings 
der Curve R verzweigt, d. h. sie bilden einen einzigen Flichentheil mit 
der Riickkehrcurve R, wobei die Tangentialebenen lings dieser Curve 
zugleich die Tangentialebenen der gegebenen Filiiche sind; ein dritter 
einfach durch R verlaufender Mantel durchsetzt diese Curve in der 
Richtung der genannten Tangentialebenen, wihrend der vierte Mantel 
die Curve R einfach enthdlt, aber keine sonst ausgezeichnete Lage 
besitzt. Die Curve R zdhlt also hier als Schnitt der gegebenen und der 
Hesse’ schen Fliiche 1\fach. Im letzteren Falle sind je zwei Mal 
zwei Mintel der Hesse’ schen Fliche verzweigt, d. h. sie bilden je 
einen einzigen Flichentheil mit der Riickkehreurve R; die Tangential- 
ebenen in den Punkten dieser Curve an die beiden Flichentheile stimmen’ 
unter sich und mit den beziiglichen Tangentialebenen der gegebenen EF liiche 
iiberein. Die Curve R 2ziihlt demgemdss als Schnittcurve von f = 0 
und H=O 12fach. Die angegebene Verzweigung der Mintel lings 
der Curve R erkennt man aus der Verzweigung der Schnittcurve von 
H =O mit z= 0, die man leicht bestimmen kann. 

Ist die Fiche mit Riickkehrcurve die abwickelbare Fliiche dieser 
Curve, so zerfillt die Hesse’sche Fliiche, wie Cayley*) gezeigt hat, 
in zwei Theile, nimlich in die abwickelbare Fliche selbst und in eine 
Flaiche (8n—8). Ordnung, welche Cayley als Pro-Hessian bezeichnet. 
Diese letztere Fliche hat nach dem Vorhergehenden die Curve R 
ebenfalls zur Riickkehreurve und sie beriihrt dic developpable Fliche 
lings dieser Curve. 

Besitzt nun eine Fliche eine gewodhnliche Riickkehreurve 2, in 
deren Nihe sie sich nicht wie eine abwickelbare Fliiche verhilt, so 
bleibt noch die Frage zu beantworten, wo wird diese Curve von der 
eigentlichen parabolischen Curve geschnitten? Es sind das nach dem 
Obigen zuniichst alle die Punkte, fiir welche die Osculationsebene von 
R mit der Tangentialebene der Fliche zusammenfillt; und zwar be- 
riihrt die parabolische Curve hier die Curve R, indem sie zugleich 
von einem Mantel der Fliche auf den andern tibergeht. Ausserdem 
giebt es auf der Curve R noch eine Reihe von singuliiren Punkten, 
welche ebenfalls der parabolischen Curve und zwar mehrfach angehoren; 
es sind dies Punkte, deren Tangentialebene eine Curve mit vierfachem 
Punkte ausschneidet. 

Zu diesen letzteren gehért der Close-point**), er entspricht dem 
Cuspidalpunkt oder Pinch-point der Doppeleurve, und wird erhalten, 


*) Cayley, Quarterly Journal Bd. 6, pag. 108. 
**) Zeuthen, a. a O. Bd. X, pag. 487. 
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wenn man in der obigen Gleichung a=O setzt. Es giebt eine 
singuliire Gerade durch diesen Punkt mit der Kigenschaft, dass jede 
Ebene durch sie Tangentialebene ist. Die singulire Ebene, welche 
die singuliire Gerade und die Tangente von RF enthiilt, schneidet eine 
Curve mit vierfachem Punkte aus, deren vier Tangenten in diesem 
Punkte jedoch keine besondere Lage zu den genannten Geraden haben. 
Zur Bestimmung der Tangenten der Schnitteurve von f=0 mit H=0 
erhilt man eine Gleichung 16. Grades; da aber R als Schnittcurve 
11-fach ziihlt, so schickt die parabolische Curve noch 5 Aeste durch 
den Close-point; die Tangente eines dieser Aeste fallt mit der singuliiren 
Geraden zusammen. Endlich findet man, dass die parabolische Curve 
in einem Schnittpunkte der Riickkehreurve mit der Doppelcurve einen 
einfachen Zweig besitzt, welcher die erstere Curve beriihrt, und dass 
dieselbe in einem Doppelpunkt der Riickkehreurve zwei Zweige besitzt, 
welche je einen Zweig dieser Curve beriihren. Wird der Doppelpunkt 
der Riickkehreurve zur Spitze, so tritt Gleiches fiir die beiden Zweige 
der parabolischen Curve ein. Ein analytischer Beweis dieser Siitze 
kann hier unterbleiben, da sich ihre Ableitung bereits bei Zeuthen*) 
vorfindet. | 

Im Anschluss an die beiden letzten Paragraphen sei noch das 
Verhalten der Hesse’schen Fliiche lings einer k-fachen Curve erwihnt. 
Nimmt man einen Punkt der vielfachen Curve als Anfangspunkt und 
ihre Tangente als Axe x=0, y=O, so wird die Gleichung der 
Fliiche : 

f= Uy + Ung + Unge $e 

Dabei ist «w von z vollig frei, w4, enthilt 2 héchstens im 2. Grade, 
42 ist in ¢ vom 4. Grade etc., wie man sofort daraus erkennt, dass 
die Ebenen durch « = 0, y = 0 Curven mit & linearen sich beriihren- 
den Zweigen ausschneiden miissen. Da nun hier H(u) = 0 ist, so 
beginnt H mit dem Gliede: 


—_—_ ‘ = (mn — k) up M (uy, Ursa) +e, 
= : Oru, 
= — — ; (n — Kk) uy h(ux) = Za qo es 


Die Hesse’sche Fliiche hat die k-fache Curve der gegebenen Fiche 
zur (4k — 5)-fachen Curve; und zwar fallen & Tangentialebenen in 
einem Punkte dieser Curve mit den /: Tangentialebenen der gegebenen 
Fliche zusammen. Diese lassen sich als biniire Form uw, =O dar- 
stellen, und es werden weitere 2(k — 2) Tangentialebenen durch die 
Hesse’sche Form h(u,)=0 dieser biniiren Form dargestellt; die 


*) Zeuthen, a, a. O. IX, pag. 321 ff. 


110 K. Rony. Hesse’sche Fliche. 


noch iibrigen (k — 1) Tangentialebenen sind durch den gleich Null 


ae 
gesetzten Coefficienten von 2? in «41, niimlich: {iL 
priisentirt. 

Auch hier tritt wiederum die Frage auf, wo schneidet die para- 
bolische Curve die k-fache Curve unserer Fliiche? Fiir die einfachsten 
Vorkommnisse liefern die bei der Doppel- und Riickkehreurve ange- 
stellten Betrachtungen die Resultate; die Zahl der verschiedenen 
hdheren Singularititen dagegen ist so bedeutend, dass eine Behandlung 
derselben unterbleiben muss. 


Leipzig, im Juni 1883. 

















Ueber die Darstellung binirer Formen und ihrer Covarianten 
durch geometrische Gebilde im Raume. 


Von 


F,. Linpemann in Koénigsberg i. Pr. 


Im finften Bande des Bulletin de la Société mathématique de 
France (1877) hatte ich unter dem Tittel ,,Sur une représentation 
géométrique des covariants des formes binaires“ eine Untersuchung 
publicirt, welche in Deutschland (vielleicht in Folge der Knappheit 
des betreffenden Referates in dem Jahrbuche iiber die Fortschritte der 
Mathematik) wenig bekannt geworden zu sein scheint. Wenigstens 
erwiihnt Herr Franz Meyer in seinem neuerdings erschienenen Buche*) 
nur, dass ich daselbst eine auch von ihm gefundene Construction der 
Hesse’schen Covariante einer biniren biquadratischen Form angegeben 
habe, wihrend diese Construction bei mir doch nur als specielle Folge 
(und Beispiel) genau derjenigen allgemeinen Principien erscheint, 
welche auch Herr Meyer in seinem Buche entwickelt, soweit sich 
letzteres auf ebene Geometrie bezieht. Herr Schlesinger anderer- 
seits erwihnt in seiner Inauguraldissertation**) nur, ich hitte a. a. O, 
gezeigt, dass es eine und nur eine Curve '*" Ordnung giebt, welche 
durch 2” Punkte eines Kegelschnittes geht, und deren simmtliche 
konische Polaren zu diesem Kegelschnitte apolar sind. Ich habe aber 
nicht nur dieses gezeigt, sondern von dieser Curve genau denselben 
Gebrauch zu geometrischen Constructionen etc. gemacht, wie Herr 
Schlesinger, dessen Entwicklungen im Uebrigen mit denen des 
Herrn Meyer enge verwandt und theilweise identisch sind. Die un- 
tibersichtlichen Polarenconstructionen (und Constructionen der Covarian- 
ten) bei biniiren Formen durch geometrisch leicht fassliche Construc- 
tionen im terniren Gebiete zu ersetzen, war gerade der Hauptzweck 
meiner oben erwihnten Arbeit. Ueberdies muss ich hervorheben, dass 


*) Apolaritiit und rationale Curven, eine systematische Voruntersuchung zu 
einer allgemeinen Theorie der linearen Riume, Tiibingen 1883 (Note zu pag. 92). 
Vgl. auch Math. Annalen, Bd. XXI, p. 529. 

**) Ueber conjugirte binére Formen, Breslau 1882. (Mit einigen Abiinde- 
rungen und Zusiitzen inzwischen wieder abgedruckt in Bd. XXII der math, 
Annalen. D. Red.) 
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ich nicht nur die Existenz der betreffenden Curve n'* Ordnung gezeigt 
sondern in einer spiiteren Note*) ihre Gleichung auch fertig hinge- 
schrieben habe, indem ich die 2” Punkte auf dem Kegelschnitte als 
durch eine beliebige Curve n'* Ordnung bestimmt annahm. 

Allerdings finden sich in den genannten beiden Schriften manche 
Siitze, welche bei mir nicht im Einzelnen ausgesprochen sind; aber 
die beiden Herren Verfasser bedienen sich bei ihren Beweisen eines 
speciellen biniiren Coordinatensystems (einer speciellen Parameterdar- 
stellung des Fundamentalkegelschnittes) und waren so nicht in der 
Lage die ganz allgemeinen symbolischen Formeln aufzustellen, zu 
welchen ich gelangt war, und aus denen sich alle fraglichen Siitze 
ohne Schwierigkeit ableiten lassen**). Diese allgemeinen Formeln 
liessen mich auch erkennen, durch welche specielle Invarianteneigen- 
schaft diejenigen terniren Formen von hoéherer als der dritten Ordnung 
ausgezeichnet sind, welche als den biniren Formen_,, beigeordnet“ 
(nach Herrn Schlesinger’s Ausdrucksweise) auftreten kénnen. 

Die angedeuteten Untersuchungen werden nun weiter von den 
Herren Meyer undSchlesinger in werthvoller Weise verallgemeinert, 
indem sie zeigen, wie eine analoge Beziehung zwischen biniiren und 
quaterniren Formen vermittelt wird, wenn man das biniire Werth- 
gebiet durch die Punkte oder Ebenen einer Raumcurve dritter Ord- 
nung darstellt, und wie sich analoge Siitze im Raume von » Dimen- 
sionen mittelst einer rationalen Curve n'** Ordnung herstellen lassen. 
Die zahlreichen interessanten Anwendungen dieses Princips, welche 
sich besonders in dem Werke des Herrn Meyer finden, werden es 
gerechtfertigt erscheinen lassen, wenn ich im Folgenden versuche, die 
betreffenden algebraischen Untersuchungen allgemeiner zu gestalten, 
indem ich die Parameterdarstellung der cubischen Normcurve nicht in 
der kanonischen Form 92; = 4' annehme, sondern die vier Raum- 
coordinaten zu vier beliebigen cubischen Formen proportional setze, 

Zum Vergleiche habe ich in § I die frither a, a. O. entwickelten 
*) Bulletin de la Société Mathématique de France t. VI, 1878. 

**) Auf Seite 209 beweist Herr Meyer mit Hiilfe seiner Betrachtungen auf 
der cubischen Normcurve den Satz, dass die Theorie der biniiren Formen sechster 
Ordnung und die der biquadratischen Involutionen identisch sind, indem drei 
beliebige biquadratische Formen aufgefasst werden kinnen als zweite Polaren 
einer gewissen Form sechster Ordnung (dasselbe hat Herr Brill aus anderen Be- 
trachtungen geschlossen, Math. Annalen Bd, XX, vgl. auch die weiter unten 
erwiihnte Abhandlung des Herrn Stéphanos). Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, 
dass ich denselben Satz bereits in der 1876 erschienenen Bearbeitung von Clebsch’s 
Vorlesungen ausgesprochen und bewiesen habe (in der Note auf pag. 900). Beim 
Beweise konnte ich damals nur auf das Hesse’sche Uebertragungsprincip ver- 
weisen, da meine weiteren Untersuchungen, die dann als Verallgemeinerung 
dieses Princips zu betrachten sind, erst spiiter a. a. O. verdffentlicht wurden. 
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Formeln zusammengestelt, welche sich auf den Kegelschnitt beziehen. 
§ I enthilt sodann allgemeine Relationen zwischen Invarianten und 
Covarianten binirer cubischer Formen, auf denen alle folgenden Ent- 
wicklungen beruhen. In § III werden insbesondere vier solche Formen 
betrachtet, und es wird eine Reihe von algebraischen Aufgaben 
gelést, zu denen die Parameterdarstellung einer cubischen Raumcurve 
Veranlassung giebt. § IV endlich entwickelt die erwihnte Beziehung 
zwischen biniiren und quaterniiren Formen, fiigt im Einzelnen den in 
genannten Schriften enthaltenen Resultaten manches hinzu, fiihrt ins- 
besondere zu den allgemeinen symbolischen Formeln, welche den in 
Bd. V des Bulletin de la Société mathématique fiir die Ebene auf- 
gestellten entsprechen. 

Nachdem so die beiden einfachsten Fille der Fbene und des 
Raumes erledigt sind, ist es leicht zu erkennen, wie sich bei mehr 
Dimensionen die entsprechenden Rechnungen gestalten; in Nr. 11 
findet man einige Bemerkungen dariiber. 


§ IL. 
Ueber einen Zusammenhang zwischen der Theorie der biniren und der 
terniren algebraischen Formen. 


1. Wie erwihnt, beginne ich mit einer Zusammenstellung der 
friiher a. a. O. entwickelten Formeln. Mit §,, & seien biniire, mit 
%,, L_, 2%, ternare Variable bezeichnet; dann stellen die drei Glei- 
chungen 


9 


ox, = ky’, ox, = I;*, ox; = m:? 
einen Kegelschnitt dar, insofern sie jedem Werthe des Parameters 
—,: &, einen Punkt einer gewissen Curve zweiter Ordnung zuordnen. 
Die Gleichung der letzteren ist*) 


Pi = Ayn)? + Ajaty? + Anu %s? + 2A,2 U2, 
+ 2 Aru Ly Xs a 2 AuxX3X, = 0, 


wenn gesetzt wird: 
xe? == (lm) lgmeg, Ag? = (mk) mekg, ws? = (kD) kel, 
Axx = (xx), Axa = (xd)*, ete. 
Hier und im Folgenden bezeichnen gestrichene Buchstaben Symbole, 
welche mit den entsprechenden nicht gestrichenen iquivalent sein 


sollen. Vorausgesetzt muss noch werden, dass die Combinante 


D = — (kl) (lm) (mk) 


*) Alle zu benutzenden Relationen aus der Theorie der biniiren Formen, 
finden sich in Clebsch’s Theorie der biniiren Formen, p. 205ff und p. 415, 


XXIII. 8 
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von Null verschieden sei; und es ist zu beachten, dass 


(%2) (Au) (ux) =— > D, (pp'p’)? = 3D". 
In Folge der Identitiiten 
2 Anu = Arr Au— Ait,  2Aay = Aum Agr — Am Aus 
kann die Gleichung p? = 0 auch in der Form: 


| Axx Ax , x 
| 
| Ax Ay, Aim Ly 


| Anx A ml Ax» m Xs | 
| 


| 2, Ly L; 


geschrieben werden. 


2. Ist nun a?" eine beliebige binire Form 2n' Ordnung, so 
besteht die Identitiit 
Dvazr = [(ax)R? + (ak'PG? + (ap’)?mg 
>< [(ax" Phe? + (aa"Ple? + (au’)? mz] 


>< [(a x)? KOA (GAM)2T2 A (a w)2 m2], 
s a ? s 


Ersetzt man hierin wieder die drei quadratischen Formen durch 
Q@2,, @%,, ox, und bezeichnet den dann entstehenden Ausdruck mit 


S S 


e"a", so ist also a®=( die Gleichung einer Curve n Ordnung, 
welche durch die 2” Kegelschnittpunkte a:" = 0 hindurchgeht, und 
welche durch diese 2” Punkte offenbar vollkommen und eindeutig fest- 
gelegt ist.*) Ihre Symbole @ sind durch die Gleichung 


a, = (ax)?x, + (ad)*x, + (ay) 2, 


definirt. 


*) Die Herren Burnside (Quarterly Journal, t. X, 1870) und Salmon 
(Higher Algebra, third edition, art. 190) bemerken auch die Existenz einer solchen 
Curve; es wird a, a. O. erwiihnt, dass es immer eine Curve giebt, deren In- 
varianten identisch sind mit den Invarianten der betreffenden biniiren Form, doch 
wird diese Curve nicht weiter untersucht, — Herr Stephanos giebt noch eine 


bemerkenswerthe Eigenschaft der Curve a} =0 an: Mémoire sur les faisceaux 
de formes binaires ayant une méme jacobienne, Mémoires présentés par divers 
savants & l’Académie des sciences, t. XXVII, 1883, Seconde partie, Nr. 3. — Es 
sei mir gestattet hier zu bemerken, dass Herr Stephanos in dieser Abhandlung, 
von der damals nur ein Auszug publicirt war, ebenfalls die von mir in Bd. XXI 
dieser Annalen aufgestellte Bedingung dafiir (auf anderem Wege) findet, dass 
eine biniire Form sechster Ordnung als ilesse’sche Covariante einer Form fiinfter 
Ordnung aufgefasst werden kinue. 
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Da aber eine Curve n'** Ordnung (fiir » > 1) durch 2” Punkte 
noch nicht bestimmt ist, so muss die Curve « = 0 noch durch andere 


Bedingungen an den Kegelschnitt gebunden sein; und diese Bedingungen 
werden durch das Bestehen der Identitit 
(app’)? ar—* = 0) 
vollstiindig geliefert. Hierdurch wird auch zugleich die Curve a = 0 
specialisirt, indem sie nicht die allgemeine Curve ihrer Ordnung sein 
kann (fiir » > 3). Es verschwindet niimlich identisch «lie folgende 
Covariante: 
fut fire fiis3 fi123 first fisr2| 
fo31 1 fs332 f3333 fas03 fs331 fest | 
fost fosoe foass fo393 fossi fosie | 
fossa fs122 f 3133 fat23 foi31 Fass2| 
fron fio fioss f i228 fioat fia | 


wo: 
, Ot, 
[rstu = 9a Oa, 00,08, ? 
oder in symbolischer Bezeichnung: 


[(ay9) (wee) (By ) (BOE) — (aye) (ad) (Byd) (Be)|* [ax Baye Ox bx bs |", 
worin B, y, 0, &, § terniire Symbole bezeichnen, die mit « gleichbe- 
deutend sind. 


3. Da identisch 9” «—™ Om es agen ar , so construirt man die 
biniiren geraden Polaren 2m'*r Ordnung vermittelst terniirer Polaren 
m'* Ordnung, und auch ungerade Polaren lassen sich iihnlich behan- 
deln, wie ich a. a, O. angab. Die Construction biniirer Covarianten 
kniipft sich an folgende Formeln. Sind a, b, ¢ Symbole dreier biniren 
Formen (oder auch fiquivalente Symbole ein und derselben Form) und 
bezeichnen «, B, y die entsprechenden Symbole der _,, beigeordneten “ 
terniiren Formen, so ist identisch 


(aBy) = — D?(ab) (be) (ca). 
Vermége dieser Formel und der Relation ga, = Daz, entspricht jeder 
terniiren Bildung eine bestimmte biniire. 
Dass auch das umgekehrte der Fall, lehren die folgenden a. a, O. 
bewiesenen Relationen: 


ortn—2 (a Bp) eo _ D, es Deter! (a b) aze—l ben! . 
or tm -2 (a B Pp) (@ By’) ae- 2 e DP, P, a Deter (a b)? az” 2 ben- 2 ; 
g* 














F. Luxpemany, 
or tm—2/ pp a) (pp B) ont ie == Jnt+m+2 (a b) ay" 2 b} m—2 ‘ 
erte-—4 (a Bp)? “Se ie “ae am ~ Dwtn-4 (a b)! az"—4 ben- 4. 


Die erste Gleichung findet sich im Wesentlichen bereits bei Herrn 
Salmon a. a. O., die zweite liefert die auch von Herrn Meyer ge- 
fundene Construction der Hesse’schen Covariante einer biquadratischen 
Form. — 

Die Verallgemeinerungen der hier in Nr. 1 mitgetheilten Unter- 
suchungen ffhdet man in § III, derjenigen von Nr. 2 in §1V, Nr. 12 
und 13, endlich derjenigen von Nr.3 in § IV, Nr. 14—19. 


§ Il. 
Einfachste simultane Invarianten und Covarianten einer beliebigen 


Anzahl cubischer Formen. 


4. Wir betrachten zunichst ein System von beliebig vielen 
cubischen Formen 
i Pe | 
f, = ag", 


(1) fr = be, 


fn = 1° 

und entwickeln zwischen ihren einfachsten simultanen Functionalin- 
varianten gewisse Relationen, welche den von Clebsch fiir ein System 
von beliebig vielen quadratischen Formen aufgestellten genau analog 

sind. Wir fassen dabei folgende Bildungen ins Auge: 
= 
1) die = 
(2) Dy. = (ab)’ = — D,,, 


(es kénnte auch i =k sein; dann ist aber D;; = 0), 


n(m— 1) Invarianten D;,, deren Typus ist: 


— , ; : ; 
2) die — n(n-—-1) Functionaldeterminanten 0, , deren Typus ist 


(3) O,. = (ab)ja? b:’, 
3) die a(e— a 2) cubischen Covarianten Rj,.,, gebildet 
nach dem Typus 
(4) Ryos = — (ab) (be) (ca) ag bg cx, 
4) die = “ie 3e—8 Invarianten A;;,,, deren Typus ist 
(5 Ajo, = (ab) (ac) (ad) (be) (bd) (ed). 
1234 ; 


Die drei zuletzt angegebenen Typen lassen sich auch in nicht 
symbolischer Form einfach durch Determinanten darstellen; es ist 
niimlich : 









| 
| 
| 
| 
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(3)* a. = @,4,4, bbb, —&,&l, 
Ay? Oy b,? bz é.? 
‘n 
i. a,? b,3 ¢,3 é,3 
on : (4)* a Aya, b,7b, Ce, — §,°6 
. willl aa," b,b,? yc,” 56,7)’ 
r- . a, b,3 c3 —£3 
[2 
a,’ b,° c,* d,* 
Sa A | 4)? ay b,7b, ¢,?¢, d,?d, 
) 239 | aaa? B,D? 46,2 dd? 
| a,3 b,3 ¢,3 d,3 | 
. Diese Determinantenformen bilden die Grundlage der folgenden 
- Rechnungen. Die Bildung des Productes 
| a,5 b,° ¢,5 g.* | 
|a,2a, b,2b, ¢,2c, — §,28,| ) 
9 Rion (&) > Bee = 2 ‘ - or | 
if 123 (8) Reo (n) A,d.2 0,62 c,¢42 EE, 2 
| a,s b,° c,3 ait g3 | 
a- 

m | e,° fr’ 92° n° | ) 
s \— defe, — 3h, —3g.?9 3m?) | 
>< » 9 os £9 9 9 9 9) 

| Ge” Ofely 9929 ON ND" | 
| 7" ~ i? a n° | 
nach dem gewodhnlichen Multiplicationssatze giebt zunichst: 
ist | D;, Dy Dy f(a) | 
D> By Dy (4 
(6) 9 Byes () + Ryo (a) =| 7) D. ‘i . : j 
‘et Ds; 36 | Ds; fs(m) 
f() f@) 4.) &n)| 
ebenso hat man ganz allgemein 
ist | Dao Dao Dax f(y) | 
| Die Dig Dae fa (n) 
; 6)* 9R S 1.R adel : 4 
7 (0) Rea, (6) Roo (n) | Due Bis Daur fu(n)|? 
1t » » ‘ 
st : fe(&) fo(&) f(&) (En)*| 


und fiir § = »: 


F, Liypemanyn. 


De Race & 
| Dig Die Dias fl 
Dye Duo Due fu 
| fe fe fe 0 


(7) 9D Ran Reor= 


Setzt man x= 09, A=6, w=—rt, so entsteht eine Formel fir 
das Quadrat der Covariante R,,,, nimlich: 
Daya Dy y fx | 
dD, 0 a fa | 
Dux 0 fu 


» 
(7)* (3 Ryay)? =|; 
Pe fy a fu Q | 


Ersetzt man in (6)* die Coordinaten ,, », durch die Symbole 
PP», — p, irgend einer Form f, des gegebenen Systems, so geht /;,(y) 
in Dzg tiber, und Roge(y) verwandelt sich in Agora; es folgt also 
Dag Deo Dee Deg 
Dio Die Diz Dig 
D,, v Due D, t Dug | 
fo fo fe fy 


(8) 9 Ryan ’ Aoorg =— 


Auch hierin kann man &,, § durch die Symbole g,, — q, einer 
Form f, ersetzen und findet so 
| Dig Dro Dee Dag | 
Dig Diao Diz Diag | 
Bis: Mie Ba Ba 
1\Dre Dre Die Dro 


(9) 9 Asauy ¥ Dosey = | 


Insbesondere kann x = 9, A= 6,4 —1, v = gewihlt werden; 
es ergiebt sich dann eine Formel fiir das Quadrat der Invariante 
Axaury, namlich: 


Q D,a Dz» Das 
Din O Daw Day! 


{ a 3 Ly 2 = 7 
(9a) (SAxauy) Dux Dur 9 +» Duy! 
Dos Dy2 Duy 0 | 
Da Dy, = — Diz, so ist die rechte Seite nach einem bekannten 


Determinantensatze das vollstiindige Quadrat des Ausdrucks 
Dya Dy ¥ + Dan Dy, + Day Diys 


und folglich ist 34,2.» diesem Ausdrucke gleich bis auf das Vor- 
zeichen. Dasselbe Resultat, und gleichzeitig die Bestimmung des 
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Vorzeichens, ergiebt sich durch directe Rechnung mittelst der bekannten 
Identitit*) 
3 (be) (ed) (db) by cg dg = (be)> de’ + (ed)>be® + (db) ce°. 

Aus ihr nimlich folgt: 
3(ab) (ae) (ad) (be) (bd) (ed) = (be)>(da)® + (ed)>(ba) + (db)' (ca); 
also ist allgemein 
(10) 3 Axayy = — (Dra Duy + Dew Dror + Dev Dau). 

Mittelst der Formeln (7) und (8) lassen sich quadratische Identitiiten 
zwischen den Functionen f; herstellen; es wird nimlich offenbar 

ae ee 
[Dip Dio Die fa | 
"8" | Due Duc Due ful 

ik aR 8 
| Dee Deo Dee Dyy| |Dex Dor Dou Deov| 
‘Dig Dic Die Dag Dox Dor Don Dav 
Due Duc Due D \Dex Dea Dep Dev! 





I Ao rp 


(11) 


| u@p 
| | | 


lk & hk hitt & H- #4 


5. Andere Relationen zwischen den Bildungen /;, Dix, Riza, Sixers 
ergeben sich als Folge der aufgestellten, lassen sich aber auch leicht 
direct entwickeln. Ordnet man die linke Seite der Identitit 


@,?a¢ a,d,a¢ a,ag ag’ 
bbs Db, b,b¢ 0,270; OS 


n 2a, Df fs » 2a, 7] 
C,° Cg C; Cg C§ C.~ Cg CE 


. s > 


\dd: d,d,ds dd: dz 


nach den Elementen der letzten Verticalreihe, so folgt: 
fy Posy — fe Roy + fs Ry — fyRi»y = 9, 
oder allgemein: 
(12) fe Rawr — fa uve + fu Rver — fy Rea, =O. 
Ebenso fiihrt die Identitit 
|" a;7d, aya," a,> a;*| 
1b? b,2b, 6,6? 6,3 5,° 


la.3 2e 2 o 3 ~*~) 
C3 Cy7C, CC, Cy" cg? | =O 
ld,? d,?d, d,d.2 da d? 


@,° 6,7@, €,¢,° ¢° e°| 


> 


*) Clebsch, Theorie der biniren Formen, p, 449. 
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zu dem Resultate 


(13) fi Axainy + fe Baur + fi Suvex + fu Bvexa + ly Arnap a= (), 
Verschwindet also die Invariante Qyayy, so besteht zwischen den 

Formen fx, fry fu, fy eine lineare Identitiét mit constanten Coefficienten. 
Betrachten wir endlich die Determinante 


2a. . to, 3| 
Qt G,A,d—g A,"agE Ay 


b2be dD b,be b,2be By3| ~— Fy (m) Bug, (E) + fo(n) Bay, (8) 
Cy2cg  CyC,Cg 2g Cy) — Fy (0) Rye (B) + £4(0) Ryo; (8). 
diide d,d,dg d,?dz d,' 
Dieselbe zerlegt sich nach dem Multiplicationssatze unmittelbar in das 
Product 


a,> a@,7a, @,2a, a,*| | &, E, 0 0 
b,3 b,?b, b,*b, b,3 | O g, g. Q | - ee 
— a ve 
; a . al? | ~ 234 \S7 
C3 e2C, C2e, 3 () 0 g, g, rong (8)" 5 


d> dd, dfd, dj?) jn? 3? n, 3,9? ,*| 


es besteht also die Identitiit 
(14) |B (m) Ray» (E)—fa (n)Ruvx (§) +f. () R,,2(&) —fy(n) Rear (&) 


=— Ayan (&y)*. 
Die Substitution § = y fiihrt auf (12) zuriick. Setzt man aber 
der Reihe nach fiir 9,, — 9, die Symbole von fQ, f,, f:, fy ein, so 


findet man die Gleichungen: 


Asan vhe ous Dy Ray» = Dig Ry. vex + Dug Ryxa — D, @ Rearu, 
Axiurfe _ Daa Ray a Die Rave + Due Ry xa 7s Dyo Beans 
15 : 7 
( ) Axaurle — Dyz Riuy a Diz Ravn + Due Ryxa 7 D, eReay, 
Anau — Dug Riyr —_ Dig Ry vz a Dug Ryxa — Dye Ryay- 
Fiigt man hierzu die Identitit (12) hinzu und eliminirt die Gréssen 
Aviny und Rx, so ergiebt sich eine quadratische Relation zwischen 
den Formen f;, welche man auch aus den Gleichungen (11) wird ab- 
leiten kénnen, niimlich: 
| Dye Dio Dug Dy fo 
|Dyo Dis Due Dye fo| 
(16) Om | Dee Dae Due Dre fe|: 
Dig Diy Dug Dry fo | 
i . . , 
| Te hi fu fh, 0 
Eine etwas allgemeinere Identitiit findet man durch Ausfiihrung 
der Multiplication der beiden verschwindenden Determinanten 








| 
| 
| 
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| a, G7, aya,” a> 0| 
| b,§ b,?b, 0, b,? b,§ 0| 
| ¢,° C\7C, Cy C" e¢* 0 | 
d,’ dtd, d,d,? d,> 0 | 
g3 ai §.76, €,&,? Tt g,° 0 
und 
e,5 — dee, 3e,e,2 —e,3 0| 
ies —3f7f, 3ff? —f? 0| 
9° — 3979 399° —g° 1); 
h,® —3h,2h, 3h,h,? —h,> 0! 
: n;° 37° Y, 3,0,” n> O | 
so folgt: 
| Dee Dig Due Dee fe(8)| 
| Bue Die Be Be GO | 
(16a) O—| Dee Dae Due Dee fe@®):- 
| Dug Dig Dup Dy fo (8) 
fe(n) fa(n) fu(n) fn) (né)® 
Krsetzt man hierin §&, — &, durch die Symbole einer Form f,, 
ebenso 4, — 4, durch diejenigen einer Form f/f, und schreibt fir 


x, A, u, V, @, 6, t, p bez. die Zahlen 1, 2, 3, 4, 1, 2,3, 4, so ergiebt sich 
zwischen den Invarianten D,, die Relation 
0 Dy, D,; D,, Dip | 
| D,, 0 Dy; Dy, Dz, 
(17) O=|D;, Dy O Dy Dasa}. 
Dy, Dy, Dy; 0 Dir | 
Dir Dez Des Dis Din | 


Mittelst dieser Formel lassen sich durch die 4n -- 10 Invarianten 


Dy», D;;; D,,, 
D,;, D,; Ds, 
D;;, Ds, Ds, D5, 


Ds; De; D5; Des, 


Dat, Das; Dns, Dys 
alle tibrigen ; n(n—1) -—4n+ 10 = < (n—4) (n- 5) Invarianten 
D;, rational berechnen, vorausgesetat natiirlich, dass der Coefficient von 
Dy, in (17), d. h. die durch (10) gegebene Invariante A,,,,, von Null 
verschieden ist. 











122 F. Liypemayy. 

6. Aus den bisher betrachteten Bildungen und Formeln kana 
man neue ableiten, indem man die gegebenen cubischen Grundformen 
(1) durch ihre simultanen cubischen Covarianten (4) ersetzt. Dass 
dies geschehen soll, wollen wir dadurch ausdriicken, dass wir an Stelle 
des Index der so zu ersetzenden Grundform die Gruppe von drei Indices 
setzen, welche den constituirenden Grundformen der einzufiihrenden 
cubischen Covariante entsprechen; es wird also z. B. Djx;,, die In- 
variante bedeuten, welche aus D,, entsteht, wenn man hierin die Form 
f, durch die Covariante R;,, ersetzt. Wir untersuchen nach einander 
folgende Bildungen 


> » » 
Dis, Dy33,456 5 Ttizs, 4,59 Fhi23,456,7; R123, 156,789 5 
A123,4,5,6) A193 ,456,7,8 » 4123,456,789,10 5 A123,456,789, #2 p- 


Nach den in (2) und (4) gegebenen Definitionen hat man un- 
mittelbar 


(18) D423, —_ Aios4- 
Fiir die niichst zu berechende Invariante folgt hieraus 
(19) D425,156 os Ai,2,3, 156 ° 
Die rechte Seite finden wir, indem wir in (8) x =1, A=2, w=3, 


eo =4, 6=5, t=6 nehmen und /, durch F,,, ersetzen; dann ver- 
schwinden nimlich die Invarianten Dy, Day, Dug, und man kann 
auf beiden Seiten einen Factor R,,, fortlassen; es bleibt so 

DD, Di Dr 
(19a) 9 Di3456 = IAi 23456 =|D,, D, Dag 

D,, Dy Dy 

In (8) ersetzen wir ferner f, durch f,,, und nehmen 4 = 9 = 4, 

u=5, 6=1, t=2, my =3, so dass die rechte Seite durch 
Duo = Ajo, theilbar wird, indem Dyg = 0, Dzr = 9, Deg = 0; €8 
ergiebt sich so 


| 
(20) 9 Ris45 = | Ds, Ds. 
i, 


und insbesondere: 
9 Riss,2,3 — D,, {Dos f, + D5; fo + Dyofs} - 
Fiihrt man in (20) an Stelle der constituirenden Form /, die 
Covariante R,,,, ein und schreibt f; fiir f,, so folgt mit Hiilfe von (18): 
| Auses Aij562 44563 
(21) 9Risuer=|D,, Dr Das |; 


lh te fs 
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iL und insbesondere: 
. 9 Riss,234,7 = Ayo34 (Dar fs — Ds;fr). 
4 Da die linke Seite von (20) nur ihr Vorzeichen iindert bei der 
: Vertauschung von 123 mit 456, so besteht auch die Identitiit ) 
n Asser Asse Asses | | Dios, Bjos5  Ajose 
. dD, Dz, Dy; I+] D,, D;, Dy |=. . 
° I fy fi) Me ta tes Ses | 
| Ersetzt man endlich in (21) noch f, durch R,,,, so ergiebt sich 
weiter: 
Asser Agsc2  Aases 
(22) 9 Fe123,456,739 = Arsor Ars92 Azso3 
n- Ih h fs 
| Aros, Oj235  Oj236 
=— |Ajsoy Aros Arsos 
hi fs fe | 
[Asser Agses Agsco | 
3 = — |Oyo37  Ajo3g Aya39| 5 


er- f; fs fs 


an und hieraus insbesondere 

96 a ud 

(22 a) 9 Lti23,234,311== (Ajo51)” + fg, 

eine Gleichung, welche auch als Folge eines allgemeinen Satzes an- 
gesehen werden kann, den Herr Rosanes gegeben hat.*) 








Es bleiben noch die aus A,,,, entstehenden Bildungen zu betrachten. 
1234 iS 
Ais.45,6 ist schon durch (19a) gegeben, wenn man daselbst links und 
4, rechts die Indices passend vertauscht. Unter Benutzung von (18) folgt 
rch aus dieser Gleichung weiter: 
es 
Asser Dry Ds; | Ais D;, Ds, | 
(23) 9Ai23,456,2,8 =| Ays62 Dyz Dy. |= —  Aroas D;, Ds; |, 
| | | 
Ais63 D;; Dy; ! A i236 D;, Dg, ! 
und ebenso: 
| | Ayes Axso1 Dy: 
| (24) 9D A193, 456,789, | A562 Aigo De ? 
i Asses Aj593 Dys | 
die 
8): | Asset Aigo, Axrut | 


YA 
(29) 9 Aii23,456,789, 224 — | Aj562 Ars02 Ax aue | . 
Ajs63 A393 Axays 


*) Ueber Functionen, welche ein den Functionaldeterminanten analoges Ver- 
halten zeigen; Borchardt’s Journal Bd. 75, 1873. 
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Vertauscht man in den beiden letzten Gleichungen die Tripel von 
Indices 123,456,789,x4u unter einander, so ergeben sich Identititen 
zwischen den Invarianten ) und A, analog wie in (22) und (23). 
Aus (25) folgt noch insbesondere: 

(25 a) 9 Aros, 284,341,412 = (Ajos,)*; 

was man auch direct aus (22a) hitte ableiten kénnen. 


7. Zu den aufgestellten Relationen gesellen sich andere, welche 
die Functionaldeterminanten #;, enthalten; man kann solche Relationen 
einfach aus den von Clebsch fiir quadratische Formen aufgestellten 
herleiten, indem man die letzteren mit passenden symbolischen Factoren 
multiplicirt; so ist z. B. identisch: 

(ac? (ad) a,? | 
. | 9 9 
29 ,.(&) - F3,(y) =| (be)? (bd)? b,? | agbee,d,, 
| 2 2 
| cy? dy* = (En)? 
und man hat 
(26) fePau + fr Bux + futnra = 9. 

Fiir uns von grésserem Interesse sind aber die Gleichungen, welche 
entstehen, wenn man die #;, mit den R;,, combinirt. Bilden wir die 
Functionaldeterminante von R,,, mit f,, d. i. nach der in Nr. 6 ein- 
gefiihrten Bezeichnung die Form #1234, so wird 


Fi23,4 = — (ab) (be) (ca) [(ad) byece + (bd) ages + (cd) azghe] d;?. 
Die drei Glieder der rechten Seite formen wir um bez. mittelst der 
Identititen 


(ac) (ab) bee, = 4 {(a b)? cg? + (ac)? be? — (be)? az}, 
(ab) (cb) az¢, = : {(a b)? eg? + (cb)? ag? — (ac)* b;*}, 


(bc) (ac)azbz = ; { (be)? ag? + (ae)? bs? — (ab)? cs*}, 


dann entsteht: 


1 < 
oO Dy Vs, 


9 
2 


on — : Dy; Fy, — > Ds, 92, — 
4- ; (ab)? cg d:* {(ad) (bc) — (ac) (bd)} 
+ (be)? ag2de {(ca) (bd) — (ba) (ed) } 


+ > (ca)*b:*d; {(be) (ad) — (ba) (ed) } 


oder nach Anwendung einfacher Identitiiten: 














un 








he 


lie 


ler 














Geometrische Deutung biniirer Formen. 


(27) 12,4 = — { Dy. Oy4 + Dy, O24 + Das Os}, 


und insbesondere: 


P123,3 bases D,; Dos — D393 ? 


Ersetzt man in (27) f, durch R,,,, so ergiebt sich weiter: 


(28) 193,456 = — {D,, 93,456 + Dy F1,456 + Ds. Bo516+ 


— Dy, { 5, Ds. + Bs; Dy, + F56 D,;} 
+ Dy, {#,, Ds¢ + O15 Ds, + Big D,;} 
+ Ds, {8,4 Ds, + Do, Dey + Do D,;}; 


und insbesondere unter Beriicksichtigung von (10) 


(28a) 


P 143,231 canal 3 A j935 Fog + Dy {D1» Ds, + Di, By, + Dy Fos 
+ D3 F2 + Dy. 945 + Dy, 4} . 


Die rechte Seite lisst sich wesentlich vereinfachen, wenn man 
eine lineare Identitiét beriicksichtigt, welche von den sechs Functional- 
Fiihrt man nimlich das Product 


determinanten @;, befriedigt wird. 


a,® @,*a, 44,7 a,’ 
b,3 b,?b, b, b,? 
r 3 2p 2 
C, C,°¢, C, Cy 
3 24 2 
d, d,? da, d, d, 
e* S. 
So Pie 3 g.€, 


=e? 0 0 


0 | 
0 
0 
0) 
| 


| 


Dy» 
0 
Ds. 
Dy. 
b, bg? 


a> —3a,a; 3a,a,? 
|b,3 —3b,°b, 3b,b,? 
3 30.2 Be¢.2 
¢,> — 3e,2c, 3e,¢, 
d,> —3d,?7d, 3d,d,? 


, Th 26,6, b.° 


Di, Dy aaz 
Dy, Dy, b, bg? 
0 Ds, €, cg" 
Ds 0 


C,ce? dy dz? 0 


oder aufgelést, nach Fortlassung des Factors Aj..,: 


(29) Do Day + 13 Dyo + yy Dog + Fag Dy + F42Di3 + 93 D,, = 0. 


Die Gleichung (28a) geht somit iiber in 


(30) 


» 
D123,984 _ 3A j054Fo5 + 


—a,3 
— 0,3 
tins e,* 
— d,' 


0 


0 
0 
0 
1) 
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§ IIL. 
Die Parameterdarstellung. einer Raumcurve dritter Ordnung. 


8. Wir wihlen jetzt insbesondere »— 4, betrachten also das 
System von vier biniren cubischen Formen /,(&), (8), (8), f,(&)- 
“ugieich fiihren wir eine kleine Aenderung in der bisherigen Be- 
zeichnungsweise ein, indem die Symbole dieser Formen fk, 1, m, n ge- 
nannt werden mégen. Setzt man 


(31) v, =f, (&)— ke, 2, —fy(&)— me: 
t%=f,(s)=—1%, =f, 6) =n, 


so sind 2,, %,, 2%, 2, die homogenen Coordinaten eines auf einer Raum- 
curve dritter Ordnung mit § variabeln Punktes, vorausgesetzt, dass die 
Invariante A,.,, nicht verschwindet. Letztere Voraussetzung soll im 
Folgenden immer gemacht werden. 

Die Coordinaten uw; der Schmiegungsebene des Punktes € sind be- 
kanntlich gegeben durch die Gleichungen: 





= —— ae — = 
(32) u, = — R,,,(5) = x =9, (8), u,=R,,, (6) = Ag =9,(6), 
“i _— > — To ¢ _— oe f 
us = — R,,.(E)—=uF—9g; (8), u—R,.3(§)=—ve—g, (8). 
ie Bedingung der vereinigten Lage von Punkt x und zugehdriger 
Die Bedingung d reinigten Lage von Punkt 1 zugehoriger 
Schmiegungsebene wu ist wegen (12) in der That identisch erfiillt. 
ie Pliicker’schen Liniencoordinaten p;; der Tangente des Punktes 
Die P liicker’schen Liniencoordinaten p;; der Tangente des Punkte 
— werden durch die Functionaldeterminanten 3;, gegeben, so dass 
(33) Dir = Fix (8); 


° 
und zwar ist es wegen der Relation (30) gleichgiiltig, ob man bei der 
Berechnung dieser Coordinaten die Tangente als Verbindungslinie 
zweier benachbarten Punkte oder als Schnittlinie zweier benachbarten 
Ebenen auffasst. Die #;, miissen auch die zwischen den Liniencoor- 
dinaten bestehende quadratische Identitiit 


(33a) F293, + P39 + O,,8,; = 0 


erfiillen; dieselbe liisst sich leicht direct ableiten da, die Determinante 


| a? bb? ¢ & d, dz | 
id, as? bn bec eg? dd, dé? | 
ajaz? bb? ec? dd? | 
ja, ag? bbe ec dd? | 


offenbar identisch gleich Null ist. Dass jede Tangente (33) durch 
ihren Beriihrungspunkt (31) geht, wird durch die Gleichuigen (26) 
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ausgesagt; dass sie in der entsprechenden Ebene (32) liegt, sagen 
wegen der Relation (30) die vier Gleichungen aus: 
(34) Reap Per -+ Rony Dy — RyyrzFx, = 0. 

Die Tangenten unserer Curve gehéren bekanntlich einem linearen 
Complexe an, und die Punkte und Ebenen der Curve entsprechen 
einander vermége der durch diesen Complex vermittelten reciproken 
Verwandtschaft. Die letztere ist hier unmittelbar durch die Glei- 
chungen (15) gegeben, d. h. durch 
2, = fDi ty + Dyyuy + Diy, 

9%, =Dyuy + - + Dy;t; + Dar, 

9%; = Diu, + Dt, + + + Dat, 

9x, = Dy ty + Ditty + Dyyts + +, 

worin @ einen Proportionalititsfactor bezeichnet. Da diese Glei- 
chungen wiederholt benutzt werden, setzen wir sie noch einmal 
explicite her: 


(35) 


AA = © $F Do + Dy 93 + Di, 
(35a) Af, = Day 9 + + +Dy Gy + Dy, 
Af, = Dy 9, + Dy2%. + * + Dy, 
Af, =DyG + Deg +Dy%s+ + 


worin A = A,,,, sein soll, und die Auflésung ergiebt wegen (10): 


39, = © + Day fy + Daly + Dash, 

(35b) 392 = Dash + : t+ Puts + Dah, 
393 = Dah t+ Dutt - + Dif, 
3D, = Dyfi + Dish, + Duly + 


Die Gleichung des zugehirigen linearen Complexes ist wegen (35): 
(35ce) Dy Psy + Dis Pye + DyyPrx + Dy Piz + Doris + Dory = 9. 


Dass letztere Gleichung durch die Werthe (33) in der That befriedigt 
wird, ist schon durch Aufstellung der Identitit (29) gezeigt worden. 


9. Die durch (31) dargestellte Raumeurve dritter Ordnung liegt 
auf zweifach unendlich vielen Flichen zweiter Ordnung, welche eine 
lineare Schaar (ein Netz) bilden. Zwischen den vier Functionen fj 
iniissen daher drei von einander unabhiingige quadratische Identititen 
bestehen. Es ist hervorzuheben, dass man bei Aufstellung solcher 
Identitiiten nicht von den Gleichungen (11) und (16) ausgehen kann. 
Bildet man niimlich diese Relationen fiir unsern Fall eines Systems 
von nur vier Formen, so sind die Coefficienten der Quadrate und der 
Producte der /; siimmtlich gleich Null. Die Gleichung (14) dagegen 
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fiihrt hier zum Ziele; sie selbst zusammen mit den drei aus ihr durch 
successive Polarenbildung nach § entstehenden Gleichungen, ergiebt 
niimlich nach Vertauschung von & und »:*) 


kPa? Ue + mew? + nine = AEN), 

Teg? sey? Hg > UP Ay? Ag mF wy? we + ng 4? ve = A(En)?(E 6), 

Kg? Hy xg? + UPA, dg? + mF wyus? + nF v,_ve? —= A(En) (§§)?, 

kee? +1343 + msn + nse = AED). 
Offenbar ist das Product der linken Seiten der ersten und vierten 
Gleichung gleich dem Producte der linken Seiten der zweiten und 
dritten Gleichung; es ist ferner das Quadrat von A(§y)?(Ef) gleich 
dem Producte von A (&m) (§€)* in A(§y)* und das Quadrat von 
A(En)(&§)* gleich dem Producte von A(&§)* in A(En)?(EE). Es ent- 
stehen so nach einigen sehr einfachen Umformungen folgende drei 
quadratischen Gleichungen zwischen den f;: 


> >, Olt u)fife = 0, 
” PPS Onn, Off =, 
oe 0i2(& Off = 9, 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 





(36) 


O12(9,9) = (#4)? xy Ay, O11 (0,9) = (%H')? Hy x2, 
O12(m, €) = (44)? (%pAgt mgdy), Oy, (7,8) = (4%)? (Hy xe + He Hy), 
7 a a , ; 
D> >, fife Onf? + +++ + 20nhh + >> 
Dass die Gleichungen (37) von einander linear unabhingig sind, er- 


kennt man an dem Beispiele: 
ke? = €,3, IS — 38,2E,, me? = 38, £,2, no — &,3. 


s 





Es sind daher r?=0, s2=0, #0 die Gleichungen dreier 
Fliichen, auf welchen unsere Curve dritter Ordnung liegt, falls gesetzt 


wird: 
= Poet Oi (4,0) ViXe, 
(38) s? =_ ie Bix (n,&) LiXk; 


= >) > On(60 aims, 


WOrim N15 No» &, , beliebige Grissen bezeichnen. 


*) Fiihrt man in (36) die Coordinaten x; vermittelst (31) ein und setzt noch 
(En)? = yy, (En)* (Ef) = Yo, (En) (ES)? = ys, (ES)? = yy, 80 hat man die Gleichungen 
derjenigen Coordinatentransformation vor sich, vermédge deren die allgemeine 
Parameterdarstellung (31) in die iibliche (und in der Einleitung erwaihnte) canonische 
Form ibergefiihrt wird. 
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Ebenso sind durch die Gleichungen 


u= Be i Tix (N,Q) Wu, = O, 
(38a) = 28 Tix (ns §) tite = 0, 
2— >> Tix ( (€, £) uum, = 0, 


in denen 

T.(n, n) = (kl)? kyly, Tyo(, &) = (Kl)? (kyle + hiel,), ete. 
drei Flichen eweiter Classe gegeben, welche von stimmtlichen Schmiegungs- 
ebenen (32) beriihrt werden. 

Die Flichen (38a) miissen aus den Fliichen (38) vermége des 
Nullsystems (35) “ion orriin es miissen sich also die Formen Tix, 
linear durch die 0;, ausdriicken lassen; in der That folgt auch aus (15) 
die allgemeine Relation 


(Brine! Zee = SD Dig Pre Bu 


wo beim Summiren rechts fiir ¢ und k die Werthe x,4,u,¥v zu 
nehmen sind. 


10. Die vorstehenden Resultate erlauben uns einige Aufgaben zu 
lésen, zu deren Behandlung die Parameterdarstellung (31) naturgemiiss 
auffordert. 

A) Es soll die Gleichung derjenigen Sehne unserer Curve dritter 
Ordnung in Liniencoordinaten aufgestellt werden, welche durch einen 
nicht auf der Curve liegenden Punkt y hindurchgeht. 

Durch den Punkt y gehen unendlich viele Flichen des Netzes, 
welchem die Fliichen (38) angehdren; dieselben schneiden sich alle in 
der fraglichen Sehne, und dasselbe gilt von ihren Tangentenebenen 
im Punkte y; letztere bilden den Biischel 

4 (1'y? te ly — ty? tety) + A(Sytety — ty?Sesy) = 
Die Coordinaten der Sehne sind daher: 
ODik = Vy" (Sb) ix Sy by + 5/7 (tr )inty Ty + ty’ (1S)ix My Sy, 
und ihre Gleichung, d. h. die Bedingung dafiir, dass sich zwei Ebenen 
u, v in der Sehne schneiden, ist: 
(39) ry? (st uv) Sy ty + sy? (truv) tyr, + t? (rsuv) rys, = 0. 

Dualistisch entsprechend erscheint die Gleichung derjenigen Axe 
unserer. Curve (Schnittlinie zweier Schmiegungsebenen), welche in einer 
gegebenen Ebene v liegt, in der Form 
(39a) vg(GT LY) Vee + Va" (TOLY)VeV9 + Ve" (QTLY) Vag = 0, 

worin die Symbole g, 6, t durch (38a) definirt sind, 


Mathematische Annalen. XXTIT. 
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B) Es soll die Gleichung der durch (31) gegebenen Curve dritter 
Ordnung in Ebenencoordinaten angegeben werden. 

Ist eine Ebene v Tangentialebene der Curve, so wird letztere von 
der in v liegenden Axe beriihrt, diese Axe gehért folglich dann dem 
linearen Complexe (35c) an; und umgekehrt ist jede Axe, welche 
diesem Complexe angehért (d. h. welche zugleich Sehne ist) eine Tan- 
gente der Curve. Wir haben also nur die Bedingung dafiir aufzustellen, 
dass die Gleichung (35c) durch die in (39a) gegebenen Coordinaten 


Dik = UB Vi Ue (OT): + V5Ve Vp (TO): + VE Va (OG)ix 


befriedigt werde. Wir benutzen hier und im Folgenden die von 
Clebsch*) fir Liniencoordinaten eingefiihrte Symbolik, setzen also 


(40) bey Dix Pim = (aby) = (ABuvr). 

Dann ist die gesuchte Gleichung in Ebenencoordinaten u;: 
(41) Us(GTAD) Ug Ue + UF(TOAL) Ueto + UZ(OGAL) Uy Ue = V, 
also von der vierten Classe, wie es sein muss. 

Dualistisch entsprechend, ist die Gleichung der von den Tangenten 
unserer Curve gebildeten abwickelbaren Fliiche gegeben durch: 
(41a) r2(stUB)set, + si(tvUB) ter, + t(rsUB) res, = O. 

C) Es soll die Gleichung der durch (31) gegebenen Curve in Linien- 
coordinaten aufgestellt werden. 

Bei Lésung dieser Aufgabe befolgen wir einen Gedankengang, 
welcher demjenigen analog ist, mittelst dessen Herr Rosenow die 
Punktcoordinaten-Gleichung einer ebenen unicursalen Curve dritter 
Ordnung aus ihrer Parameterdarstellung abgeleitet hat.**) Im Punkte 
— der Curve mégen sich die Ebenen uw und v schneiden; dann ist 

yf, (E) + uw, fo (8) + us fy (8) + uy fy(8) = 9, 
‘ v1 f, (8) + Vg h (&) + Ug f3() + Vy f, (8) = 0. 
Bestehen aber zwei Gleichungen gleichen Grades fiir einen Werth von 


—, so verschwindet fiir diesen auch die Functionaldeterminante, d. h. 


man hat 
De Qik Dik (&) = 0, 


WO Giz = Uj Ve — v0; Uy die Coordinaten einer durch den Punkt — gehen- 
den Geraden sind. Es verschwinden ferner auch die UDifferential- 
quotienten der Functionaldeterminante nach &, und §,. Setzt man also 


¢ > ,’ £3 : 2f % 
(42) a: bia D> a: Dix (&) —_ 86,4 + 49, 51° 5» + 64,§,78," 
+ 49,8, 6,° + 9,6,', 
*) Mathematische Annalen Bd, II, pag. 1 und Bd. V, pag. 435. 


**) Die Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte , nach den Methoden 
der neveren Algebra behandelt, Breslau 1873. 
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so ist auch 
(42 a) 0 = 8 §,° + 34, 6,78, + 3, §, g,? + 8, &,°, 
0 = O,8,° + 39, 6,78 + 3958, 67 + 9,8,°. 


Sind ferner x und y zwei Punkte der Linie g, so hat man 
OX; — Ay: = f;(&) fiir +=— 1, 2, 3, 4. 


Die Bedingung dafiir, dass die Verbindungslinie von 2 und y die 
Curve trifft, d. h. die gesuchte Gleichung in Liniencoordinaten ist 
daher 

| ky ky ky ky a v;| 
| h ty bby ty yp) 


| 
: mM, Mm mM Mm £& 
(43) 0 1 2 3 3 Ys 





Mm % 8, My My OM 
|% 9% o @ 0 0| 


| | 
|, % 8 0 0| 





WENN Gy, == L3Y,— LyYy, ete., he =k, + 3h, E,7& + 3h, §, &,? + ky F,', ete. 
gesetzt wird, und wenn die Gréssen #; durch (42) definirt werden. 

Man findet ebenso die Liniencoordinatengleichung der abwickelbaren 
F'liiche, welche von den Tangenten unserer Curve gebildet wird, indem 
man nur in (43) allenthalben die Symbole k, 1, m,n bez. mit x, A, w, v, 
und x,y mit u,v vertauscht. 


11. Nachdem man mit den von Clebsch aufgestellten Relationen 
zwischen den Invarianten und Covarianten beliebig vieler quadratischer 
Formen bekannt geworden ist und sodaun die in § II aufgestellten 
entsprechenden Relationen fiir ein System von beliebig vielen cubischen 
Formen kennen gelernt hat, wird man sofort iibersehen, dass und wie 
sich die gewonnenen Formeln einfach auf Systeme binirer Formen 
n'*" Ordnung erweitern lassen. Es wiirde mehr umstiindlich als schwierig 
sein, die betreffenden Resultate hier ausfiihrlich zusammenzustellen, und 
es mag dies deshalb unterbleiben. 

Ist insbesondere ein System von » + 1 biniren Formen n‘* Ord- 
nung gegeben, zwischen denen keine lineare Relation mit constan- 
ten Coefficienten besteht, so hat man die Parameterdarstellung einer 
rationalen Curve n'** Ordnung ohne Doppelpunkte, welche sich in 
einer Mannigfaltigkeit »'*" Dimension und in keiner Mannigfaltigkeit 
niedrigerer Dimension befindet (einer ,, Normcurve n't Ordnung* nach 
Herrn Fr. Meyer). Man wird die Gleichung dieser Curve in Ebenen- 
coordinaten, etc. in analoger Weise aufstellen kéunen, wie dies fiir 
nm =3 soeben geschah. Es ist dabei zu beachten, dass neben den 
9* 
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Punkt-, Ebenen- und Liniencoordinaten die Coordinaten aller der Zwischen- 
gebilde zu betrachten sind, welche man in die Geometrie hédherer 
Mannigfaltigkeiten nach Grassmann und Clebsch einfiihren muss. 

Es soll hier nur hervorgehoben werden, dass sich bei Bildung der 
zwischen »+-1 biniren Formen n'* Ordnung bestehenden quadratischen 
Relationen ein wesentlicher Unterschied geltend macht, je nachdem n 
eine gerade oder ungerade Zahl ist. Man wird diese Relationen in 
beiden Fallen erhalten, indem man von den zu (36) analogen Glei- 
chungen ausgeht; und. man wird so im allgemeinen Falle 2n — 3 
Relationen finden. Ist nun » gerade, so ist eine gewisse lineare 
Combination der letzteren gegeben durch das Verschwinden einer zu 
(16) analogen Determinante, wie dies fiir n = 2 bekannt ist; bedeutet 
aber » eine ungerade Zahl, so verschwindet die entsprechende Deter- 
minante, wie oben fiir m = 3 in Nr. 9 hervorgehoben wurde, identisch, 
d. h. unabhingig von den Functionen f;. Ist also n eine gerade Zahl, 
so liegt die betreffende Normcurve n'” Ordnung auf einer ausgezeich- 
neten Fliche zweiter Ordnung (Mannigfaltigkeit von n — 1 Dimensionen), 
und die Tangentenebenen der letzteren liings der Curve sind zugleich die 
Schmiegungsebenen der Beriihrungspunkte in Bezug auf diese Curve; ist 
aber » ungerade, so giebt es eine derartige Fliche zweiter Ordnung 
nicht, die Beziehung zwischen Punkten und Schmiegungsebenen der 
Curve wird vielmehr durch ein Nullsystem vermittelt. 

Auch in Betreff der simultanen Invariante von » + 1 Formen, 
welche linear ist in Bezug auf die Coefficienten jeder Form, sind zwei 
Fille zu unterscheiden: Ist » ungerade, so liisst sich dieselbe als ganze 
Function niedrigerer Invarianten darstellen, ist aber gerade, so wird 
erst ihr Quadrat so darstellbar. 

Bemerkt mag noch werden, dass an Stelle des Zahlenfactors 9 in 
Gleichung (6) und den aus ihr abgeleiteten Gleichungen im allgemeinen 
Kalle das Product aller zur Zahl n gehérigen Binomialcoefficienten 
auftritt, d. h. das Product 


i=n—1 
n(m —1)---(n—t+1) 
22) oP geen 
i=l 
§ IV. 
Die Beziehungen zwischen bindiren und quaterniren algebraischen 
Formen. 


12. Die vorstehenden Untersuchungen erméglichen es uns, mit 
Hiilfe der binéren cubischen Formen ein analoges Uebertragungsprincip 
zwischen den biniren und quaterniren Formen herzustellen, wie wir 
es friiher (vergl. § 1) zwischen biniiren und terniren Formen bemerkt 
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haben, und somit die von den Herren Meyer und Schlesinger in 


oe Angriff genommenen Verallgemeinerungen jener friiheren Unter- 
- suchungen durchzufiihren, ohne dabei von canonischen Formen Ge- 
” brauch zu machen. 

on 


Ist a° eine beliebige binire cubische Form, so hat man nach 
- | Gleichung (14) 

(44) Aa; = (ax)ke + (ada)sl3 + (au)>me + (av)in:, 

3 und folglich wird eine beliebige Form 3p‘ Ordnung ag’? dargestellt 
durch die Formel: 





re 

u AP aie = [(ax’ Phy +(adr)8lg> +(ap')>mg> +(av') ng] 

. < [(ax" Ske" +(aa" le” +(au" me"? +(av") nz" 9] 

a ; 

h 

1 >< [(axel?))3 LPs + (a alP))3] {28 + (a wl?) miP)8 + (av) nf). 

h- | Macht man auf der rechten Seite die Substitution (31), so erhiilt 

)s man eine quaternire algebraische Form p' Ordnung a, welche gleich 

” Null gesetzt eine Fliche p' Ordnung darstellt; und letztere Fliche 

st schneidet die durch (31) dargestellte Raumceurve dritter Ordnung in 

9 denjenigen 3p Punkten, welche durch die Gleichung a3” = 0) geliefert 

af werden. Wir setzen im Folgenden 

i | (45) av=pe=... =[(ax' Pa, +(ad’) a, +(aw) a, +(av’)x,) 

ei — ax’ >a, ndaeasiall abated 4, +(av" a, , 

Ze 

d neleut » 4 Cateeis eed, se 0) te 
so dass die Symbole a, 6, ... definirt sind durch 

n 

n (45a) a, = Br =--- = (ax) a, + (ada, + (ap) ?a, + (av) a, 

n 

13. Die Fliche a = 0 ist offenbar der bindren Form aj? in be- 

stimmter und eindeutiger Weise zugeordnet; es wird also “cuniichst 
darauf ankommen, festzustellen, wodurch diese Fliche vor den unend- 
lich vielen anderen Fliichen gleicher Ordnung ausgezeichnet ist, die 
ebenfalls durch die 3p Punkte a}? = 0 hindurchgehen. Bilden wir zu 
dem Zwecke den Ausdruck ap ae*, wo mit g dieselben Symbole wie 
in (38a) bezeichnet sind: nach (45a) ist 

. C= (kk’)*kyky(ax’)3(ax”)3+ (Ul)? lyl,(aa’)3(aa’")3+-(mm’)?mym,(au’)(aw”)$ 

p +(nn’)?n,n,(av’)> (av) + 2 (Kl)? kyl, (ax)? (ad)+2 (km)? kym, (ax)? (am)? 

ir + 2 (kn)? kyny(ax)>(av)>+ 2(lm)* 1, m,(ad)3 (a w)>+ 2 (In)? lynn (ad)*(av)3 


+2(mn)?m,nn(au)* (av) 
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Die rechte Seite aber ist identisch gleich Null; dualistisch entsprechend 
zur ersten Gleichung (37), besteht niimlich die Relation 


YP Tix(n, ) pil) pe(&) = 0, 


und aus der linken Seite dieser Identitit entsteht der fiir ae angegebene 
Ausdruck, wenn man §& —a,, §&, = — a, setzt. Ebenso weist man 
nach, dass die symbolischen Bildungen «? und «2 identisch Null sind. 

Unsere Fliche a =O ist daher dadurch ausgezeichnet, dass die 
drei identischen Gleichungen bestehen 


‘AG 2 yp—2 — y2 gyp—2? — 2 qp—2 Q; 
(46) oro 20, &ae*=0, ata ); 


sie ist also conjugirt (apolar) zu sdémmtlichen Flichen zweiter Classe, 
welche der abwickelbaren Fliche unserer Raumcurve dritter Ordnung 
einbeschrieben werden kinnen. 

Dieser Satz findet sich bei Herrn Meyer a. a. O. fiir p=0O 
volistindig entwickelt, und ist fiir den allgemeinen Fall angedeutet. 
Dass die Gleichungen (46) zusammen mit den 3p Punkten der Norm- 
curve auch umgekehrt eine Fliche «? = 0 vollkommen bestimmen, 
folgern wir aus dem von Herrn Schlesinger gegebenen Satze, dass 
die Fliche o& =0 apolar ist zu allen Fldchen p'" Classe, welche der 
developpabelen Fliche unserer Normcurve dritter Ordnung einbeschrieben 
werden kinnen. Die Richtigkeit des letzteren Satzes selbst erhellt 
unmittelbar. Kine Filiche p‘ Classe w= 0 der erwihnten Art muss 
nimlich den 3p-+ 1 Bedingungen geniigen, welche durch das identische 
Verschwinden der biniiren Form 

t=p 
TTo. xe” + }» ap)* + Ps ue’ * + Ps vf") 

i= 1 
dargestellt werden. Setzt man §& = —a,, §& —a,, so geht diese 
Form wegen (45a) tber in 


[To.caxy? + 92(029? + vy(amy? + pi(avy"] = ap; 


s=1 
folglich ist a = 0, q. e. d. 


Die Form u? war an 3p + 1 Bedingungen gekniipft, enthilt also 
noch 


= (P+ 1) (p+ 2) (p +3) —3p—2 


lineare Parameter; somit bildet die Gesammtheit der Flichen a? = 0, 


welche zu allen Flachen w? = 0 apolar sind, eine lineare Schaar mit 
3p Parametern, und eine einzelne Fliche a? = ist durch 3p ihrer 
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Punkte vollkommen bestimmt. Die im leteten Satze hervorgehobene 
Eigenschaft charakterisirt daher unsere Flichen ae = 0 volistindig. 
Wir zeigen weiter, dass diese Eigenschaft eine Folge der Glei- 
chungen (46) ist. Man kann niamlich drei quaternire Formen u?-*, 
uz—*, wP—® so bestimmen, dass identisch 
i up—* ue + up u? + uP? a2; 
es ist dann 


P <= QP—2 g2 p—2 gy? p—2 2 
af = a oot oO a8 + ap ak, 


also gleich Null in Folge von (46), wie behauptet wurde. Es folgt 
hieraus, dass die Gleichungen (46) mit nur 


= (p +1) (p+ 2) (p +3) —3p—1 


von einander unabhingigen Gleichungen dquivalent sind und ebenfalls 
unsere Fldchen a? = (0 volistindig charakterisiren. 


14. Die zu einer biniren Form a? gehérige Flache o? = 0 kann 
man benutzen, um Punktsysteme des biniren Gebiets durch geometrisch 
anschaulichere Gebilde zu ersetzen, wie nach dem in § I Gesagten 
wohl nicht mehr ausgefiihrt zu werden braucht, So wird man die 
dritte Polare des Punktes » in Bezug auf die Form a? = 0) (also die 
Form a?-*a) =) finden, indem man unsere Normeurve als Triger 
des biniren Werthgebiets benutzt und dieselbe zum Schnitte bringt 
mit der ersten Polare des Punktes y in Bezug auf die Fiche a? =0. 
Ebenso wird man auch Polarenconstructionen in Bezug auf binire 
Formen von den Ordnungen 3p + 1 und 2p + 2 ausfiihren kénnen; 
man muss dann nur die Form ersetzen durch die einfach unendliche 
Schaar ihrer ersten Polaren bez. durch die zweifach unendliche Schaar 
ihrer zweiten Polaren, wie es Herr Schlesinger thut, und wie ich 
es fiir Constructionen auf dem Kegelschnitte (in der Ebene) a. a. O. 
angegeben hatte. 

Es ist ferner selbstverstiindlich, dass man eine binére Form a}? 
auch durch die 3p Schmiegungsebenen ihrer 3p Nullpunkte reprisen- 
tiren, ihr also eine bestimmte Fliche p'** Classe zuordnen kann (welche 
daun zu den Flichen-7? =0, ss =0, #& = 0 conjugirt ist), und 
dass an letztere ganz entsprechende dualistische Betrachtungen anzu- 
kniipfen sind. Es lassen sich aber auch beide Darstellungsweisen ver- 
binden, und in dieser Beziehung mége hier noch ein Satz hervor- 
gehoben werden. 

Gegeben seien zwei biniire Formen gleicher Ordnung a3? und }?, 


: _ ie 4g 3p — ori ‘3 t _ 
es sel a? =() die zu ay? = 0 gehérige Fliche p'* Ordnung, uP = 0 
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die zu den 3p Schmiegungsebenen der Punkte g}? = 0 gehdrige Fliche 
p'" Classe, so dass nach (45a) 


tg = (ax) 8x7, + (ad) ary + (au) + (av), 
uy = (gk)Pu, + (glu, + (gm)rus+ (gn)>u,. 
Dann ist auch nach (14) 
a =a - [(ax')3(gk)3 + (a A)3 (gl)3 + (aw) (gml)3 + (av)3 (gn)3| 
> I 


= Ar(ag)*?. 


Sind also zwei bindre Formen 3p" Ordnung conjugirt, so ist die 
den Punkten der einen zugehdrige Fliche p'” Ordnung conjugirt zu 
der Fliche p'* Classe, welche den Schmiegungsebenen der andern bei- 
geordnet ist. 


15. Hiermit hiitten wir auf unserem allgemeinen Wege die 
wichtigsten Resultate abgeleitet, auf welche sich die weiteren Unter- 
suchungen der Herren Meyer und Schlesinger stiitzen. Die Allge- 
meinheit unserer Behandlungsweise ermdglicht es uns aber, noch 
wesentliche Ergiinzungen hinzuzufiigen, insbesondere allgemeine sym- 
bolische Formeln aufzustellen, welche den Zusammenhang zwischen 
biniiren und quaterniren Formen in fahnlicher Weise vermitteln, wie 
die in § I mitgetheilten Relationen den analogen Zusammenhang 
zwischen binairen und terniren Formen herstellten. 

Zuniichst ist klar, dass einer Filiche a — 0, welche an die Be- 
dingungen (46) gebunden ist, besondere Invarianteneigenschaften zu- 
kommen miissen, sobald p > 3. Fassen wir zuerst nur die erste Glei- 
chung a = 0 ins Auge. Aus ihr folgt auch, dass die Bedingung 
(47) qe a= 0 


unabhingig von x und y erfiillt sein muss; es bestehen also auch die 
10 Gleichungen 

ae e-~a.a,=O0 fir i,k—1,2,3,4. 
Aus denselben kann man die 10 Coefficienten von «? eliminiren und 
findet, dass eine 10-reihige Determinante verschwinden muss; bedeuten 
«® Symbole welche mit @ iiquivalent sind, so zerfillt diese Determinante 
in das Product der symbolischen Factoren 


oP, a’ P44, gi" p-4 qo—* 

2 ° "s oe Aadehe ban 
und in eine Determinante, deren erste Horizontalreihe gebildet wird 
von den Elementen 


Sat ato? 
Hy Ny Mgt, Agi) Hy, Hy My, Hy My, Hy My, Hy My, Hy My, A, ay, 
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und deren jibrige Reihen die anderen Symbole a in gleicher Weise 
enthalten. Diese letztere Determinante kann man nach den von Herrn 
Hunyady gegebenen Formeln*) durch lauter symbolische Factoren 
von dem Typus (a’ ae’ a) auf verschiedene Weise darstellen. Setzt 
man zur Abkiirzung 

(0123) = (aa' a’ a”), etc., 
so ist sie bis auf einen Zahlenfactor z. B. gleich 


(1237) (4567) (1347)(2567) (1457) (2367) (1257) (3467) 
(1238) (4568) (1348)(2568) (1458)(2368) (1258) (3468) | 
| (1239) (4569) (1349) (2569) (1459) (2369) (1259) (3469)| 
(1230) (4560) (1340)(2560) (1450)(2360) (1250) (3460) | 


Sobald die hiermit symbolisch dargestellte Covariante von «? 
identisch verschwindet, kann die Gleichung (47) unabhiingig von «x 
und y bestehen, kann man also eine Fliche ue = ( bestimmen, welche 
der Bedingung ana = 0 geniigt. Aber es soll nicht nur eine Fliiche 
ue = 0 geben, sondern es sollen zweifach unendlich viele Flichen der 
Art méglich sein, die eine lineare Schaar wus + AW + wu? = 0 bilden. 
Dafiir ist néthig und hinreichend, dass alle achtreihigen Unterdetermi- 
nanten derjenigen Determinante verschwinden, welche soeben mittelst 
der Hunyady’schen Formel umgeformt wurde. Da nun die Symbole 
«® alle unter einander fiquivalent sind, so geniigt es offenbar, dass 
die aus den ersten acht Horizontalreihen zu bildenden achtreihigen 
Determinanten siimmtlich verschwinden; und dies wird erreicht, wenn 
man annimmt, dass diejenige Determinante Null sei, welche entsteht, 
wenn man die Symbole «,*) und a bez. durch willkiirliche Gréssen 
u; und v, ersetzt. 

Die den biniiren Formen 3p” Ordnung nach Nr. 13 beigeordneten 
terndren Iormen a? haben also die Eigenschaft, dass diejenige Covariante 
identisch (unabhiingig von x, u und v) verschwindet, welche entsteht, 
wenn man in der soeben gebildeten Covariante die symbolischen Factoren 
a? und a)? fortliisst und im Uebrigen o® durch wu, a durch v 
ersetgt. Und durch diese Eigenschaft sind die Flichen o® = 0 vollkom- 
men charakterisut. 


16. Wir gehen jetzt dazu iiber, die zu Anfang von Nr. 15 er- 
wihnten symbolischen Relationen abzuleiten. 


*) Crelle’s Journal Bd, 89, p, 47, 1880. Fiir die im Texte benutzte Formel 
ist daselbst verwiesen auf eine Arbeit von Weddle im Cambridge and Dublin 
Math. Journal, t. V, p. 226. 
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Es seien «, 6, y, 0 Symbole von irgend welchen quaterniiren 
Formen und a, b, c, d Symbole der zugeordneten biniren lormen, 
dann ist nach (45a), (9) und (25a) 


(ax)> (ada)> (au) (av) | 
(bx)® (b4)® (bu)> (bv)%) 
(ex)> (cd) (ep) (ev) 

(dx)’ (da)> (dp) (dyv)*| 


= 9(ab)(ac) (ad) (be) (bd)(ed)- (%A) (xm) (xv)(Aw) (Av) (wr) 
= A*(ab)(ac)(ad)(be)(bd)(ed). 
Da nun jede quaterniire Covariante sich aus symbolischen Factoren 
des Typus «@, und des Typus (@ 8 y) zusammensetzt, so folgt aus (48) 
und dem in Nr. 12 und 13 Gesagten, dass jeder quaterniren Covariante 
von solchen Formen, die der in Nr. 15 aufgestellten Bedingung geniigen, 
eine bestimmte bindre zugeordnet ist, welche nur symbolische Factoren 
der Typen a:® und (ab) (ac) (ad) (be) (bd) (ed) enthdlt. Contravarian- 
ten, Zwischenformen etc. erhiilt man, indem man einige der Symbole 
a, B, y, 0,... als Repriisentanten von Ebenencoordinaten annimmt. 
Sind insbesondere a, b, c, d Symbole ein und derselben Form 
a2”, so folgt, dass die Punkte 


(48) (aByd)= 


> 
(ab)? (ac)? (ad)* (bc)? (bad)? (ed)? aiP—6 589-6 cip-6 G@p-6 — () 
auf der cubischen Normcurve ausgeschnitten werden durch die Hesse’ sche 
Fliiche 
(@Pyd)* ae" Be-* yr—? dr—? —=0 


der zu ai” gehirigen Fliiche o =. 
Ss ba zx 


17. Gu einer zweiten Formel giebt der symbolische Ausdruck 


(aBy UX) Be — (a Py B) Az 
Veranlassung. Es ist niimlich nach (40) 


A, KB, B, A, 7s ¥ + D,,2- + Dyk, + D..%4, 
WS. —¥.%-—=Dy2,+ ~- + Dx, + Ds, 2, 
A,B. — BAe = Dye, + Dye%+ - + Dy.%, 


) 
Uy, Be — By Ws = Dye, + Dye, + Dy x3 + 


und folglich unter Benutzung von (31), (35b), (8) und (25a) 


’ 


(ax) (aa)> (au) (av) 
(bx)> (bay (bu)® (bv) | 
(ex)> (ca)? (cu) (cr)> | 


ae AS us Fd 


rms 


(49) [(«By U)B.— (@By B) AL] — 


=— A* (ab) (be) (ea)ag be cg. 
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Sind insbesondere a, 8, y Symbole einer Form zweiter Ordnung, 
welche der biniren Form a¢° beigeordnet ist, so hat man: 
[(aByX)B. — (Py B) Az] ((@By W) Bs — (@ByV’)Az] 

= A‘t(ab)? (be)? (ca)? ag* be? cc, 
und hieraus leitet man sofort den Satz ab, welchen Herr Meyer 
(a. a. O. p. 201) tiber die Construction der Punkte 

(ab)? (be)? (ca)? ag? be? cz? = O 
ausgesprochen hat; denn man kann setzen: 
((@By UW) Bs. — (@By B) Ae) [((@by W) Bz — (aby B) Az] = t(a By)’, 
wenn « die im Nullsystem (35) zu x gehérige Ebene und ft einen un- 
bestimmten Factor bezeichnet. 


18. Auch die Determinante (@#8%%) lisst sich einfach durch 
einen biniiren Ausdruck ersetzen. Macht man nimlich in Gleichung 
(16a) §& =a,, §& =—a,, y, =b,, n, = — b,, so folgt mit Riick- 
sicht auf (9a): 
| 9O D, Dy, Dy (ax) | 

ar =a ae 
9A*(ab) =| D,, Da 0 D,, (ap) 
ia. a im. .o See 
(bx)® (bas u)> (by)> 0 
Die Berechnung der Determinante rechts giebt ein Aggregat von sechs 
Termen, von welchen einer ist 

[(ax)*(ba)> — (bx)9(aA)§] Dys (Dyo Ds, + Dis Dap + Diy D,s) 
Folglich wird: rN OTR 
(50) > (eB — B; ey) Din = (aBUB) 

= 3A (ab)*. 
Ks ist also auch 
9A?(ab)® = (@BAB) (e@PAY), 
und hieraus fliesst der Satz: 

Verschwindet die Invariante (ab)* einer durch sechs Punkte einer 
cubischen Raumeurve dargestellten Form az®, so ist die dieser Form bei- 
geordnete Eliiche zweiter Ordnung in Involution zu dem fundamentalen 
linearen Complexe.*) 

*) Ueber den Begriff dieser involutorischen Lage vergl. Pasch, Crelle’s 


Journal, Bd. 75, p. 144, sowie meinen Aufsatz tiber projectivische Behandlung der 
Mechanik starrer Kérper in Bd. VII dieser Annalen, p. 63f. 
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Ks sei hier gelegentlich bemerkt, dass sich die Invariante (1 8 WB’) 
des linearen Complexes selbst ebenfalls leicht als binaére Bildung dar- 
stellen liisst. Es ist nimlich nach (10) 


(51) (ABA'B’) = 2A(DyDyy + Dyy Dy + Dyy Dos) = 6A. 


19. Andere Relationen ergeben sich, wenn man die Symbole der 
in Nr. 9 betrachteten Fliichen zweiter Ordnung bez. Classe in die 
quaternaren Ausdriicke eingehen liisst. Wir beschriinken uns hier auf 
einen solchen Fall, indem wir die Bildung 

ty Bo Ye (QGTX) 
betrachten. Ist insbesondere a = B = y = u, so stellt dieselbe, gleich 
Null gesetzt, diejenige Ebene dar, welche von den drei Polen der 
Ebene uw in Bezug auf die Flichen ui = 0, w= 0, u2? = () bestimmt 
wird. Man hat nach (31), (38a) und (45a) 
| Rm mn 
= ch RF, 
|\K, L, M, N, 
|K, L, M, 
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 
K, = (ax) 7, (4,4)+ (a4)? T2(y,n) + (au)® Ty3 (an) + (av)? L(y), 
K,= (bx) 7, (u,8) + (b4)* Ty. (9,8) +(e)? T)3 (9, &) + bv)? Zi, (0,8), 
K,= (cx)* T,,(§, 8) + (c4)*7;.(88) +(cu)* Z13 (88) +(ev)* 7,4 (6,6), ete. 
Aus (14) folgt durch Polarenbildung 

ke k. w+ el, A) + mem, wi + nin, vy = Acén)? (Ey). 

Hierin ersetzen wir &, durch k,', &, durch — k,’, n, durch a,, y, durch 


—a,, € durch » und multipliciren mit k,; dann wird die linke Seite 
gleich K, und folglich 


(QOT2) ty Bo Yr = 


> 
3 


K, = A(ak) a, k, , 


und ebenso: 
L, = A(al)a,l,, M, = Ala m)*d,m,, N, = Al(an)?ay m%, 
K, = A(bk)? (b, ke + be ky), Ky = A(ch)? ce ke, 
L, = A(b1)P(b, lz: + be l,), Ly, = A(elPek, ete. 
Es wird somit 
tp Ba Ye (Q6tTx) = (U+ V)A’, 


wenn U die Determinante bezeichnet, deren erste Verticalreihe dureh 
die Elemente 


k 
s 


, (ak)a, ky, (bk)? bake, (ekyPeg ke 
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ausgefiillt ist, wihrend V aus U entsteht, indem man in der dritten 
Horizontalreihe y mit § vertauscht. 

Um U weiter zu reduciren, gehen wir von der Identitit (9) aus, 
d. h. hier 


‘ ak « ‘ 
3 73 3 = ( 
> + ke més, ni, = — 9A(E ) (Ex) (§@) (ex) (EF) (18). 
Aus ihr finden wir durch Polarenbildung die Determinante 
\) 3 72 2 2 
> + AE EL, me, m, ni, 0, , 
und es ergiebt sich U, wenn im Resultate beiderseits 
&=@, &=—a,, 1—b,, 2——bd,, 
o,=¢, 3,=—%, 
gesetzt und mit a,, b,, ce multiplicirt wird. Der so entstehende Aus- 
druck wiirde ziemlich complicirt werden; zur Vereinfachung nehmen 
wir an, dass @, B, y iiquivalente Symbole ein und derselben quaterniiren, 
also a, b, ¢ ebenfalls fiquivalente Symbole ein und derselben biniiren 
Form seien. Dann verschwindet unsere Determinante nicht nur fiir 
ax = #, sondern auch fiir 7 = €; somit bleiben nur Glieder stehen, 


welche sowohl den Factor (y4§) als den Factor (2#@) enthalten, und 
es wird 


= +A RL, mem, nn, = — IA(f) (x) {2(E 8) (ef) (69) (Ex) 
+ (Ge) (Em) (©) (88) + (Ee) (em) (EO) (E9)}, 
folglich 
U = — 9A(n&) (be) ag {[(ae)b¢ + (ab) cs] (88) — 2ag bg cg} ay by ce. 


Vertauscht man b mit ¢ und addirt den neuen Ausdruck zu U 
hinzu, so wird 


U = — 9A(1 8)? (be)? ag ay {(ac) (8) — arcg} be. 


Hieraus findet man V indem man gleichzeitig 4 mit € und a mit ¢ 
vertauscht und das Vorzeichen andert, also: 


V = — 9A(nf)? (ba)? cg cy {(ae) (Eq) + Cy ag} de, 
und 
U + V=— 9A (n8)? (be)? (ae) {ay (EE) — az (En) a ds 
= — 9A(n§)* (be)? (ac) a? b,, 

also endlich 
(52) (QGTLX) M Ba Ye = 9(y F)> At (ab)? (ac) be ce. 

Die Formel hat Giiltigkeit, wenn a, B, y einander dquivalente 
Symbole ein und dersellben quaterniren Form sind. 
Seien insbesondere a; = B; = y; die Coordinaten einer Ebene w, 
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also a, b, ce Symbole einer cubischen Form a-, so folgt aus (52) die 
von Herrn Sturm*) gefundene Construction der cubischen Covariante 
von as*, wenn letztere Form durch drei Punkte einer Raumcurve dritter 
Ordnung dargestellt wird. Hiermit ist dann auch indirect von Nevem 
die von Herrn Appell**) gegebene Construction der Hesse’schen 
Covariante abgeleitet. Eine directe Ableitung solcher Constructionen 
und Siitze, welche sich auf binire Formen von der Ordnung 3p + 1 
oder 3p + 2 beziehen, scheint mittelst unserer Methode iiberhaupt 
nicht thunlich oder nur auf Umwegen erreichbar zu sein (vgl. das in 
Nr. 14 Gesagte); wir gehen deshalb hier auch nicht mehr auf die 
zahlreichen interessanten Siitze iiber Systeme von biniren Formen 
vierter Ordnung ein, welche man den Herren Sturm (Il. c.) und 
Voss***) verdankt. 


Freiburg i. Br., den 20. Juli 1883. 


Journal Bd. 86, 1879, p. 125. 

**) Annales de |l’Ecole normale, 1876, vgl. Sturm, 1. c. 

***) Ueber vier Tangenten einer Raumcurve dritter Ordnung, Math. Annalen 
Bd. XIII, 1878, p. 168, und: Ueber Raumcurven und Developpabele, ib. p. 232. 
Vergl. auch F. Meyer, op. cit. p. 110ff. und p. 272ff. 


{Anm. Erst nachtriiglich bemerke ich, dass die in § III gegebenen Ent- 
wicklungen, insbesondere die Formeln (35), (86) und (38) sich auch in einem Auf- 
satze des Herrn d’Ovidio finden (Studio sulle cubiche gobbe, Memorie della 
R. Accademia di Torino, 1879, Serie II, t. 32); sie erscheinen daselbst aber nicht 
als Folgen der allgemeinen Relationen, welche wir in § II autstellten und welche 
den Vortheil bieten, dass man die Verallgemeinerung auf mehr Dimensionen 
sofort iibersieht. Herr d’Ovidio beweist auch die von den Herren Sturm und 
Voss gefundenen Resultate theilweise aufs Neue. 


Kénigsberg i. Pr., den 10. November 1883. | 























Ueber die Bestimmung von ‘Tragheitsmomenten mit Hilfe 
Grassmann’scher Methoden. 
Von 


R. Menmxe in Stuttgart. 


Bei der rechnerischen Auswerthung des Triigheitsmomentes von 
materiellen Flichen und Kérpern bediente man sich bis jetzt meines 
Wissens ausschliesslich der gewéhnlichen Coordinatenmethoden. Es 


scheint naimlich der Anwendung neuerer Hiilfsmittel — ich habe be- 
sonders die Mébius-Grassmann’schen Methoden im Auge — die 


weitverbreitete Ansicht entgegenzustehen, dass derartige ,,symbo- 
lische‘‘ Methoden wohl bisweilen zur Ableitung ,,allgemeiner“ Resultate 
geeignet seien, dass man jedoch bei speciellen Problemen, namentlich 
metrischer Natur, am besten thue, zu den altgewohnten Coordinaten- 
methoden seine Zuflucht zu nehmen. Im Laufe einer letzten Winter 
gehaltenen Vorlesung iiber ,, Anwendung der Grassmann’schen Aus- 
dehnungslehre auf Mechanik“ habe ich mich nun iiberzeugt, dass die 
Methoden der Ausdehnungslehre, wie auf allen iibrigen Gebieten der 
Mechanik, so auch bei der Bestimmung von Schwerpunkten, Trig- 
heitsmomenten u. s. w. mit grésstem Vortheil verwendet werden kénuen. 
Von einer grossen Zahl von Beispielen, die ich mittheilen kénnte, 
gebe ich im Folgenden zur Probe die Bestimmung des Triigheits- 
momentes fiir die homogene Strecke, das homogene Dreieck und 
Tetraeder oder eigentlich das analoge Gebilde im Raume von (n — 1) 
Dimensionen. Uebrigens besitze ich gerade dieses Beispiel seit etwa 
drei Jahren. Ein bemerkenswerther Unterschied zwischen der hier 
angewendeten und der «onst tiblichen Coordinatenmethode besteht darin, 
dass man gewohnlich nicht, wie im Folgenden geschehen wird, das 
Traigheitsmoment sofort in Bezug auf eine ganz beliebige Axe, sondern 
zupiichst in Bezug auf einige Axen von specieller Lage bestimmt und 
aus den gefundenen speciellen Resultaten erst das allgemeine zusam- 
mensetzt. Es tritt hier sogar die Axe, in Bezug auf welche das Triig- 
heitsmoment genommen wird, ganz in Hintergrund, indem das einzige 
Integral, welches man auszufiihren hat, jene Axe gar nicht enthiilt. 
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a 
Vorbemerkungen. 


Es werde zuerst bemerkt, dass man in der Ausdehnungslehre den 
geometrischen Grundgebilden — Punkten, Geraden, Ebenen — Zahlen- 
coefficienten als ,,metrische Werthe“ beilegt und dementsprechend 
zwei solche Gebilde erst dann als gleich betrachtet, wenn sie ausser 
gleicher Lage auch gleiche Coefficienten oder Masswerthe besitzen. 

Nach Mébius werden mit Coefficienten versehene Punkte gerade 
so addirt, wie man in der Mechanik materielle Punkte zu ihrem 
Schwerpunkt zusammensetzt. D. h. zwei Punkte @ und b mit den 
Coefficienten 4 und w geben zur Summe denjenigen Punkt mit dem 
Coefficienten (A + w), welcher die Strecke ab im Verhiltniss w:A 
theilt. In dem besonderen Falle 4 + u = 0 erhalt man den unendlich 
fernen Punkt der Geraden ab mit dem Coefficienten Null. Es ist 
jedoch erlaubt und vortheilhaft, die Punktdifferenz (b — a) durch die 
(nach Linge und Richtung aufgefasste) Strecke von a nach b zu 
ersetzen. 

Das ,fussere“ Product einer Geraden A und eines Punktes x 
giebt, wenn beide den Coefficienten 1 besitzen, die Verbindungsebene 
beider mit einem Coefficienten gleich dem Abstand des Punktes von 
der Geraden. 

Das ,innere“ Product zweier Ebenen B und [ — geschrieben 
B\f — ist gleich dem Product aus ihren metrischen Werthen und dem 
cos des von ihnen gebildeten Flichenwinkels. So z. B. ist Aw| Az 
gleich dem Quadrat des metrischen Werthes von Az, also nach dem 
Obigen gleich dem Quadrat der Entfernung des Punktes 2 von der 
Geraden A; ferner ist Ay|Az, wenn y und ¢ zwei beliebige Punkte 
mit dem Coefficienten 1 bedeuten, gleich dem Product der Ent- 
fernungen dieser Punkte von der Geraden A, noch multiplicirt mit 
dem cos des Winkels, weichen die Ebenen Ay und Az einschliessen. 

Soll nun das Trigheitsmoment eines materiellen Gebildes in Bezug 
auf eine beliebige Axe A bestimmt werden, so zerlege man das be- 
treffende Gebilde, wie gewéhnlich, in Elemente. Sei 2 ein Punkt 
eines jener Elemente, dm die Masse des letzteren. Wofern man A 
sowohl als « den Masswerth 1 beilegt, so ist, wie schon bemerkt, 
Azx\|Azx das Quadrat des Abstandes von A und wz, folglich wird das 
gesuchte Trigheitsmoment 


T = SAx|Ax- dm. 
In diesem Ausdruck kénnen wir den zweimal auftretenden Punkt « 


gewissermassen heraussetzen und an den Stellen, wo x vorher stand, 
eine Liicke lassen: 


T = (SA()|A()dm) 22. 




















s&s 
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Da jedoch die Axe A bei der vorzunehmenden Summation (Inte- 
gration) constant ist, so kann man auch schreiben 


T = (A()|A()) - Sa? dm. 


Es erscheint jetzt das Triigheitsmoment als Product des constanten 
, Liickenausdrucks “ 


L= A()|A() 
mit dem, die Drehaxe A nicht mehr enthaltenden Integrale 
P = S82? dm. 


Auf die Ermittelung des letzteren Integrales kommt es stets in 
erster Linie an. Ist P bestimmt, so braucht man ja, um 7’ zu finden, 
nur mit dem Liickenausdruck Z zu multipliciren, was immer leicht 
auszufitihren ist, wenn man beriicksichtigt, dass fiir zwei beliebige 
Punkte y und 2 


(AQ|AQ) + 42 = (AQ |40) + 2y = Ay|Ae = AslAy 


wird. (S. A,*), Nr. 353-—364). 

Wie Grassmann gezeigt hat (A,, Nr. 360 —364), befolgen 
die in einen Liickenausdruck einzusetzenden Gréssen die Gesetze der 
algebraischen Multiplication; a* ist daher ein algebraisches Punkt- 
quadrat, der doppelt zu denkende Punkt 2. Das Integral Sa? dm 
kénnte daher etwa, als Summe von (unendlich vielen) Punktquadraten, 
eine quadratische Punktgrésse genanut werden. Dasselbe hat zuniichst 
blos formale Bedeutung, erlangt jedoch einen realen Werth, sobald 
man es mit einem Liickenausdruck multiplicirt, dessen Liicken es aus- 
zufiillen geeignet ist. 

Uebrigens stésst man nicht blos bei der Berechnung des Triigheits- 
momentes auf das Integral Sz*dm. Dasselbe hat vielmehr eine all- 
gemeinere, sehr fundamentale Bedeutung. Es giebt z. B. einen Liicken- 
ausdruck, mit welchem multiplicirt, das Integral sofort die Knergie 
des Kérpers (materiellen Gebildes) bei einer beliebigen Schrauben- 
bewegung liefert; ein gewisser anderer Liickenausdruck hat die Eigen- 
schaft, das Integral in die mechanische Summe der Elementarkriifte 
za verwandeln, welche durch eine gegebene Schraubenbewegung des 
Kérpers hervorgerufen werden; auch gelangt man sehr leicht von 
jenem Integral zu dem von Hesse eingefiihrten ,imaginiiren Bilde“ 
des Kérpers sowie zu den verschiedenen Arten von Trigheitsellipsoiden. 
Ich kann hierauf an dieser Stelle nicht weiter eingehen, sondern muss 
mich vorliufig auf die obigen Andeutungen beschrinken. 

*) Wie tiblich, soll Grassmann’s ,,Lineale Ausdehnungslehre“ von 1844 
mit A,, diejenige von 1862 mit A, angefiihrt werden. 


Mathematische Annalen. XXTTT. 10 
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2. 
Ausfiihrung des Integrales Sz*dm fiir ein homogenes (x — 1) dimen- 
sionales »-Eck. 


Statt fiir die Strecke, das Dreieck oder Tetraeder, bestimmen wir 
das Integral Sz?dm sogleich fir einen mit homogener Masse er- 
fiillten Theil eines Raumes von (w — 1) Dimensionen, welcher durch 
n beliebige (nicht in einem Raum niederer Dimension enthaltene) 
Punkte a,, a, ..., @ und die sie verbindenden Riume (n — 2)ter 
Dimension begrenzt ist. Sei 2 ein Punkt dieses (n — 1)-fach aus- 
gedehnten Koérpers; er trage, ebenso wie die Punkte a, den Coeffi- 
cienten 1. Dann lisst x sich aus den Punkten a linear ableiten (A 
§§ 107, 110) d. h. in der Form darstellen 


Z= dha, + 4,0, + +++ + Anda, 


wobei der iiber die Coefficienten gemachten Voraussetzung zufolge 


L=A,+4,+--+-+4n 


1? 


ist. 
Es wird 
Sa?dm = S(A,a, + +++ + Anan)? dm 
n 
= > aja, - SizdApdm, 
6,421 
wobei die Integrale der rechten Seite iiber den betrachteten K6rper 
auszudehnen sind. Jene Integrale sind in dem allgemeineren ent- 
halten 
SAP ay ..- alin dm. 
Um letzteres auszuwerthen, bevorzugen wir eine der Ecken, etwaa,, 
und schreiben unter Beniitzung von 4, = 1— 4, — Aa, —-+-+— A: 
&£=a, + A,(a, — a,) + A,(ag — a) +--+ + An(Gn — 4). 
Nun zerlegen wir den Kérper in Elemente durch (n — 2) dimen- 
sionale Riiume, welche je zu (m — 2) der von a, ausgehenden Kanten 


@, My, 4,43, +++, @,@, parallel sind. Das an & anstossende Element, 
das (n — 1)dimensionale Analogon eines Parallelepipeds im gewoéhn- 


lichen Raum, hat die von # ausgehenden Kanten 


- da, = (a, — a,) da,, 
FR da, = (a, — a,) da,, 
i day = (Gn, — @,) day, 


za welchen die iibrigen Kanten parallel sind. 











n 
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Der Inhalt des fraglichen Elementes ist daher (A,, §§ 36, 109): 
[a (4, — @) (43 — 44) ++ + (Gn — a,)] dA, dd, -- day 
= [G,d.+++ dy] dA, dd, +--+ dd, 


Nun ist [@,a.--+-a@,] das (wn — 1)! fache von dem Inhalt des in 
Rede stehenden Kérpers (A,, § 111); wenn folglich dm die Masse 
des an « stossenden Elementes, m diejenige des ganzen Kérpers, 6 die 
specifische Masse bedeutet, so hat man 


dm = 6[a,a,--++ dn] da, da, +--+ day, 
(n—1)!m = G[a,a,+- + aa], 
also 2 
dm =(n — 1)! mda, di,+-- day. 
Daher wird 
Sapiag?. + Aindm 
a= (a — S)imBti — a, ~ 4. —--.—~ a... ed. ae 


Um die Grenzen des Integrales zu bestimmen, bemerke man, dass 
x dann und nur dann innerhalb des fraglichen K6érpers liegt, wenn 
die Zahlen 4,, 4,-+--4, siimmtlich positiv sind (A,, § 110). Das 
obige Integral ist daher iiber alle positiven Werthe der Integrations- 
verinderlichen zu erstrecken, fiir welche 
A,=1—Aa,—4,—---—A,>0 
ist. 

Nach einem bekannten Satz von Liouville ist nun (s. Meyer, 
bestimmte Iutegralc, 8. 591) unter den eben angegebenen Bedingungen 


Bim Bye dy - i s — A «+ A). +R, 


! ie ! 
{4y+ Ue: Uy 


tet tee 
Mithin erhalten wir 
My! ug!++ wy! (m—1)! 
¥ oft, Mo ce 1a de — Z Pens... STE PS 4 
SAjy' ag Mn dm Stat. eee ee m. 


Hieraus folgt insbesondere 


142 — 
SA2 dm = => 3 
Y m 
Si;A,dm = ry + 1) . 


Das gesuchte Integral ist demnach 


n n 
- m P —_ 
S2zdm = m2 (2 > a? + aj as) ’ 
sd ¢==3 


j i,k=!1 


wo in der zweiten Summe i und & stets von einander verschieden sein 
mhiissen. 


10* 
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Die quadratische Punktgrésse Sz?dm erscheint hier als Summe 


n(n — 1) 


von » Punktquadraten a,;* und — Punktepaaren a;a,. Dieselbe 


wird nachher auf eine Summe von (m+ 1), resp. m Punktquadraten 
zuriickgefiihrt werden. 


3. 
Tragheitsmoment der homogenen Strecke, des Dreiecks und Tetraeders. 
Durch Specialisirung des soeben gefundenen Resultates erhilt man 
fiir die Strecke (n = 2) 
— 1 , 
S2tdm = : ta,? + a,” + a, a), 
fiir das Dreieck (n = 3) 


ee 2 2 2 
Sa? dm = — (a,? + a,’ + a;? + a, a; + 434, + 4,44), 


endlich fiir das Tetraeder (n = 4) 


Sa?dm = i (a? + ---+ a, + a,a, + a,a, +---+ aya). 


Um schliesslich die gesuchten ‘Trigheitsmomente zu erhalten, 
miissen, wie schon bekannt, die obigen Ausdriicke mit dem Liicken- 
ausdruck LZ = A()|A() multiplicirt werden. Da 

La? = Aa;|\A Qi, La;a == A a;| Aa,, 
so ist das Ergebniss folgendes: 

Bedeutet «; den Abstand der Ecke a; einer homogenen Strecke resp. 
eines homogenen Dreiecks oder Tetraeders mit der Masse m von einer 
beliebigen Axe A, ox den von den Ebenen Aa; und A a, eingeschlossenen 
Winkel, so ist in Bezug auf jene Axe das Trégheitsmoment 

der Strecke gleich 

m - 9 — 
gy (@1° TF &y* F&O COS G49), 
des Dreiecks gleich 
bo 2 2 2 . . 
e (% + Hy? + Hs? + HH COS P., + +--+ + a, &, COS Hj»), 
des Tetraeders gleich 
m ‘ ’ 

2 2 vat) . vat] 

19, (1 + +++ ay? + a, &, COSM,. + &, &, COS HP,, + - - + + HH, COS Psy): 

Es lassen sich aber viel einfachere Ausdriicke aufstellen. Gehen 
wir zur Betrachtung des (nm — 1) dimensionalen »-Ecks zuriick. Es 
wurde fiir dasselbe gefunden 


2m 


nin-+1) (a,? a coe + a,” f a, A, 4 A, A, a *e-s a An—1 On). 


Ist nun s der Schwerpunkt des Kérpers (zugleich der Schwerpunkt 
seiner » Ecken), so hat man 


Sa2dm = 
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NS = A, + A, +°++ + Gn, 
n?s? = a,?> +--+ + ay? + 2a,a, +--+ + 2an_idy, 
2 (a, a, + +++ + Ay_1d,) = 8? — oe oe ae 
Folglich wird 
Sa? dm = ee (a,> + a,2> +---+a,? + n’s?). 


Hieraus folgt fiir n —2,3 und 4: 
Ist 6 der Abstand des Schwerpunktes einer homogenen Strecke, resp. 


also 


oder 


eines homogenen Dreiecks oder Tetraeders von einer beliebigen Axe und 
bedeutet, wie friiher, a; den Abstand der Ecke a; von derselben Axe, 
m die Masse der Strecke, resp. des Dreiecks oder Tetraeders, so ist das 
Triigheitsmoment in Bezug auf jene Axe 
fiir die Strecke: 
= 2 2 2 
wast ¥ (a? + a? + 40 ); 
fiir das Dreieck: 
m ‘s * * ‘ 
— 12 (a," + a,” + a3° + 96°), 
fiir das Tetraeder : 


m “ = ‘ _ 
= (a,? + a? + a? + a,’ + 166°). 


Nach einem Satz von Reye (s. Schlémilch’s Zeitschrift Bd. X) 
kann jeder Kérper auf mannigfache Arten durck vier materielle Punkte 
(eine ebene materielle Flaiche durch drei, eine materielle Strecke durch 
zwei solche) ersetzt werden, welche ihm hinsichtlich des Trigheits- 
momentes in Bezug auf jede beliebige Axe fiquivalent sind. Unter den 
bei (der Strecke, resp.) dem Dreieck und Tetraeder sich ergebenden 
Reductionen giebt es (eine resp.) zwei besonders bemerkenswerthe, die 
noch angefiihrt werden sollen. Der erwihnte Reye’sche Satz beruht 
auf der Thatsache, dass in einem Gebiet von (x — 1) Dimensionen 
eine quadratische Punktgrésse, wie z. B. das Integral Sa*dm, auf 
unziihlige Arten durch eine Summe von » Punktquadraten ersetzt 
werden kann. 

Versuchen wir die Reduction von S2?dm, indem wir n Punkte 
b,, b,, +++) b» durch die Gleichungen einfiihren 

(L+a)b=—a+as, (@=1,2,---+,n). 


Durch Quadriren erhilt man 
(1 a Ay? b;? = a; -{- Zias 4 A? s*, 


(1+ aed? b# =>) a? + 24D! ais + na? st. 


also 
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Da jedoch 


also 


ist, so hat man 
2 a one y’ 2 9 Ld 2) oe 
(1+ 4d) > 3 b; = 7 % + (2nd + nd?) s*. 
Die rechte Seite stimmt mit 


— 2.9 
?, a + n*s* 

—- 
iiberein, wenn 

ni? + 2nd = vn? 
oder 
A=—1+/Yyl+n 

ist. 

Setzt man also 


+Yi+n-b=—a,+ (— i+/y1 + n)s, 
oder 
F b = s+ a 
— Vi+tn 


so ergiebt sich 


S2idm = = (> a;* + n?s*) — ; (b,? + b,? + --- + by). 


n(n + 1) 
Der betrachtete (n — 1) fach ausgedehnte Korper ist also den n 
Massenpunkten b,, b, -- +b, dquivalent, wobei sich diese Punlite in die 


ganze Masse des Korpers gleichmiissig zu theilen haben. 
Fiir n = 2 z. B. erhailt man als eines der Punktepaare, durch 
welches die homogene materielle Strecke a, a, ersetzt werden kann 
a — 8s (V3 +1) a, + (V3 —1) ds 
b, =sS at = = = atat 
V3 2V3 
rn dg—S _ (V3 —1)a, +(V3+ 1) ay 
2 , —- — 
V3 2V3 
Die Punkte 6 liegen also symmetrisch zur Mitte und theilen die 
Strecke a,a, im Verhiiltniss (y 3— 1)-(Y¥3 + 1). 
Setzt man ferner » = 3 und nimmt in dem Ausdruck fiir b; das 
untere Zeichen, so kommt 


oder da 
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Die Punkte }; sind daher in diesem Fall die Seitenmitten des 
Dreiecks a,a,a,. Also: Das Triigheitsmoment eines homogenen Dreiecks 
in Bezug auf eine beliebige Axe ist gleich dem Triigheitsmoment der 
Seitenmitten, wenn jeder von diesen ein Drittel der Masse des Dreiecks 
cuertheilt wird. 

Man findet diesen Satz in Schell’s Theorie der Bewegung und 
der Krifte, 2. Auflage, 1, 8. 137*). 

Wihlt man in der Gleichung fiir b; das obere Zeichen, so kommt 
(immer noch fiir » = 3) 


ewe & sta oe it 3 


2 2 


d. h. b; ist jetzt der Halbirungspunkt der Strecke sa; Also: 
Ein homogenes Dreieck ist hinsichtlich des Trigheitsmomentes dqui- 
valent den drei Punkten, welche die oberen Abschnitte seiner Schwer- 
linien halbiren, wenn diese Punkte je ein Drittel der Masse des Dreiecks 
erhalten. 
Fiir n = 4 ergiebt sich: 


a;—s& 
b =s+——-: 
ae 
Also: Zieht man vom Schwerpunkt s eines Tetraeders nach seinen 
Ecken a,-++a, gerade Linien und tragt auf diesen von s aus nach 


beiden Seiten gewisse Strecken ab, niimlich auf sa; eine Strecke gleich 
sa;: V5, so erhdlt man (in den Endpunkten der abgetragenen Strecken) 
zwei Systeme von je vier Punkten, welche dem (mit homogener Masse 
erfiillt gedachten) Tetraeder hinsichtlich des Trdgheitsmomentes dqui- 
valent sind. 


Stuttgart, Juli 1883. 

*) Herr Klein hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass der vorher- 
gehende Satz zuerst von Reye gefunden worden ist. (s. Reye, ,,Einfache Dar- 
stellung der Trigheitsmomente ebener Figuren‘‘, Zeitschrift des Vereins deutscher 
lngenieure, Bd. X1X), In einer Mittheilung (,,Einfache Darstellung der Trigheits- 
momente von Kérpern‘‘), welche demniichst in Schlémilch’s Zeitschrift erscheinen 
wird, stelle ich mehrere, den Reye’schen analoge Siitze fiir eine Anzahl von 
Kérpern auf. (Bemerkung wiihrend des Drucks, November 1883). 








Ueber einen zu einer unendlichen Punktmenge gehérigen 
Grenzwerth. 


Von 


O. Srouz in Innsbruck. 


1. In dem endlichen Intervalle (a4, b) sei eine beliebige Punkt- 
menge 2 definirt. Nun betrachte man ein System von Theilungen 
dieses Intervalles von der Art, dass jede durch Zerlegung der in der 
vorausgehenden vorkommenden Theilintervalle von (a, b) entsteht und 
zwar nach einem solchen Gesetze, dass von einer bestimmten Theilung 
T, angefangen alle folgenden das gegebene Intervall (a, b) in Theile 
zerlegen, deren jeder kleiner ist als eine vorgegebene Zahl 0. Fiihrt 
man im Intervalle (a,b) ein System von unbegrenzt vielen solchen 
Theilungen: &,, T,...,Ta,... aus und zahlt nach jeder Theilung 
diejenigen Intervalle zusammen, die Punkte der gegebenen Menge 2’ 
enthalten, so erhalt man Streckensummen S,, S,,..., S,,..., welche 
der Relation geniigen S, > 8S, >--->8S,. Demnach existirt ein end- 
licher Grenzewerth lim S, = L, wobei L>O. Gugleich ist 8S, > L. 

n=+o 

2. Die soeben definirte Zahl LZ ist von dem betrachteten Systeme 
von Theilungen {, unabhiingig, so dass zu jeder im Intervalle (a, b) 
befindlichen Punktmenge x’ eine bestimmte Zahl L > 0 gehdrt, welche 
ihre Intervallgrenze heissen mag. 

Wendet man anstatt des Systemes {, ein anderes von denselben 
Eigenschaften: &, an, so ergiebt sich damit auf dem oben bezeich- 
neten Wege eine Zahl L’ >0, von der gezeigt werden kann, dass sie 
gleich ZL ist. Durch Vereinigung der Theilungen {, und {,'; {, und 
o3---3 Ua und T, erhilt man ein drittes System von Theilungen 
tr, mit dem Grenzwerthe L”. Dabei ist S, >S;,, also L>L". Da 
lim S; = L” (lim n = + oo), so existirt eine bestimmte Theilung f 
so dass 


” 
my) 


(1) L" +é> Sn, 

wie klein auch die positive Zahl ¢ sein mag. Die Theilung &;,, welche 
sowohl die Theilpunkte von f,, als auch die von Tj, enthilt, mége im 
Ganzen p Intervalle MN liefern, die Punkte der Menge z’ enthalten. 
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Ihre Summe ist eben S,,. Construirt man in (a, b) noch die Punkte 
der Theilungen Tn41, Umpe,.--> Umtr, 80 ergeben sich wieder die- 
jenigen Intervalle, deren Summen oben mit Syii, Snyo, ..+, Ste 
bezeichnet sind. Da ausserhalb der Intervalle MN kein Intervall der 
Summe S,,,, fallen kann, so folgt unmittelbar, wenn A,,4, das grésste 
Intervall, welches nach Ausfiihrung der Theilung T,,4, in (a, 6) noch 
vorhanden ist, bedeutet: 


Sn + 2p An+r > Bate => L 
LD” +e+2pAn,> L. 


Nimmt man ¢ so gross, dass 


2p Am+r <. é, 


und nach (1) 


so folgt 
L"+2e>L>L’" 

und somit ZL” = LZ. Ebenso erschliesst man L” = L’ somit L = L’, 

3. Denkt man sich das Intervall (a,b) in beliebig viele Theile 
0,,9,,.++, 0, getheilt, und die Summe S derjenigen gebildet, welche 
Punkte der Menge 2 enthalten; so erscheint S als Function der Ver- 
finderlichen 0,,0,,..., 0, in unbegrenzter Anzahl, die mit Ausnahme 
der Relation 

8+6,+-:-+o—b-a (b> a) 

von einander voéllig unabhiingig sind. Man sagt, eine solche Function 
niihert sich bei unbegrenzter Abnahme der 6, einem endlichen Grenz- 
werthe L, falls zu jeder beliebigen positiven Zahl ¢ eine Zahl A gehdrt 
in der Art, dass immer | S— Z| < «, wenn nur jedes der Intervalle 
6, kleiner ist als A*). 

Auch in dem hier betrachteten Falle hat man lim S = L fiir 
lim 6, = 0. Es ist zweckmiissig, bei dem Beweise dieses Satzes den 
Satz von Nr. 2 nicht als bekannt vorauszusetzen. Wir nehmen dem- 
nach nur an, dass der einem bestimmten Systeme von T,, T,,..., Un 
entsprechende Grenzwerth Z vorhanden sei, so dass fiir n > m 
(2) L<8S,<LD+e. 
Die Anzahl der in S, zusammengefassten Intervalle der Theilung &,, 
sei p,, das kleinste der durch sie gelieferten Intervalle sei E,, das 
grésste A,. Fiir die zuniichst beliebige Theilung (0,, 0,,..., 0x) 
sollen p, E, A die analoge Bedeutung haben. Indem man so gross 
nehmen kann, dass A, < E, so folgt, dass jedes der Intervalle in S, 
entweder vollstiindig innerhalb eines der in S vorkommenden liegt 
oder doch nur mit eimem Ende iiber ein solches Intervall hinausragt. 
Ks ist demnach sicher 


(3) S, << S+ 2pA, 


*) Vgl. diese Annalen Bd. XVIII, p. 270. 
XXIII. 
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d.i. da A, beliebig klein sein kann L < S+ ¢, also L < S. Nehmen 
wir nunmehr an, dass A<E,, so ergiebt sich auf die namliche Art 
4) S<8,+2p,A 
und nach (2) 
O<cS8—L<e+2p,d. 

Nimmt man so gross an, dass (2) besteht und macht A so klein, 
dass sowohl A<E, als auch 2p,A << gilt, so folgt schliesslich, 
was zu beweisen war: 

O<S—L<2e. 

4. Diejenigen Punktmengen wozu der Grenzwerth L = 0 gehirt, 
stimmen iiberein mit den von Herrn A. Harnack als discret bezeich- 
neten Mengen*). Nach seiner Definition lassen sich die Punkte einer 
discreten Menge in eine endliche Anzahl von Intervallen einschliessen, 
deren Summe S < «. Es ist somit L <ed.i. L=O. 

Falls ZL > 0, kann man die Punktmenge nach Hrn. Harnack’s 
Vorschlige passend als eine lineare bezeichnen. Unter denselben sind 
die in allen Theilen des Intervalles (a, b) iiberall-dichten Punktmengen 
durch den Grenzwerth L = b — a charakterisirt. 

5. Es ist offenbar, dass die in Nr. 1 angestellte Betrachtung auch 
aut Punktmengen, die in einem ebenen, von einfuchen Réindern be- 
grenzten endlichen Flichenstiicke & sich befinden, ausgedehnt werden 
kann. Wir schliessen } durch gerade Linien ein, theilen dieses Polygon 
in geradlinig begrenzte Zellen und bilden die Summe derjenigen Zellen, 
welche Punkte der gegebenen Menge enthalten. Dann wird jedem 
Systeme von Theilungen {,, T,,..:, T,, deren jeder Theilchen stets 
in einem Theile der vorhergehenden vollstiindig enthalten sind, ein 
endlicher Grenzwerth Z entsprechen: lim S, = L. 

r=+H 

Nun ist zu zeigen, dass wenn § auf beliebige Weise in Theile 
A, , Ao,..-,4, zerlegt wird, dieSummeS derjenigen Flichenstiicke, welche 
Punkte der Menge enthalten, bei abnehmenden A, einem endlichen 
Grenzwerthe L > 0 zustrebe, welche man die Fldchengrenze der ebenen 
Punktmenge nennen mag. 

Wiirde man die Theile A, durch Parallele zu zwei festen Geraden 
herstellen, so dass A,;|= 0, ¢, sin @, so wire nachzuweisen, dass jeder 
positiven Zahl « Zahlen A, E zugeordnet werden kénnen, in der Art, 
dass |S -- L | < é wenn nur alle 6, < A, und alle «, < E. Es ist 
nicht schwierig, diesen Satz zu zeigen. Wir wollen aber etwas allge- 
meiner verfahren, indem wir beziiglich der Zellen A, nur voraussetzen, 
dass sie gewohnliche Polygone seien. Um auszudriicken, dass dieselben 


*) Vergl. diese Annalen Bd, XIX, p. 238. — Herr P. du Bois-Reymond 
nennt sie ,,integrabel‘* (Allg, Functionentheorie [, p. 190) und erwihnt a. a. O., 
dass solche Punktmengen dem Satze in Nr. 2 geniigen. 
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nach den beiden Dimensionen der Ebene unendlich klein werden, lassen 
wir den grdéssten Abstand b, zweier Punkte des Umfanges der Zelle A, 
unter jede Grésse sinken. Der Kiirze halber mag die Linge b,, die 
entweder eine Diagonale oder eine Seite des Polygones A, sein muss, 
als die grésste Sehne desselben bezeichnet werden. Man wird leicht 
bemerken, dass die Fliiche A, jedenfalls kleiner ist als ein Quadrat 
von der Seite b,: A, << b?. Es soll nun gezeigt werden, dass jeder 
Zahl ¢>0 eine Zahl 6 >0 entspricht in der Art, dass | S— L | <a, 
wenn nur die Theile &, gewdhnliche Polygone sind, deren grisste Sehne 
kleiner als B ist. 

Ausgehend, wie in Nr. 3, von dem Grenzwerthe L, welcher einem 
Systeme von Theilungen T, entspricht, kann man wieder die Relation 
(2) ansetzen. Es seien ferner B, die grésste Sehne aller durch die 
Theilung &, hervorgebrachten Stiicke, E, das kleinste unter ihnen, 
Pn die Anzahl der in S, eintretenden Zellen, Q, der Gesammtumfang 
derselben. Beziiglich einer zuniichst willkiirlichen Theilung (A4,, A,,..., Ax) 
haben B, E, p, @ die analoge Bedeutung, wiihrend g, den Umfang 
einer Zelle A, bezeichnen soll. Nimmt man ” so gross an, dass siimmt- 
liche der Theilung Z, entsprechenden Stiicke Ean Grosse nicht iibertreffen, 
so wird jedes derselben entweder véllig innerhalb eines der Stiicke A, 
liegen oder in ein, vielleicht auch in mehrere A, eintreten, in keinem 
Kalle aber zwei derselben vollstiindig tiberziehen, Es ist ferner klar, 
dass keine in S, vorkommende Zelle ganz ausserhalb aller in S zusam- 
mengefassten Zellen A; liegen kann und umgekehrt. — Von dem aus 
Theilen von Zellen, die zur Theilung &, gehdren, gebildeten Saume, 
der eine Zelle A, umgiebt, kann man behaupten, dass er unter der 
Grenze B,q + 2B} liegt.*) Mithin ergiebt sich sofort die Relation 
(5) S,<S+B,Q@0+ 2pBi, 
und daraus nach (2) LZ < S+«, daB, beliebig klein gemacht werden 
kann. Es ist somit L< 8S, 

Setzt nfan nunmehr voraus, dass simmtliche A,;< E, seien, so 
kann man auf dieselbe Art schliessen: 


(6) S<S,+BQ, + xp,B?, 
und ferner nach (2) 
0<S—L<e+BQ, + ap,B. 
Hat man nun » so gross angenommen, dass die Relation (2) gilt, und 


*) Um das einzusehen, denke man sich tiber den Seiten eines convexen 
Polygones A, nach aussen Rechtecke von der Hohe B, errichtet und verbinde 
ihre ausserhalb der Zelle A, liegenden Ecken durch Kreisbégen vom Radius B, , 


welche von den Ecken der Zelle zu beschreiben sind. — Die Relation gilt iibrigens 
auch, falls das Polygon A, nicht convex ist. 
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denkt sich B so klein, dass sowohl A, < B? < E, alsauch BQ, +2p, B2<e 
sind, so folgt, wie oben, 0< S — L < 2¢.*) 

Ist die Flaichengrenze ZL gleich Null, so wird die Punktmenge als 
discret**); falls L > 0, als eben bezeichnet werden kénnen. 

6. Die Theilungen des Gebietes’} werden meist durch zwei Curven- 
systeme bewerkstelligt. 
man 


Bezeichnen 2, y Parallelcoordinaten, so setzt 


T=P(P,9), Y=V¥(P, Q)s 

wobei p, wy stetige Functionen von p, q sein sollen. Jedem Werth- 
systeme p, q entspricht ein System 2, y und umgekehrt, so dass an 
Stelle des Gebietes § ein anderes G in p, q gesetzt werden kann. Die 
Paare p,q; p+ Ap, q; p, g + Ag; p+ Ap,g + Aq bestimmen ein 
Viereck MM’ M” M’’. Damit die Seiten und Diagonalen desselben 
unter einer Zahl 6 liegen, braucht man nur fiir | Ap|, | Ag | solche 
Grenzen A,B festzusetzen, dass die Differenzen der Coordinaten der 
eben genannten Punkte dem absoluten Betrage nach eine gewisse Zahl 
B nicht erreichen. Sind wy, w y u. s. w. die Coordinaten von 
M, M’ u. s. w., so hat man 


x—xz=Ap = + o(Ap)}, 2’ —xz=Aq = ok 9” (Aq)} 


—x2 —x#+2)+ (a —2)+ (x — 2), 


, e . g2 an 
a’ —“’ —-x#+ua=—Apyq rs > + X(Ap, Aq}: 


wr wr 


“—-xXL=—(2 


Aus diesen Formeln wird man Grenzen A, B ableiten kénnen, wenn 
‘ pa " 

ki c? | °?  endliche Functionen im ganzen Gebiete G darstellen 

op’ aq Op oq 


und wenn die Formeln 

lim @ (Ap) = 0, lim e” (Aq) =0, lim X(Ap, Ag) =0 

4ap—0 4q=0 4 p=—0, 49=0 

in dem Sinne bestehen, dass 9’, 9”, X sich jedem Grenzwerthe () gleich- 

miissig fiir alle Stellen p, q des Gebietes G nihern. Die genannten 

. ° e —_ . + ° ( oO oe 

Bedingungen sind sicher erfillt, wenn die Functionen <2, ©? , ©? 
4 cp’ oq’ oped 

in dem Gebiete mit Einschluss seiner Begrenzung stetig sind. 


Innsbruck, 26. Juli 1883. 


*) Die hier benutzte Methode, die Existenz des Grenzwerthes L zu beweisen, 
ist auch zur strengen Begriindung eines fundamentalen Satzes in der Theorie der 
Doppelintegrale (vgl. z.B. A. Harnack, Elemente der Differential- und Integral- 
rechnung p. 310) brauchbar. 

**) Dass der Begriff einer discreten Punktmenge in der Ebene der Begriindung 
bediirfe und worauf es dabei im Wesentlichen ankomme, theilte mir schon vor 
einiger Zeit Herr C. Adler mit. 
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Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen 
5 ra) $ 
erster Ordnung ersten Grades. 
Von 


A. Voss in Dresden. 


Durch die Gleichung: 


(1) > vifi=0 


in welcher die f; homogene Functionen n'* Ordnung der Variabelen 
2, %_, %, sind, zwischen denen die Identitiit: 


(2) > afi =0 


besteht, wird jedem Punkte der Ebene eine durch ihn gehende Gerade 
(1), die Tangente des Systems, zugeordnet; « heisse ihr Beriihrungspunkt. 
Durch Differentiation der Identitat (2) und mit Hiilfe des Euler’schen 
Theorems erhilt man die weiteren Identititen: 


(3) fi + > % fix = 9, 
— nfz + yo Xi fri = 9, 
> find) + fut fe= 9, 
in welchen die Differentialquotienten durch Indices bezeichnet sind, so 


Cf; 


=—z—, ete. ist.*) Man hat also auch fiir 
OX), OX, 


. of; ‘ 
dass fj, = oa,’ fu = 
beliebige y: 
> rife wey +2 >) wytei =0, 
> Afirin wUYm +3 >) VG Ynfiin = 0. 


*) Jedes Summenzeichen bezieht sich immer auf alle diejenigen Indices, 
welche doppelt unter demselben vorkommen. 
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Aus (3) folgt: 


(n+ 1)f,= %(fi2 — fay) + 23 (fis — fa), 
(4) (m + 1) fp = % (for — fra) + %3( fos — fa2); 
(m + 1) fs = 2% (fg: — fis) + %2(fo2 — fas) 
mithin: 
fi (foe a fos) + fo(his — fs) + fs (for ia fi2) =. 


Das ist die Bedingung der Integrabilitit der Differentialgleichung 


(5) > fi da; = 0. 


Da dieselbe identisch erfiillt ist, so wird: 
oF 
Mi = Ou; 

und F’ ist eine homogene Function 0’ Ordnung, F = const. die Glei- 
chung des der Gleichung (1) zugehérigen Curvensystems. Ein solches, 
im allgemeinen transcendentes System, das Integral der Differential- 
gleichung (5), hat Eigenschaften, welche auf’s engste mit bekannten 
Kigenschaften der algebraischen Curven zusammenhiingen. Dieselben 
sind von einem anderen Gesichtspunkte aus bereits in allgemeinerer 
Form von Clebsch und insbesondere in Bezug auf den hier vorliegen- 
den Fall von Herrn Lindemann untersucht worden.*) Denn aus 
den Identitiaiten (4) ersieht man direct, dass sich die f; in der Form 


(6) fi = 2,F, — 2,F,, 

f, = 4, F, — 2,F;, 

fy = %,F, — x, F, 
darstellen lassen, wobei nun die F; beliebige homogene Functionen 
nm — 1%" Grades sein werden.**) Und durch Einfiihrung von Linien- 
coordinaten u; erhilt man dann die Gleichung eines Connexes | »— 1, 1 |***) 


> uF; = 0. 


So wie sich nun die geometrischen Verhiiltnisse des durch eine Dif- 
ferentialgleichung (5) definirten Systemes als Consequenz der Connex- 
theorie ansehen lassen, so kann man andererseits dieselben auch als 
eine Erweiterung der bekannten Gesichtspunkte der algebraischen 
Curventheorie betrachten. Es schien mir niitzlich, auch diesen Weg 
einzuschlagen , auf dem die wichtigsten Covarianten der Curventheorie 


*) Clebsch-Lindemann, Vorlesungen tiber Geometrie, p. 1001 u. ff. 
**) Vgl. den Beweis des Herrn Darboux hierfiir, Bull. des Sc. Math. 
1878, p. 67. 
***) Herr Lindemann untersucht den dualistisch entsprechenden Fall 
{1, m— 1}. 
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eine anschauliche Bedeutung in der Lehre von solchen linearen Differen- 
tialgleichungen gewinnen. Resultate, die sich aus den Untersuchungen des 
Herrn Lindemann unmittelbar ergeben, habe ich nur kurz berthrt, 
manche Analogien auch nur kurz angedeutet; Anwendungen der eigent- 
lichen Charakteristikentheorie, wie sie von Herrn Fouret bereits in 
ausgiebiger Weise behandelt sind,*) ganz ausgeschlossen; im § 4 end- 
lich habe ich einige Sitze iiber algebraische Integrale linearer Differen- 
tialgleichungen hinzugefiigt, welche, abgesehen von der Untersuchung 
iiber die Hesse’sche Curve derselben in § 2, fiir die Discussion der- 
selben niitzlich erscheinen und zu denen ich durch die instructive 
Arbeit des Herrn Darboux*) tiber algebraische Differentialgleichungen 
dieser Art veranlasst bin. 


i. 
Polarentheorie. 


Setzt man in dem Ausdrucke: 


> ti i= Bo Ui (a2) 


an Stelle von « «+ Ay, so ergeben sich durch Entwicklung nach 
Potenzen von A die Formen: 


P Ui (Giz )*—*— (aiy)*. 


Es erscheint angemessen, dieselben auch hier als Polaren von y zu 
bezeichnen. Fiir k =O hat man die m'* Polare von y, die gegebene 
Form selbst; die » — 1'* Polare von y ist: 


> vi Yn fix =9, 


allgemein die » — k** Polare von y 


> U; (Giz *—*—" (ayy)* = 0. 
Alsdann gilt der allgemeine Satz: 
Geht die m Polare von y durch einen Punkt x, so geht umgekehrt 
dien —m-+ 1% Polare von «x durch den Punkt y.***) 
Denn die m'* Polare von y ist: 


>’ tt; (Aiz)™—* (aiy)"-™ = 0; Uy = Yo Lz — Yu Xq 
und die n — m+ 1 Polare von z: 


a 0; (Gis)"—™ (Aiz)"—' = 0; Ui = %y hy — Xho, 
*) Fouret. Sur les systeémes généraux descourb es planes, Bull. de la société 
math, II, p. 72, 96. 
**) Darboux, Mémoire sur les équations différentielles du prémier ordre 
et du prémier degré. Bull. des Sc. math. 1878. 
***) Weitere Reciprocitiitssiitze allgemeiner Art finden hier indess nicht statt. 
i 
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und die beiden linken Seiten dieser Gleichungen stimmen bis auf das 
Vorzeichen tiberein, wenu in der zwéiten statt 2, y gesetzt wird. 

Die n'* Polare von y hat im Punkte y einen Doppelpunkt, wenn 
die drei Gleichungen: 


> vif =0 


bestehen. Der Ort der Doppelpunkte der n' Polaren ist die Jacobi’ sche 
Curve 3 (n — 1)” Ordnung des Systems: 


































fia fie fis 
A= fos fo fos = 0, | 
ifs hee bun 


wiihrend die Punkte y selbst eine Curve 2, 3(m— 1)? Ordnung bilden. 
Die conische Polare von x: 


(6) > v Ufa = 0 


hat dagegen einen Doppelpunkt, wenn die Hesse’sche Determinante 
2h fia tha his + fas | 
A’ = fie + fas 2 fo» fos + fy2 | 
histia frstts  2%ss | 
verschwindet. Der Ort dieser Doppelpunkte ist eine Curve 2, von der 
3(m— 1)?" Ordnung. Ausserdem hat man noch die von den Punkten 


y, fiir welche: a 
Pa Yi fer = O 


gebildete Curve 2,, deren Ordnung ebenfalls 3 (m—1)? ist. 
Hesse’ sche unde Jacobi’ sche Curve des Systems sind identisch. 
Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Identitit: 


Gy, G. | | 2a, Ay, + Ay 
21 Ay, Ao @y | =| ay, + Ay, 2 Ay, Ay \ , 
a @ 9 a Ay 0 


vermoége der man unmittelbar die identische Gleichung: 

2(n—1)" A= — nl’ 
gewinnt. Die drei genannten Curven sind daher eindeutig den Punkten 
der Hesse’schen Curve zugeordnet, haben also auch simmtlich mit 
dieser dasselbe Geschlecht. 

Die gerade Polare von x, Yy;f; = 0 ist die diesem Punkte zu- 
gehérige Tangente. Weiter hat man: 

Die Beriithrunyspunkte der durch einen Punkt y gehenden Geraden 
des Systems liegen auf der n' Polare von y, also auf ciner Curve ni 
Ordnung, welche, wie man vunmittelbar sieht, von der dem Punkte y 
zugehirigen Tangente in diesem selbst beriihrt wird. 
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Da jede Gerade durch den Punkt y in » — 1 weiteren Punkten 
von der n'*" Polare dieses Punktes getroffen wird, folgt: 

Jede Gerade ist in n — 1 ihrer Punkte Tangente des Systems, und 
ferner: Die Tangenten, welche sich vom Pole y an die n'** Polare 
desselben ziehen lassen, sind stationiire oder Wendetangenten des 
Systems, 

Va die Zahl solcher Tangenten n(n — 1) — 2 ist, so hat man: 

Die von den Wendetangenten des Systems umhiillte Curve S ist von 
der (n + 1) (wn — 2) Classe. Und auch diese Curve ist eindeutig auf 
die Hesse’sche Curve bezogen, da ja tiberhaupt allen Punkten der- 
selben stationiire Tangenten zugehéren. 

Kiir einen Punkt der Hesse’schen Curve zerfillt aber auch die 
conische Polare in zwei gerade Linien, die zugehérige Wendetangente 
und eine andere Gerade, die Wendegerade; beide schneiden sich in 
einem Punkte der Curve 2. Denn aus den Gleichungen: 


fix + fei = 0: Be + ox B; 
welche fiir A’ =O bestehen miissen, folgt durch Multiplication mit 
den xz; und Addition: 


—— 1) fi cites Oy Bx + oe, Bx, 
0 = a, B,. 


mithin ist a, =O und a, = fe. 

Die Hesse’ sche Curve ist also gleichzeitig der Ort der Doppelpunkte 
der ne Polaren, sowie der Ort der Punkte, deren conische Polaren 
einen Doppelpunkt haben, endlich der Ort der Punkte mit stationiren 
Tangenten. 

Auf jeder Wendetangente des Systems liegen nunmehr vier unge- 
zeichnete Punkte, niimlich « und die entsprechenden Punkte der Curven 
x, 2, 2. Fiir diese vier Punkte gilt der Satz: 

Die vier ausgezeichneten Punkte auf jeder Wendetangente haben 
das constante Doppelverhidltniss —— i 

Denn man bezeichne den Punkt von 2, durch y, den von 2, 
durch z, den von 2, durch €, so ist 


e=a2+ hy, 
c= x+ my, 


> Yifizx =. 

Damit aber wird: 
> bes =f +4 > u(fathd =, 
> billie + fas) =— Df + wD) yi lfin + fer) 
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und hieraus folgt: 


Ich erwihne noch das Analogon eines in der Curventheorie wichtigen 
Satzes. Unter dem Zangentialpunkt der cubischen Polare von a: 


ZZ Yi Ye Yi fins = O 


hat man den Punkt zu verstehen, in welchem dieselbe von der dem 
Punkte x zugehérigen Tangente getroffen wird. Unter der Polare eines 
Punktes in Bezug auf die Hesse’sche Curve verstehe man die Gerade 


falls in jedem Gliede von + an Stelle des Differentialquotienten 
a 


fiki + fees 
der dreigliedrige Ausdruck: 
fini + fois + frik 

gesetzt wird. Alsdann gilt der Satz, dessen Beweis hier jedoch nicht 
ausgefiihrt werden soll: 

Die Polare der Hesse’ schen Curve in Bezug auf jeden Punkt x 
der Ebene geht durch den zu x gehirigen Tangentialpunkt der cubischen 
Polare dieses Punktes. 


2. 


Die singularen Punkte des Systems und die Singularititen der 
Hesse’schen Curve. 

Als singuliire Punkte des Systems sind alle diejenigen zu bezeichnen, 
fiir welche gleichzeitig die f; verschwinden. Die Zahl dieser singuliren 
Punkte ist: 

n?>—n+ 1. 
Jede. durch einen singuliren Punkt gehende Gerade ist als uneigent- 
liche Tangente des Systems anzusehen, wihrend zwei von demselben 
auslaufende Geraden im allgemeinen eigentliche (stationire) Tangenten 
des Systems werden; sie sollen als singuldre Richtwngen des betreffen- 
den Punktes bezeichnet werden; das Product ihrer Gleichungen ist 


durch: 
> vinta = 


gegeben. Diese Polare kann ganz unbestimmt werden, ohne dass sich 
die Ordnung des singuliiren Punktes erhéht, falls nimlich die simmt- 
lichen Coefficienten: 


fiz + fei 
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verschwinden. Alsdann finden drei singulire Richtungen statt, bestimmt 
durch das Verschwinden der cubischen Polare 


>) vey fin = (0) 


und ebenso wird auf die biquadratische Polare von x zu recurriren 
sein, wenn die simmtlichen 


' fini + fei + frie 
verschwinden. 
Bestehen andererseits fiir einen singuliren Punkt die Relationen: 
fik = & Bi 


so haben die drei Curven /; = 0 in demselben die gemeinsame Tangente 
a, = 0. 


Ein solcher Punkt hat die Bedeutung von zwei unendlich benachbarten 
singuldren Punkten (mit bestimmter Tangente); von demselben gehen 
nur zwei singuliire Richtungen aus, die auch zusammenfallen kénnen. 
Wenn endlich alle f;, verschwinden, so entsteht der doppelte singuldre 
Punkt, welcher in der Zahl n? — n + 1 vierfach zu rechnen ist, von 
demselben werden wieder drei singuliire Richtungen ausgehen. 

Die n'e= Polare jedes Punktes y geht durch alle einfachen singu- 
liren Punkte hindurch, ohne indess selbst dann, wenn die beiden 
singuliiren Richtungen zusammenfallen, dieselben zu beriihren. (Vgl. 
den Riickkehrpunkt in‘ der Curventheorie). Die n' Polaren aller 
Punkte einer Geraden bilden ein Biischel, dessen n? Grundpunkte die 
singuliren und die » —1 der Geraden zugeordneten Punkte sind. 

Um das Verhalten der Hesse’schen Curve in einem singuliren 
Punkte zu untersuchen, bringe man dieselbe auf die Form: 

2fi1 hoths fists fi 4%! 
faths fa  fatte fe | 


Ac,d ‘ ‘ , . an . 
(a) an De = fis tha hes + fe 2fss fs ds | 
Cy Cy C3 0 0| 
i le eae 


oder auf die folgende: 
| un fefs fh & 
lfor for fos fe 
= ‘fs foo fs3 fs 4s}> 
| C- & G& YO YV 
lft tt f 9 9 


Ersetzt man in dieser Functionaldeterminante die vierte Verticalreihe 


—Ac, d, 
n(n— 1) 


(b) 
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durch beliebige Gréssen a;, ebenso die fiinfte Horizontalreihe durch 
Gréssen b;, so soll die entstehende Form durch 


la ad 

le b 
und die hieraus durch Weglassung der beiden letzten Reihen ent- 
stehende durch: 





la 
le 
bezeichnet werden. Man gewinnt dann sofort den Satz: 

In einem einfachen singuliren Punkte hat die Hesse’ sche Curve 
einen Doppelpunkt, dessen Tangenten mit den singuldren Richtungen 
zusammenfallen. Denn die Gleichung der zweiten Polare von A liefert 
bei Benutzung von (b): 


Ay; YE = d| . 
cod: >) 0%; 0 x, =|"| Sunt. 


Die Hesse’sche Curve wird einen dreifachen Punkt erhalten, wenn 
der singulire Punkt als Vereinigung von zwei unendlich nahen anzu- 
sehen ist, und umgekehrt verschwindet nur dann der Determinanten- 
factor identisch. Dass die Singularitiit auch keine héhere wird, erkennt 
man durch Bildung der dritten Polare: 

PLY m In Ve 

0%,,02, 02, 

















Werden nimlich die Formen: 


~ PL Ym Yn wT _ FA Ym 
Lm ae? , 7 on 
OX,, 0%, he OX, OX, 


durch 9,, Y;, bezeichnet und setzt man, den Bedingungen /f;,; = £; « 


entsprechend, 
| 
OF Ym bc B a 
> = a Py, 
Cz, 


so ergiebt sich durch directe Bildung der dritten Differentialquotienteu 
fiir die soeben bezeichnete Polare der Ausdruck: 


|B 4 sag 8 4 
Bat alt lc olf +9 lf a 


wobei in dem dritten durch zwei verticale Striche eingeklammerten 
Symbole an Stelle der f;, die w, einzutragen sind, 

Setzt man noch fiir die f;, ihre Werthe B;a, ein, so verschwindet 
das zweite Symbol, wiihrend das erste den Werth: 








on 0, 











(cB a) (Dd B) 
erhalt. Hieraus ergiebt sich: 
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Die Hesse’ sche Curve hat an einer Stelle, in welcher zwei singu- 
lire Punkte unendlich benachbart sind, einen dreifachen Punkt von 
welchem ein Zweig die Richtung, nach welcher sich die beiden singuliren 
Punkte vereinigt haben, zur Tangente hat. In dem besonderen Falle, 
wo die B dem « proportional sind, also die beiden singuléren Richtungen 
zusammenfallen, werden auch zwei Zweige der Hesse’schen Curve 
diese Richtung zur Tangente haben, wihrend die Tangente des dritten 
durch 





gegeben ist. *) 

Wenn die beiden singuliiren Richtungen eines einfachen singuliiren 
Punktes unbestimmt werden, so erhilt man fiir die cubische Polare 
der Hesse’schen Curve: 
| 065, Sag Mag | 
ae 1 U2 My | 
PLY __| | 

ey 5-a ed Ret et | es 1 
OX,0XL, 02, ¢ é | 
1Ug, Ugg Ugg | 
wenn zur Abkiirzung 


it . , 
Z (fine + fair) Yr = Wie 
gesetzt wird. 
Vermoége der Gleichungen: 


a 
> Ure ==n—!1 a fer %, 
> Uj, LUXE = 0, 


*) Die obige Untersuchung zeigt zugleich, dass auch das Verhalten der 
Hesse’schen Determinante einer terniiren Form f= 0 im Doppel- und Riickkehr- 
punkte derselben leicht ganz allgemein ermittelt werden kann (vgl. Clebsch- 
Lindemann Vorlesungen p. 356 ff.) Denn aus der Identitiit: 


lf a 
c,d, & = (n — 1)*| | twin vf 
| 


d 
1c c 








erhilt man durch Differentiation fiir den gewéhnlichen Doppelpunkt: 


d . 
‘ > vm liz , 


wodurch das Verhalten der Hesse’schen Curve im Doppelpunkt charakterisirt 
ist. Fiir den Fall des Riickkehrpunktes f;, = a; a, verschwindet der Determinan- 


1 PAY Y, 


c,d 
x x y 
0%; Ox, 


= (nm — 1) (n — 2) 





tenfactor, bei der Bildung der dritten Polare erhilt man aber: 





d | 
PAY; Uy Y; lla dll re 
—=—}; 2 (n— 3 >) ——— | «*, 
Cad, 0x, 02, OX, aisle. | Wan) c 6] — % Ox, “y 


womit das bekannte Verhalten der Curve im Riickkehrpunkte ebenfalls erwiesen ist. 
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> wariye a 0, 
> UKYiYe = 2> fine YiYe Yr 


aber zeigt man leicht, indem man die obige Determinante mit dem 
Quadrate von 
|%, Ly Ly | 


3 | 
Yi Yo Ys | 
k, k, k, 


multiplicirt, dass jene Polare sich auf die cubische Polare 


> x Ya Yofin: 
reducirt. Man hat also: 

In einem singuliren Punkte, dessen conische Polare wnbestimmt ist, 
hat die Hesse’ sche Curve diesen dreifachen Punkt, dessen Zweige die 
singuliren Richtungen zu Tangenten haben. 

Wenn endlich alle Differentialquotienten der /; verschwinden, so 
zeigt eine iihnliche Behandlung, dass die Hesse’sche Curve einen 
fiinffachen Punkt hat, in welchem drei Zweige zu Tangenten die drei 
singuliiren Richtungen haben; man erhilt niimlich: 


Mir M2 AAs 


* C AY, % Yn, Yn Ys _ y . Vo 
Cr dy > = o0n S Yi Yi Yifixm - 
ee c — Vay 


wv. Xp Cc x, ¢ a Cc x, 
C; Ca ¢ QV 


wenn zur Abkiirzung 
> fike Yo = re 
gesetzt wird. 


Dieselben Resultate kann man auch durch das bekannte Verfahren 
gewinnen, vermége dessen man die Hesse’sche Curve in einem singu- 
liren Punkte zu untersuchen pflegt, der mit dem Coordinatenanfang 
zusammenfallt. Hierbei werden wegen der Identitit (1) freilich specielle 
Formen der Functionen /; vorausgesetzt. Aber es lisst sich folgender 
Satz aufstellen: 

Wenn bei einer linearen Substitution mit der Determinante 0 


die Form: 
Ps Yifi 


mit der Functionaldeterminante A durch Multiplication mit 6 in die 


entsprechende Form 
a "9 


mit der Functionaldeterminante D iibergeht, so geht auch D durch 
Multiplication mit d in A iiber. 
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Man kann denselben als eine unmittelbare Consequenz der Invarianten- 
theorie betrachten; einen directen Beweis derselben erhilt man durch 
Multiplication von D mit 0°, wobei dA entsteht. Hiernach aber ist 
der Fall, dass ein singuliirer Punkt gerade mit einem der Elemente 
des Coordinatendreiecks zusammenfallt, fiir das Verhalten der beiden 
Formen 2y;/; und A ganz gleichgiiltig. 

Man bringe nun A in die Form: 


x,* A fifo + fe his — fife + fa) 
f= 5+ z= a seta 


und setze: 


_— » © n—k—1—t », 
fe=—24,8+ ST an Wrpera 
wo 
i—k—1 
; 7 
S = >. v,xe-—* 
s=30 


und die vj, Prreyt, Wete41, biniire Formen von w,, 2, des durch den 
Index angezeigten Grades bedeuten. Die dem Punkte 7, = 0, x, = 0 
zugehérigen singuliiren Richtungen erhilt man, wenn man fiir y, = 0 
und a =Ay,, Yy=Ay, in der Form Ly; f; den Coefficienten der 
ersten auftretenden Potenz von 4 aufsucht. Dieselben sind daher durch: 
ys = Ly Pk+H1 + Ly Vete 
gegeben; man hat also einen Punkt, von welchem k + 2 singulire 
Richtungen auslaufen. ° 
Setzt man zur Abkiirzung 
Ap eps = 2 Prpepi + Ly Vapept, 
so erhailt man fiir 7,?A den Ausdruck: 


> 2 , ’ ’ 
> a [KEL I)S — (a) 8,+2,8,)] Harege 8 


oe 2n—2k—t—t'—% Y y 
+ P aig EE | Aap ope (8, Vere — Sy Perea + (Peseys,e 
= Dite'4i,2) 5} 
a 28 (A+ t + 1) { Pateti Whe — Pe4e'+1 Witt } 


»)  Sa—Sk—t— 1’ —2"—8 
+See, 


falls zur Abkiirzung 


¢ Prem 0 Vetm 


= Pk+m, i) 


Ou, 0x, = Vim, to 


| Pe+e"+1,1 _Pkpe'41,2 Pe+i+1 
— M=| Wesergira Vepertie Vapi 
Pret Wit 8) 
gesetzt wird. Setzt man jetzt: 
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S,= > G,2°-", S,= > Vig a”! 
so wird: 


(k4+t+ 1) S — (a, 8,+4,8,) =>) (k+t+ 1—?) oja"-*"' 


und man erhiilt fiir 7.2A 


me ‘ 
SD 0-5 (ht 1 — i) 00) Hepes 


— 
7 3(m—1) — 2k—t- r f : 
+ > aL adie Xi-te pe Vir Wate Viz Pere tit Vil Pepep12 
— Wepe41,1)} 


uP 3(n—1)—2k—t—t’—i , 
+ > 223" Sol —t) {pepe Vater — Pepe Vepepif 
es Se Sk—t—t—£" na 
' 3 . 
—- 


Aus dieser Entwicklung erhilt man die Glieder mit den hoéchsten 
Potenzen von «x,, falls alle ¢, ¢, ¢’, i,j, gleich Null genommen werden. 
Verschwindet nun», nicht, so beginnt die Entwicklung von 2,°A mit: 


ag” -* (k+-1) v,? Xare- 
Das heisst, die Hesse’ sche Curve hat einen k +- 2-fachen Punkt, dessen 
Tangenten mit den singuliiren Richtungen desselben coincidiren. 
Verschwinden aber alle v; von v, bis v-, wo r << k — 1, so wird 
die Entwicklung beginnen mit 


3(n—1)— k—2(r-+1) 2 
x3" ” (k—r) Ur+1 Xi+2- 


In diesem Falle hat also die Hesse’ sche Curve einen k + 2(r + 2)- 
fachen Punkt, von welchem k + 2 Tangenten ausgehen, welche durch 
die singuléren Richtungen dargestellt werden, wihrend ausserdem noch 
r+ 1 doppelt zu rechnende Tangenten vorhanden sind, die durch 
Vr+1 = 0 bestimmt sind. 

Und ist endlich K—=r-+1, so wird die Entwickelung beginnen mit: 


3(n—1)—30+H1) -w 2 / 
as) Xege Loeb O11 Vers — 042 Peps Ve (Mapi.2 — Vers) 
1 
+ ki { Pepi Veti2 — Pipi Piss} |. 


Die Hesse’ sche Curve hat dann einen 3k + 2-fachen Punkt, von 
welchem wieder k +2 Zweige zu Tangenten die singuliren Richtungen 
haben, wiihrend die Tangenten der iibrigen durch den Factor von Xx+2 
gegeben sind. 

3. 


Die Steiner-Cayley’ sche Curve des Systems und die Curven 2. 


Die Curve 2,, der Ort der Punkte, deren n° Polaren einen 
Doppelpunkt haben, mag die Steiner’sche Curve, die von 
den Wendetangenten umhiillte Curve die Cayley’sche Curve des 

















Systems heissen. 
identisch. Denn aus: 
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Die Steiner’ sche Curve ist mit der Cayley’ schen 


> vila «= () 
> dy fix +>) vi: fade, = 0 


und durch Multiplication mit 2 und Addition: 


RA dy: f; = 0, 


womit gezeigt ist, dass die Tangente der Steiner’schen Curve eben 
die zugehérige Wendetangente von 2 ist. Da nun das Geschlecht der 
Curve mit dem der Hesse’schen iibereinstimmt, letztere aber ausser 
den »*—-n-+ 1 in die singuliren Punkte fallenden Knotenpunkten 
im allgemeinen keine weiteren Singularitiiten haben kann, mithin das 


folgt: 


Geschlecht : (7m—18) (n—1) besitzt, so erhilt man fiir die charakte- 
ristischen Zahlen der Steiner’schen Curve: 
Classe = (n+ 1) (n—2), 
Ordnung = 3(n—1)?, 


Geschlecht = ~ (Tn — 18) (n—1), 


Spitzen = 12(n—1) (n—2), 
Wendepunkte = 3(n— 3) (2n—1), 


Doppelpunkte = n? — n+ 1+ > (mn -1)(n—2)(3n?—3n+11), 
Doppeltangenten = ; (n— 3) (n— 4) (n?+5n—-2), 


welche von Herrn Lindemann®*) bereits angegeben sind. 

Bei specieller Form der Functionen F; kann die Hesse’ sche 
Curve auch in nicht singuliren Punkten Knoten haben. Nach den 
obigen Untersuchungen ist es leicht, die Modificationen anzugeben, 
welche in den angegebenen Zahlwerthen entstehen, falls die Natur 
der singuliren Punkte eine weitere Erniedrigung des Geschlechtes der 
Hesse’schen Curve herbeifiihrt. Dabei kann die Classe der Cayley’- 
schen Curve keine Erniedrigung erfahren, so lange nicht die n'* Polare 
eines jeden Punktes in den singuliiren Punkten vielfache Punkte erhiilt, 
also ein solcher mindestens ein doppelter singulirer Punkt wird. Unter 
Umstiinden kann aber selbst fiir den Fall, dass nur einfache singulire 
Punkte vorhanden sind, die Ordnung dieser letzteren Curve sich 
erniedrigen.. Unter ihrer Ordnung hat man niimlich die Zahl der 
Punkte zu verstehen, fiir welche das System der in der Matrix 


*) a. a. O. p. 1005. 
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fi fie fis %} 

m= for fre feos %|| 
fsx foe fsa 

enthaltenen Determinanten A, A, A, A, verschwindet, falls die a; Co- 

ordinaten einer beliebigen Geraden sind. Nun schneiden sich A, =0 

und A, ==0 in 4(m—1)* Punkten; von diesen ist die Zahl (n— 1)? der 

Punkte zu entfernen, fiir die die Matrix 

@ a, 4a, 

his fos fos 

verschwindet. Damit ergiebt sich als Ordnung 3(m—1)*; wenn aber 

zwei singuliire Punkte sich unendlich nahe geriickt sind, also /;, = B,a, 

wird, verschwinden alle Determinanten von m,, wahrend im allge- 

meinen keine der von m, verschwindet. Setzt man noch: 


N a > 
¢; A; = Q, t=<= 1, 2,3, Uk = fine Yt 


_— 


m, = 


so wird: 
11 yo Hg «OG, «OB, 


Uo, Uy Meg Ay By 


N) y OQ ° B 
—_ i eek U. Un: s 3 
Om, 31 32 33 3 ‘ 
| Cy Cy Cy O 8) 
| @, a, Os QO QO 
| ‘ 
Und da 
7) ; 
> Ly Win = (N—1) Ba, 
so wird 
Ui, U2 Ug Y 
WN, 22 Cc, Uo, Ugg Uo, Myo 
a NM a —— (n—1) « 
—_— ie y | U3, Uzsyg Ugo Gs 


@ G@ @ OV 


Damit ist bewiesen, dass sich in einem solchen singuliiren Punkte die 
Curven A; — 0 siimmitlich beriihren. Somit hat man: 

Riicken sich zwei singulire Punkte unendlich nahe, so wird die 
Steiner’ sche Curve aus der doppelt zihlenden singuliiren Tangente — 
der Verbindungslinie jener unendlich nahen Punkte — und einer Curve 
3(m — 1)? — 2" Ordnung bestehen.*) 

Bezeichnet man daher mit « die Anzahl der Paare unendlich naher 
singularer Punkte, mit y die Zahl derjenigen singuliren Punkte, in 
denen die conische Polare unbestimmt wird, endlich mit 0 die Zahl 

*) Ein analoger Satz gilt fiir die Steiner’sche Curve einer ebenen Curve 


mit Riickkehrpunkt. 
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anderweitiger Doppelpunkte der Hesse’ schen Curve, so sind die 
ersten Zahlen durch folgende zu ersetzen: 
Classe = (n-+-1) (n—2), 


Ordnung = 3(n—1)? — 2a, 
J Geschlecht =. (7n—18)(n—1) —a—2y—9d, 


aus denen sich dann die iibrigen berechnen lassen. 

Die Wendetangenten der Steiner’schen Curve sind zugleich 
doppelt stationiire oder Undulationstangenten des Systems und Tan- 
genten der Hesse’schen Curve. Beide Curven haben daher ein 





r reducibeles System gemeinsamer Tangenten. 
th Auf demselben Wege ergeben sich aber die Charaktere der von 
2 den Wendegeraden umhiillten Curve 2,. Denn die Zahl der Durch- 


schnittspunkte der Curven 
Da Vyfa=0, A=0 


fiir beliebige Werthe der y ist gleich der Anzahl der Wendetangenten 
des Systems vermehrt um die Zahl der Wendegeraden, welche durch 
einen willkiirlichen Punkt y gehen, mithin der Summe der Classen 
von 2, und 2,. Und damit ergeben sich folgende Charakteristiken 
von 2,; 
‘ Classe = (n—1) (2n—3) + 2, 
Ordnung = (11m— 13) (n— 2), 
Riickkehrpunkte = 9(n — 1) (3n—7), 
Wendepunkte = 0. 


Gemeinsame Punkte der Curven 2,, 2, ©, sind zuniichst die n?—n-+ 1 
singuliren Punkte des Systems. In dieser aber haben sie, wie man 
aus ihrer Entstehung und aus ihrer eindeutigen Zuordnung zur Hesse’- 
schen Curve folgert, Doppelpunkte. Ueberhaupt gilt der Satz: 

Die Curven X,, X,, 2X, und die Hesse’sche Curve haben in 


lie den singuliiren Punkten Doppelpunkte mit gemeinsamen Tangenten- 
richtungen. 
lie Um dies z. B. fiir die Cayley’ sche Curve zu beweisen, differentiire 


— man die Gleichungen: 


ve Ps Yi fix — 0, 


wihrend man auf dem einen Aste der Hesse’schen Curve fort- 
schreitet, so dass: 


abl Pp dy: fix + fixryi da =O, 


P fiududa = 0. 
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Setzt man nun fiir y; die 2;, so ergiebt sich: 


Po dyi fix — (fer + fix) da, = 0, 


und hieraus durch Multiplication mit den da und Addition: 


= dy; Axx fix = 2 Be fer OX dx, = 0. 


Da sich die Incremente dy; linear aus den beiden Tangenten- 
richtungen da, und da, des Doppelpunktes der Hesse’schen Curve 
zusammensetzen lassen, so hat man: 


dy; = ada; + Bdz;. 


Setzt man diese Werthe in die eben gefundene Gleichung ein, so 
ergiebt sich 6B = 0, mithin wird 


dy; = ada. 


Die drei Curven haben aber eine Reihe weiterer Punkte gemein. 
Wenn nimlich 2, und 2, einen entsprechenden Punkt gemein haben, 
so muss zufolge der oben bewiesenen Doppelverhiltnissrelation auch 
=, durch denselben Punkt gehen. Um die Anzahl dieser Punkte zu 
bestimmen, hat man zu untersuchen, wie oft die 6 Gleichungen: 


a , 
vfa=0, Svfi=—0, k=1,2,3 
gleichzeitig bestehen kénnen. 
Man erhialt aus ihnen aber 


Ys? Yo? Ys = fos — fg2* L31 — fis * fie — for 
Jene gemeinsamen Punkte sind also durch das gleichzeitige Be- 
stehen der Gleichungen: 


L, = fis (fos — fs2) + hie( fos ia fis) + hiss haa fo) ==, 

Ly = fos (fos — fs2) + fe2(fs1 — fis) + fos(fi2 — fr) = 9, 

Ls = fs: (fos — f52) + fe (far — fis) + fs (fiz — fr) = 9 
charakterisirt, aus denen die Gleichungen: 

Ly =f (fos — fs2) 4+ far (fas — fis) + fai (fhe — fr) = 9, 

LL. — fi2(fos a fs2) + foo (fai pai fis) + foo(hie ies fo1) = 0, 

Ls’ = fy3(fos — fs2) + fos (far — fis) + fas (fiz — for) = 9 
sich ergeben. Ausserdem ist: 


Lx, + L,2,+ Lr, = fy(fes — foo) + fo(fsr — fis) + fa (fo 





"7 fos) 
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also identisch Null. Da ferner die Curven LZ jeden singuliren Punkt 
einfach gemein haben, so ergiebt sich als Zahl der gemeinsamen 
Lésungen : 


4(m — 1)? — 2(n — 1) + 1 — (nh? — n+ 1) = 3(n — 1) (m — 2), 


Man zeigt ferner, dass den Curven 2,, 2, keine Riickkehrpunkte 
zukommen kénnen. Denn Doppelpunkte derselben entstehen dadurch, 
dass zu zwei verschieden Punkten A,, A, der Hesse’schen Curve 
ein und derselbe Punkt a jener Curven gehoért, Riickkehrpunkte kénnten 
aber nur dadurch eutstehen, dass A, und A, unendlich benachbart 
sind. Dann aber ist a gleichzeitig ein Punkt der Steiner’schen 
Curve, und es kénnten etwaige Riickkehrpunkte nur zu den soeben 
bestimmten Punkten gehéren. Andereiseits aber sieht man direct, 
dass fiir diese die Bedingungen eines Riickkehrpunktes noch nicht 
erfiillt sind. Man hat daher den Satz: 

Die drei Curven X,, X,, 2, haben ausser den gemeinsamen singu- 
liiren Punkten noch 3(n — 1) (n — 2) gemeinsame Beriihrungspunkte 
und ferner: 

Die Curven X,, 2, werden von den Wendetangenten der Steiner’ - 
schen Curve beriihrt. 

Endlich hat man als Charakteristiken der Curven 2,, 2,: 


Ordnung = 3(n — 1)’, 
Geschlecht = + (7m — 18) (n— 1), 
Riickkehrpunkte = 0, 
Klasse = (13m — 11) (n — 2), 
Doppelpunkte = n? —n+1-+4 ; (n — 2) [n?(m — 2) + 1), 


Wendepunkte = 3(10n? — 31” + 19) ete. 


Es verdient hervorgehoben zu werden, dass mehrere der oben be- 
stimmten Zahlen fiir die Steiner’sche Curve sich auch direct ana- 
lytisch herleiten lassen. Zunéichst erhdlt man die Gleichung dieser 
Curve in Liniencoordinaten; sie ist die in Bezug auf 4 gebildete Discri- 


minante der Gleichung: 
py Ui F; = 0, 


falls an Stelle der x; die 2; + Ay; gesetzt werden. Die Gleichung 
dieser Ourve in Punktcoordinaten ist, wie schon Herr Lindemann*) 
bemerkt, die Discriminante der Form 2u,;F'; = 0, in dem Sinne, dass 


*) a. a. O. p. 1005. 
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die Resultante der gleich Null gesetzten Differentialquotienten der- 
selben gebildet wird. 
Ein willkiirlicher Punkt y auf der Tangente des Systems im 
Punkte z, etwa derjenige, welcher durch die Gerade 
ay =U 
ausgeschnitten wird, hat die Coordinaten: 


- 


Yi = Fa, — 4; > a, F;; 
dieselben kénnen also iiberhaupt in der Form 


yi = 02; + VF; 


dargestellt werden. Ferner ist die Gleichung der Tangente im Punkte x 


ys uF; = 0 


und die m — 2 Punkte, zu denen dieselbe wieder als Tangente gehért, 
erhalt man, wenn man in dieser Gleichung an Stelle von 2 zuerst 
x -+ Ay und dann an Stelle von y die Coordinaten irgend eines Punktes 
der Tangente eintriigt. Dies kommt, wie man sieht, darauf hinaus, 
dass an Stelle von y einfach F’, an Stelle von x aber 9px + vF ge- 
schrieben wird. Man erhalt so zur Bestimmung jener » — 2 Punkte 
die Gleichung: 

Xt Wy 

S=xQ=\F, F, F, 
(F'] [F,] (F] | 


wobei: 
7 ’ 9 w) al , q v2 \) ’ ’ ’ 
[Fi] = 9"! FF; + gry > F, Fx. + oe -> F, FF + ao <a 


Damit also im Punkte z eine stationiire Tangente stattfinde, muss 
der Factor von 9”~* in S verschwinden, oder: 


Xo Xs 


s-> F PY FP, F=f Fi Fa =0 


Fi, Fu, F3x 


sein. Dies ist die Gleichung der Hesse’schen Curve. Und die Stellen, 
in denen die stationire Tangente zur Undulationstangente wird, sind 
durch das Bestehen der weiteren Gleichung: 


| 2 Zy Bs | 
U= > FFF, F, F, 
| Pras Foes Fon: 


= () 





charakterisirt. Beriicksichtigt man, dass die Curven A=0O und U=0 











n 


uss 


en, 
ind 








Algebraische Differentialgleichungen (1, 1). etd 


in den singuliéren Punkten Doppelpunkte mit gemeinsamen Tangenten- 
richtungen haben, so erhilt man als Zahl der Undulationstangenten, 
wie oben: 


3(n — 1) (4m — 5) — 6(n? — n+ 1) = 3(m — 3) (20 — 1). 


Und soll endlich eine Gerade Doppeltangente der Steiner’ schen 
Curve werden, so muss die Discriminante der Gleichung S=0O in 
Bezug auf @, nachdem die Glieder mit g"—' und 9"-* entfernt sind, 
verschwinden. Diese stellt eine neue Covariante vor, welche die 
Hesse’sche Curve ausser in den singuliiren Punkten in den Punkte- 
paaren schneidet, welche zu Doppeltangenten Veranlassung geben. 
Kine einfache Betrachtung dieser Discriminante zeigt, dass dieselbe 
vom Grade (nm — 4) (4n —5-+ n? —m-+ 1) ist, und dass von der 
Zahl ihrer Schnittpunkte mit der Hesse’schen Curve: 


3(m — 1) (nm — 4) (nm? + 3n — 4) 


fiir die singuliéren Punkte 2(2” + 3) (n — 4) (n? — nm + 1) abzuziehen 
ist, wonach sich die doppelte Zahl der Doppeltangenten ergiebt. 

Die Cayley’-Steiner’sche Curve steht endlich in merkwiirdiger 
Beziehung zu einer Reihe von Curvensystemen sehr allgemeiner Art. 
Schreitet man naimlich von einem Punkte P, dem die Tangente A zu- 
gehért, nach seinem benachbarten Punkte P’ fort, so dreht sich die 
zu P’ gehérige Tangente um einen auf A liegenden Punkt Q. Die 
Punkte Q entsprechen projectiv dem Strahlbiischel PP’. Aber diese 
Projectivitaét wird eine specielle, wenn P ein Punkt der Hesse’ schen 
Curve ist. Somit hat man: 

Die Tangente jedes Punktes, welcher einem Punkte P der Hesse’ - 
schen Curve benachbart ist, geht durch den zu P gehirigen Punkt der 
Cayley’ schen Curve. 

Der analytische Beweis dieses Satzes ergiebt sich daraus, dass 
die Gleichung einer zur Tangente in w unendlich benachbarten 


Tangente ist 
ae aifit a aifixdx, =O 


und dass diese Gleichung bei beliebigen dz, erfiillt ist, sobald x ein 
Punkt der Hesse’schen und z der zugehérige Punkt y der Cayley’- 
schen Curve ist. 

Es sei nun eine Curve m. Ordnung C,, gegeben, welche durch 
die singuliiren Punkte des Systems im ganzen mit a Zweigen hin- 
durchgeht. Die den Punkten von C,, zugehérigen Tangenten des 
Systems umhiillen eine Curve [. Die Classe von T ist nm — a, denn 
sie ist gleich der Zahl der eigentlichen Schnittpunkte von C,, mit der 
n. Polare eines beliebigen Punktes y. Die Ordnung von [ ist gleich 


12* 
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der Zahl der Curven in einem Biischel von m-Polaren, welche die C,, 
beriihren, die Anzahl ihrer Doppel- und Riickkehrpunkte gleich der 
Anzahl der Polaren, welche C,, doppelt beriihren, resp. osculiren. 
Diese Zahlen kann man aber auf anderem Wege bestimmen. Das 
Geschlecht von T ist nédimlich gleich dem Geschlechte p von C,, und die 
Zahl der Wendetangenten von [ ist gleich Null, falls nicht C,, die 
Hesse’sche Curve in einem Punkte durchsetzt, wo C,, zugleich die 
diesem zugehérige Tangente beriihrt. Es ist daher z. B. die Ordnung 
von F gleich: 
2p + 2[nm — a — 1). 


Da nun C,, die Hesse’sche Curve in 3(n — 1) m — 2a Punkten 
trifft, so hat man in Verbindung mit dem obigen Satze: 
Jede Curve T beriihrt die Cayley’sche Curve in 3(n — 1) m — 2a 
Punkten, hat aber mit derselben 
? 


(nm + 1) (n — 2) (nm — a) — 6(m — 1) m+ 4a 


weitere Tangenten gemein. 

Ist insbesondere C,, eine Gerade, welche durch keinen singuliiren 
Punkt geht, so ist [ eine rationale Curve n. Classe, 2(n — 1). Ordnung 
und die soeben bestimmte Zahl wird 


(n — 3) [(m + 1)? — 3}. 


Sie giebt die Ordnung der Curve an, welche von den » — 3 auf 


jeder Tangente der Cayley’schen Curve befindlichen Punkten ge- 
bildet wird, in denen diese wieder Tangente des Systems ist*): 


4. 


Ueber algebraische Integrale der algebraischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung ersten Grades. 


Im Folgenden soll es sich um die Eigenschaften algebraischer 
Integrale einer solchen Differentialgleichung handeln. Natiirlich kann 
aus rein geometrischen Untersuchungen keine Entscheidung iiber die 
Frage gewonnen werden, wann iiberhaupt particulire Integrale dieser 
Art auftreten. Aber fiir das Verhalten eines solchen Integrales zu 
den singuliren Punkten der Differentialgleichung lassen sich einige 
Giitze aufstellen, welche bei der geringen Kenntniss, die man von den 


*) Das System der Curven [ fiir m = 1 ist bereits von Herrn Lindemann 
betrachtet a. a, O. p. 1006, Aus der im Texte ausgesprochenen Eigenschaft der 
Cayley’schen Curve ergeben sich ebenfalls unmittelbar die weiteren p. 1006 
ausgefiihrten Betrachtungen. 
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Algebraische Differentialgleichungen (1, 1). 177 
algebraischen Integralen tiberhaupt hat, vielleicht nicht ganz ohne 
Interesse sind. 

Da die Hesse’sche Curve der Ort der Inflexionen der Integral- 
curven ist, so hat man zuniichst: 

Particuliire lineare Integrale der Differentialgleichung sind als 
Factoren’in der Hesse’ schen Determinante derselben enthalten. Der 
Satz kann nicht umgekehrt werden, da ja auch die Wendungspunkte 
des zu der Differentialgleichung gehérigen Systems auf Geraden sich 
befinden kénnen*), mau kann ihn indess benutzen, um wenigstens 
alle linearen Integrale zu finden. 

Es mége nun vorausgesetzt werden, dass die singuliiren Punkte 
einfach sind, dass in denselben keine Unbestimmtheit der conischen 
Polare stattfindet, und auch im Allgemeinen keine zwei unendlich 
benachbart sind. Nun gilt offenbar der Satz: 

Wenn in einem singuliren Punkte nicht mehr als ewei singulire 
Richtungen existiren, so sind sie zugleich Tangenten der von demselben 
ausgehenden Integralcurven. 

Derselbe gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn die conische 
Polare unbestimmt wird. Dann sind zuniichst drei singulire Rich- 
tungen vorhanden, aber diese sind nur die Tangenten solcher Integral- 
curven, welche mit Inflexionen durch diesen singuliren Punkt gehen, 
wihrend ausserdem in jeder beliebigen Richtung Integralcurven durch 
denselben laufen kéunen. Hin Beispiel fiir diesen Fall liefert die 
lineare Differentialgleichung eines Kegelschnittbiischels, dessen Hesse’ - 
sche Curve aus den 6 in dem Biischel enthaltenen Geraden besteht; 
die Grundpunkte des Biischels sind dann singuliire Punkte der 
eben genannten Art. — Es habe nun die Differentialgleichung 
ein particuliires oder allgemeines algebraisches Integral p, Ord- 
nung, g. Classe, welches in den singuliren Punkten  vielfache 
Punkte besitzt, deren Multiplicitiit im Ganzen durch «@ bezeichnet 
werden mag. Da die Beriihrungspunkte der von einem Punkte 
y gezogenen Tangenten auf der » Polare von y liegen, welche 


*) Ein Beispiel hierfiir findet sich in dem Aufsatze des Herrn Darboux 
a. a. O, p. 126. In Bezug auf das Zerfallen der Hesse’schen Curve finden iiber- 
haupt noch besondere Umstiinde statt; so namentlich in dem von Herrn Darboux 
behandelten Falle n = 3. Findet hier z. B. eine Unbestimmtheit der conischen 
Polare statt, so sind die drei singuliiren Richtungen des betreffenden Punktes 
zugleich Integralcurven, mithin zerfillt die Hesse’sche Curve dann in drei 
Gerade und eine Curve dritter Ordnung. Andererseits kann iiberhaupt die Hesse’- 
sche Curve in einem nicht singuliiren Punkte nie einen Doppelpunkt haben, ohne 
zugleich zu zerfallen. Denn Doppelpunkte derselben geben zu Undulationspunkten 
von Integralcurven Veraulassung; fiir n= 3 bedingt aber das Auftreten eines 
solchen Punktes immer ein geradliniges Integral. 
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durch jeden singuliren Punkt einfach hindurchgeht, so hat man die 
Reiation *): 


(1) np — & = q. 

Von den zahlreichen Folgerungen aus dieser allgemeinen Gleichung 
seien einige erwahnt. 

Fir p=1, g=0 folgt a—n. Mithin: 

Jedes (particuldre) lineare Integral muss durch n singulire Punkte 
gehen. 

Und umgekehrt folgt der Satz des Herrn Darboux: 

Befinden sich n singulire Punkte auf einer Geraden, so ist die- 
selbe ein Integral der Differentialgleichung. Denn auf einer Geraden 
kénnen sich tiberhaupt nur » —1 Punkte befinden, in denen sie 
Tangente des Systems ist; geht sie aber durch  singuliire Punkte, 
so ist sie in m Punkten also in allen Tangente des Systems, mithin 
eine Integralcurve. 


Ebenso hat man fiir p=—2, q=2, a = 2(n — 1). 

Jede Integralcurve zweiter Ordnung muss durch 2(n — 1) singu- 
lire Punkte hindurchgehen. 

Nach Herrn Darboux kéunen nie mehr als np singuliire Punkte 
sich auf einer nicht zerfallenden Curve p. Ordnung befinden. 2n — 1 
singulire Punkte kénnen auf einem Kegelschnitt liegen, ein solcher 
kann dann nicht Integralcurve sein. 

Endlich hat man fiir ¢q = p(p — 1): 


Eine Integralcurve ohne singuliire Punkte muss stets durch 


a = p(n —p-+ 1) 
singuliire Punkte der Differentialgleichung hindurchgehen. 
Von grésserem Interesse erscheint der folgende Satz: 
Jedes particulire algebraische Integral muss mindestens durch n 
verschiedene singulire Punkte der Differentialgleichung gehen. 
Denn es sei gp = 0 ein solches vom p' Grade; wie Herr Darboux 
bemerkt, muss dann die Identitiit 


> hi =Kg 


bestehen, in welcher K eine ganze homogene Function » — 2'" Grades 
8 8 
sein wird. Nun ist fiir jeden singuliren Punkt 


) Eine dieser nahe verwandte ist auf analytischem Wege fiir particulire 
Integrale von Herrn Darboux hergeleitet (a. a. O. p. 87), doch liefert dieselbe 
nur eine untere Grenze fiir die Zahl « Fiir den Fall, dass zwei singulire Punkte 
unendlich benachbart sind, beriihrt jede Polare die zugehérige singulire Rich- 
tung; da nun die Integralcurve méglicherweise Zweige besitzen kann, welche 
diese Richtung wieder in specieller Weise zur Tangente haben, so kann die Re- 
lation des Textes noch einer Modification bediirfen. 
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F; => Ax, 
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also wird pao = Kg. Fiir diejenigen singuliren Punkte, in denen 
@ nicht verschwindet, muss daher die Gleichung bestehen: 
nS | K = Ap. 
Die 3 Curven: 
v= pl; — Kxi,=—0 


> 
: miissen also mindestens durch alle nicht auf @m gelegenen singuliren 
Punkte hindurchgehen; enthailt gm m —.a@ derselben, so miissen die 
ie- iibrigen 
ie (n—1)?+a 
sie simmitlich dem System der Curven m — 1. Grades yw angehoren. 
te, Daun aber miissen dieselben eine Curve M gemeinsam haben, so dass 
in ff pF, = Kx, + My. 
; Mithin haben auch die f; den gemeinsamen Factor M, was einer 
rm selbstverstiindlichen Voraussetzung widerspricht. Damit ist bewiesen, 
dass « Null oder negativ sein muss. Ich erwihne die Folgerung: 
te Ein particuldres algebraisches Integral ohne Singularititen ist 
1 hichstens von der n*” Ordnung. Dass dieser Grad auch wirklich er- 
reicht werden kann, zeigt die Betrachtung der Differentialgleichung 
= eines Curvenbiischels von der Form g + A(a") = 0, wo a, eine 
lineare Function ist. 
Ein particulires Integral p'** Ordnung gehe nun durch «@ singuliire 
Punkte so hindurch, dass in dem ¢*" derselben ¢ Zweige eine der 
singuliiren Richtungen beriihren, durch B weitere so, dass in dem 
i‘ derselben nach den beiden singuliren Richtungen je d; und 0,- fache 
Zweige vorhanden sind. Dabei mége angenommen werden, dass ein 
n k;-facher Punkt mit zusammenfallenden Punkten fiir - ki(k; — 1) 
Doppelpunkte und k; — 1 Riickkehrpunkte zu rechnen ist. Die Rela- 
ss tion 1) geht dann, wenn man das Geschlecht der Curve durch P be- 
zeichnet, in die folgende iiber: 
(2) a + 28 = p(n — 2) — 2(P — 1). 
on Und da a+ f6>n, so folgt: 
’ — 
B = p(n — 2) — n — 2(P — 1). 
are ; 
ibe Die Gleichung (2) kann man auch durch Betrachtung der Hesse’ - 
«te schen Curve gewinnen. Da nimlich die Inflexionspunkte der Integral- 
ch- curven sich in den nicht nothwendig in den singuliren Punkten be- 
“a findlichen Schnittpunkten mit der Hesse’schen Curve des Systems 


befinden, so erhilt man vermége der Pliicker’schen Formeln eine 
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Relation ftir die Anzahl dieser Punkte, welche mit der abgeleiteten 
(2) tibereinstimmt. Diese Uebereinstimmung findet aber nicht mehr 
statt, wenn unter den singuliren Punkten sich auch unendlich nahe 
Paare befinden, da die Hesse’sche Curve in den singuliren Punkten 
dann nur eine der singuliren Richtungen beriihrt. Man erhilt also 
wirklich zwei verschiedene Relationen fiir das Verhalten einer Integral- 
curve; ich theile dieselben nicht mit, da die Bedingungen ihrer An- 
wendbarkeit sich nicht unmittelbar iibersehen lassen. 


Dresden, im Juli 1883. 
































Ueber die Biegung und Drillung eines unendlich diimnen 
elastischen Stabes, dessen eines Ende von einem Kraftepaar 
angegriffen wird*). 


Von 


W. Hess in Miinchen. 


(Mit einer lithographirten Tafel.) 


Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines im Verhiiltniss zu 
seiner Linge sehr diinnen elastischen Stabes, auf dessen eines Ende 
irgend welche Krifte einwirken, wiihrend das andere Ende festgehalten 
bleibt, sind zuerst von Kirchhoff**) aufgestellt worden. Kirchhoff 
hat hierbei darauf aufmerksarh gemacht, dass diese Bedingungen die 
uimliche Form besitzen wie die Gleichungen, welche die Bewegung 
eines um einen festen Punkt rotirenden starren Kérpers definiren. 
Durch diese Uebereinstimmung der zwei verschiedenen Probleme scheint 
somit nicht nur die Méglichkeit geboten, die expliciten Formeln, welche 
fiir verschiedene Fille der Drehuny bereits aufgestellt sind, direct zur 
Ermittlung der Gleichgewichtszustiinde des elastischen Stabes zu ver- 
werthen, sondern auch Schritt fiir Schritt jedem Vorgange bei der 
Rotation des Kérpers den entsprechenden fiir die Deformation des 
Stabes gegeniiberzustellen und vielleicht umgekehrt aus der wechsel- 
seitigen Beziehung beider Probleme zu neuen Fragen fiir das erstere 
zu gelangen. Kine Untersuchung iiber das Gleichgewicht eines all-, 
gemeinen elastischen Stabes diirfte nun, da die bekannteren Arbeiten 
iiber diesen Gegenstand***) sich mit einem in allen Richtungen gleich 

*) Ein Auszug aus dieser Untersuchung ist erschienen in den Sitzungs- 
berichten der bayer. Acad, d. Wissensch. 1883. 82— 110. 

**) Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich diinnen 
elastischen Stabes. Crelle’s J. Bd. 56. 285— 313. 

***) Hierher sind vor allem zu rechnen die Untersuchungen tiber die ,,elastische 
Linie’ von Bernouili und Euler [De curvis elasticis Lausanne u. Genf. 1744. 4°], 
Abhandlungen von Binet [Comptes rendus. Bd. 18. 1115—1119], Wantzel [ibid, 
1197— 1201] u. A, Vgl. die Literaturangabe in Navier: de la résistance des 
corps solides, XII —XXII. Paris, bei Dunod. 1874. 8°. 
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biegsamen Draht oder mit Specialfiallen beschiftigen, noch nicht er- 
folgt sein, zudem nicht im Anschlusse an das Rotationsproblem. Ich 
habe mich daher mit der Frage niiher beschiiftigt, und zwar vorerst 
unter der Annahme, dass auf das freie Ende des Stabes nur ein Kriifte- 
paar einwirke. Das Analogon hierzu findet sich in der Drehung eines 
Kérpers um seinen Schwerpunkt, welche Art der Bewegung durch die 
Verbindung der analytischen Arbeiten Jacobi’s*) mit den bekannten 
Anschauungsweisen Poinsot’s**), wie ich sie in meiner Doctor- 
dissertation ***) versucht habe, hinreichend klar behandelt sein diirfte. 

Die Untersuchung gliedert sich im Wesentlichen in zwei Theile. 
Zuerst werden die Ausdriicke fiir die Grésse der Biegung und Drillung 
in jedem der einzelnen Querschnitte untersucht. Diesen Groéssen ent- 
sprechen bei der Bewegung die Winkelgeschwindigkeiten um die drei 
Haupttrigheitsaxen des Kérpers durch den Schwerpunkt. Wie sich 
nun aus den letzteren nach Poinsot zwei Kegel construiren lassen, 
durch deren successives Abrollen ein deutliches Bild fiir die Drehung 
gewonnen wird, so kénnen aus den Groéssen der Biegung und Drillung 
zwei windschiefe Fliichen erzeugt werden, durch deren successives 
Aufeinanderbiegen die Ueberfiihrung des geraden und ungedrillten 
elastischen Stabes in seinen gebogenen und gedrillten Gleichgewichts- 
zustand versinnlicht wird. Alle Ausfiihruygen itiber Winkelgeschwindig- 
keiten bezw. die Poinsot’schen Kegel sind iibertragbar auf die Defor- 
matiousgréssen der Biegung und Drillung bezw. die windschiefen 
Flichen. Dagegen kénnen Fragen, welche sich auf die Form des ge- 
bogenen Stabes beziehen, durch die Betrachtung des Kotationsproblems 
nicht -beantwortet werden. Mit diesen, insbesondere mit der Auf- 
stellung der Gleichungen der gebogenen elastischen Centrallinie, mit 
den verschiedenen Typen der letzteren und mit speciellen Fiillen des 
Problems befasst sich die zweite Hilfte der Abhandlung. 

Die Resultate der Untersuchung finden sich bei den einzelnen 
Paragraphen genauer besprochen. Hervorgehoben mag nur noch werden, 
dass das vorliegende Problem der Biegung und Drillung eines elastischen 
Stabes sowohl fiir den allgemeinen Fall als fiir Specialfille viel aus- 
gedehnter ist als jenes der Bewegung — hauptsiichlich aus dem Grunde, 
weil die zwei Widerstiinde des Stabes gegen Biegung von dem Wider- 
stande gegen Drillung individuell ebenso verschieden sind, wie Biegung 
und Drillung selbst, wihrend die 3 Haupttriigheitsmomente des Korpers, 
welchen diese Deformationswiderstande entsprechen, Gréssen derselben 


*) Sur la rotation d’un corps. Op. Il. 139—197. 
**) Théorie nouvelle de la rotation des corps. Liouv. J. 1851. 9—129, 
289 — 336. 
***) Das Rollen einer Fliche 2. Grades auf einer invariablen Ebene. Miinchen 
1880 oder Progr. der Kreisrealsch. Miinchen 1881. 
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Art sind. Wiihrend es fiir die letzteren geniigt, eine einzige Anord- 
nung hinsichtlich ihrer Grésse zu treffen, sind bei dem vorliegenden 
Problem die 3 Méglichkeiten zu unterscheiden, dass der Widerstand 
gegen Drillung unter den 3 Widerstinden der numerisch kleinste, 
mittelste oder grésste ist, 


Fixirung des Problems. 
1. 


Wir denken uns einen geraden und ungedrillten elastischen Stab, 
dessen Querschnitt im Vergleich zur Liinge L des Stabes sehr diinn 
(unendlich diinn) ist — einen Draht — halten das eine Ende fest und 
lassen auf den Querschnitt des freien Endes ein Kriiftepaar von der 
Intensitaét / einwirken, dessen Axe eine beliebige Richtung besitzt. 
Dann wird die gerade elastische Centrallinie oder die Axe des Stabes, 
d. i. die Verbindungslinie der Massenmittelpunkte der einzelnen Quer- 
schnitte, in eine Curve gebogen und gleichzeitig der Querschnitt jedes 
Punktes P der Centrallinie um die Tangente der letzteren in P ge- 
dreht — der Stab erscheint gebogen und gedrillt. 

Wahlt man die Tangente zur Axe Z’, die Haupttriigheitsaxen des 
Querschnittes zu Axen X’, Y’, so bilden X’Y’ Z’ das rechtw. Coordi- 
natensystem der 3 Hauptaxen des Stabes. Nach diesen kénnen die 
Widerstiinde wirkend gedacht werden, welche der Stab der beabsich- 
tigten Deformation entgegensetzt, nach X’, Y’ die Hauptwiderstiinde 
gegen. Biegung, nach Z’ der Hauptwiderstand gegen Drillung. 

Vor der Kinwirkung des Kriftepaars 1 werden die Axen Z’ alle 
in die gerade Stabaxe fallen, die Axen X’, Y unter sich parallel 
sein. Nach der Deformation werden die Lagen der 3 Hauptaxen, je 
nach der Bogenentfernung s ihres Anfangspunktes P vom treien End- 
querschnitt, andere und andere werden, also abhingig von s sein. 
Dieselben sind bekaunt, sobald ihre Neigungscosinus 

a,b,c; a,b ¢; a’, b’"7,c" 
gegen die 3 festen .Coordinatenaxen 
a; 23:8 
eines mit X’Y Z’ congruenten Systems in Functionen von s vor- 
liegen. 

Nun fiihrt die Bestimmung der a, b,c nach Kirchhoff zunichst 
auf dieselben Gleichungen, wie sie bei der Rotation eines starren 
Kérpers um seinen Schwerpunkt O auftreten, niimlich auf die Euler’- 
schen Gleichungen*): 

*) Wir entnahmen dieselben dem Buche von Clebsch: Theorie der Elastic. 
fest. Kérp. 1862. 211. Abgesehen von anderer Bezeichnung der Gréssen A, B, C; 
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Ww. Hess. 


“? + (B—C)qr =0 


ds ? 
(1) B.444(0 — A)rp=0, 
c--o" + (A— B)pq—=0. 


Es entsprechen hierbei 
den 3 Haupttriigheitsaxen X’, Y’,Z’ die 3 Hauptaxen X’, Y’ (gegen 
durch den Schwerpunkt O des ro- | Biegung) und Z’ (gegen Drillung) 


tirenden Kérpers durch einen Punkt P der elasti- 
schen Centrallinie des Stabes; 
den Haupttrigheitsmomenten A, die Hauptwiderstandsmomente A, 


B,C des Korpers um X’, Y’, Z’ | Bund C des Stabes gegen Biegung 
um X’, Y’ und gegen Drillung 


um Z’; 
dem zur Bewegung anregenden das auf den freien Endquer- 
Kriftepaar / | schnitt einwirkende Kriiftpaar 1; 
der Fortschreitung ds in der Zeit die Fortschreitung ds auf dem 


s (s gerechnet von der Anfangszeit | Bogen s der Centrallinie (s ge- 
Sp = 0 an) 


rechnet vom freien Ende s, = 0 an); 


den Winkelgeschwindigkeitscom- | die Kriimmungscompouenten*) 

ponenten p, q,r um die 3 Haupt- | p,q der Bieguug um X’, Y’ und 

axen X’, Y’, Z’ zur Zeit s ry der Drillung um Z’ fiir die 
Bogenentfernung s; 

den Componenten Ap, Bq, Cr die Componenten Ap, By, Cr 


des momentan anregenden Krifte- | des in einem Punkt P der elast. 
paars um X’, Y’, Z’, welche ge- | Centrallinie durch das afficirende 
rade geeignet sind, die Winkel- | Paar / hervorgerufenen Kriilte- 
geschwindigkeiten p,q, r um diese | paars, welches, die Spannung in 
Axen hervorzubringen | diesem Punkte anzeigend, gerade 
geeignet ist, die Kriimmungscom- 
ponenten p, g, 7 daselbst zu er- 


zeugen. 


Aus der Analogie zwischen den Componenten der Drehgeschwin- 
digkeit und der Kriimmung folgt, dass die letzteren Componenten gauz 
ebenso zusammengesetzt und zerlegt werden diirfen wie die ersteren. 
Es bedeuten daher, je nach dem vorliegenden Problem: 


P,4q,7 unterscheiden sich unsere Formeln von denen Clebsch’s dadurch, dass 
wir ds statt —ds zu setzen haben, da wir den Bogen s vom freien Ende an 
zihlen, wiihrend C]. denselben vom festen Ende ab rechnet. Die Kriftepaare 
sind rechts drehend zu denken, 

*) ,,Kriimmung“ steht hier fiir ,,Deformation“; der in der Curventheorie 
iibliche Begriff ,,Kriimmung* ist durch ,,Biegung“ ersetzt. Cf. Thomson u. 
Tait, Handbuch der theor. Physik, Nr. 593 u. ff, 1874. 
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O=VYp+gtr die Grosse O0=—yp?+q?+r die Grosse 
der Winkelgeschwindigkeit zur Zeit | der Kriimmung d, i. der gesamm- 
s lings der instantanen Drehungs- ten Deformation in einem Punkte 
axe 9, von der Bogenentfernung s lings 
der instantanen Kriimmungsaxe 9; 
l=~Ap+Beg+Cr de l=~Ap+ BY + Cr die 
Grésse des zur Zeit s anregenden | Grosse der in der Bogenentfernung 
Kriiftepaars lings der instantanen | s entstehenden Spannung lings 
Kriftepaaraxe 1, der instantanen Spannungsaxe 1; 
0 = /p?+ g die Componente | ©’ = /p?+ q? die Componente 
der instantanen Winkelgeschwin- | der instantanen Kriimmung © be- 
digkeit © beziiglich der Haupt- | ziiglich derQuerschnittsebene X’ Y’ 
ebene X’ Y’ zur Zeit s, | d. i, die Grésse reiner Biegung 
| fiir die Entfernung s. 


Hat man die Kuler’schen Differentialgleichungen gelést, so dienen 
die Relationen 
(2) da=(br—cq)-ds, da =(Ur—cq)-ds, 
da” = (b"r—c’q)-ds us. w. 


zur Bestimmung der 9 Neigungscosinus a, b, c,...,¢". Die letzteren 
hiingen tibrigens durch die der orthogonalen Substitution entspringenden 
Bedingungen zusammen: 

(3) a=VUec'—db'c, a=—db’c—bde'", a’ =be—Ve us. w. 

Die Tangente Z’ eines Punktes P der elastischen Centrallinie 
bildet mit den festen Coordinatenaxen X, Y, Z Winkel, deren Cosinus 
bezw. c,c,c” sind. Fiir die Coordinaten zx, y, 2 des Punktes P be- 
ziiglich dieses Systems hat man also die Differentialgleichungen 
(4) dx=c-ds, dy=c-ds, de=c’-ds. 

Integrirt man dieselben, so erhilt man die Coordinaten 2, y, 2 in 
Functionen von s d. h. die Gleichungen der gebogenen Centrallinie. 
Sind aber fiir einen Punkt P der letzteren die Gréssen p,qg,r der 
Biegung und Drillung bekannt, sind ferner die Lagen der 3 durch 
ihn gehenden Hauptaxen X’, Y’, Z’ gegen ein festes Coordinaten- 
system X, Y, Z gegeben und ist iiberdies jede Coordinate von P be- 
ziiglich dieses Systems durch s ausgedriickt, so ist der Gleichgewichts- 
zustand des elastischen Stabes im Wesentlichen als bekannt zu be- 
trachten. 


Kriimmungsverhialtnisse der einzelnen Querschnitte. 
2. 
Aus den Euler’schen Gleichungen lassen sich durch Multipli- 
cation mit Ap, Bq, Cr; a, b, c; a’...c und jedesmalige Addition 
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unter Beriicksichtigung der Relationen (2) folgende Integralgleichungen 
ableiten : 


(5) Ap+ Ba + Cr? = const, = I’. 
Apa-+ Bqb + Cre = const.= l,, 
(6) Apa + Bqb' + Cre = const.= l,, 
Apa’+ Bqb’+ Cre'= const. = l, 


Dieselben ergeben fiir die Rotation den Satz: ,Das den Kérper 
angreifende Kriftepaar / bleibt waihrend der ganzen Dauer der Be- 
wegung nach Intensitét und Stellung constant. Die Ebene desselben 
ist eine invariable Ebene, die Axe eine invariable Axe des Raumes.“ 
Dieser Satz lautet, auf den Stab iibertragen: 

Die in jedem Querschnitt vermige der Einwirkung des den freien 
Endquerschnitt angreifenden Krdftepaares | zu Tage tretende Spannung 
ist reprdsentirt durch ein Kriiftepaar, welches mit | constante Grosse 
und Stellung besitet. Die Ebene und Axe des letzteren besitzen also im 
Raume invariable Stellung und Richtung. 

Multiplicirt man die Euler’schen Gleichungen mit p, q, r und 
addirt, so wird 


= /?—1,?—1,2. 


(7) Ap? + B@ + Cr? = const.—h, 
was auch geschrieben werden kann 
(8) © - cos (O07) = const, = : 


Dies heisst fiir das Rotationsproblem: ,Die Componenten der 
instantanen Drehgeschwindigkeit © lings der invariablen Axe des an- 
regenden Kriftepaars / bleibt fiir die ganze Dauer der Bewegung con- 
stant.“ Direct tibertragen ergiebt sich: 

Die Componente der Kriimmung © eines Querschnittes auf die in- 
variable Richtung der Spannung | in demselben ist fiir alle Querschnitte 
constant. 

Hieraus darf natiirlich nicht geschlossen werden, dass die Pro- 
jection der elastischen Centrallinie auf die zur Axe / senkrecht stehende 
invariable Ebene ein Kreis sei. Denn die um / wirkend gedachte 


" h . : : 
Kriimmungscomponente = setzt sich zusammen aus Biegung und Dril- 


lung, ist also nicht eine Grésse reiner Biegung. Da die Biegungs- 
axen fiir einen Punkt der Centrallinie stets in den Querschnitt fallen, 
so kénnen Biegungen auch nur um Axen, welche in der Querschnitts- 
ebene gezogen werden, also auf dem Bogenelement ds senkrecht 
stehen, nach der Methode der Projection zusammengesetzt und zerlegt 
werden. Will man die Grésse reiner Biegung wissen, welche lings 
einer belicbigen Geraden zum Vorschein kommt, so geniigt eine ein- 
fache Multiplication mit dem Cosinus des Neigungswinkels nicht, 
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sondern es sind successive die zwei leicht nachweisbaren Sitze anzu- 
wenden: ,Die Biegung der Projection einer Raumcurve auf eine Ebene, 
welche mit der Schmiegungsebene den Winkel « einschliesst, ist gleich 
der Biegung der Raumcurve, multiplicirt mit cos @ oder sec? a, je 
nachdem die Ebene dem Bogenelement ds oder der Hauptnormale im 
betrachteten Curvenpunkte parallel ist.“ 

Fasst man die Gréssen p, q, r der mit der Zeit s veriinderlichen 
Winkelgeschwindigkeit des rotirenden Koérpers als Coordinaten eines 
Punktes P beziiglich der 3 Hauptaxen X’, Y’, Z’ auf, indem man 
eben vom Schwerpunkt O aus auf jeder instantanen Drehungsaxe 
die Winkelgeschwindigkeit © der Drehung als Strecke auftriigt, so 
reprisentiren die Gleichungen (5) und (7) zwei Ellipsoide, von denen 
das letztere das Poinsot’sche Centralellipsoid ist. Die Axen desselben 
sind identisch mit den 3 Haupttrigheitsaxen, ihre Lingen proportional 
den Quadratwurzeln aus den Haupttrigheitsmomenten A, B, C. Die 
durch das Zusammenbestehen vorgenannter Gleichungen definirte Raum- 
curve 4, Ordnung ist die Poinsot’sche Polodie und der sich ergebende 
Kegel zweiten Grades 
(9) Ap? (Ah — I) + Ba? (Bh — 2) + Cr? (Ch — P) = 0 
der Kegel der Polodie. 

Construirt man ganz ebenso aus den mit dem Bogen s veriinder- 
lichen Kriimmungscomponenten p, g, r die augenblickliche Kriimmungs- 
axe ©, so sind alle diese Axen den Erzeugenden eines Kegels 2. Grades 
(9) parallel und bilden in ihrer Gesammtheit eine windschiefe Fiche, 
diejenige der Polodie*). Trigt man auf jeder Axe © die Griésse der 
Kriimmung © vom Punkte P der Centrallinie’ aus als Strecke auf, so 
liegen die Endpunkte aller solcher Strecken auf einer transcendenten 
Curve, der Polodie*). Niiheres hieriiber s. Paragraph 5. 

3. 

Der Poinsot’sche Kegel (9) der Polodie ist immer reell, es 
kénnen also die 3 in seiner Gleichung auftretenden Differenzen nicht 
alle das gleiche Vorzeichen besitzen. Setzen wir A > B > C voraus, 
was wegen der Gleichartigkeit der Trigheitsmomente erlaubt ist, so 
folgt also: 

Ah—P?>0, Ch—P? <0, Bh—P2SO, 
d. h.: ,Der Kegel der Polodie ist niemals um die Axe des mittleren 
Trigheitsmomentes beschrieben, sondern lediglich um jene des gréssten 
oder kleinsten Momentes. “ 

Fiir den Stab darf nicht willkiirlich A > B> C angenommen 
werden, weil der Widerstand des Stabes gegen Drillung von anderen 


*) Unter Beibehaltung der Bezeichnungen Poinsot’s. 
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Einfliissen abhingig ist als einer der Widerstinde gegen Biegung*). 
Es muss also unterschieden werden, ob der erstere unter den 3 Haupt- 
widerstinden tiberhaupt der kleinste, mittelste oder grésste ist. Wir 
setzen deshalb nach einander 


A>B>C; B>C>A; C>AD>B. 

Fiir die erste Festsetzung ergiebt sich daun, da auch hier der 

Kegel (9) stets reell ist, wie oben 
Ah—P>0, Ch—P <0, Bh—P 20, 
und analog fiir die beiden andern Annahmen. Dies bedeutet: 

»Der Kegel 2. Grades, dessen Erzeugenden die fiir die Ruhelage 
des Stabes verzeichneten Kriimmungsaxen parallel sind, scheint nie- 
mals um die Axe des numerisch mittleren der 3 Hauptwiderstiinde be- 
schrieben , sondern lediglich um jene des gréssten oder kleinsten Wider- 
standes*. 

Construirt man, wie aus p, g, r die instantane Drehungsaxe 0, 
so aus den Componenten Ap, Bq, Cr die Axe des momentan wir- 
kenden Kriiftepaars / beziiglich des ruhend angenommenen KoOrpers, 
so erhilt man wieder einen Kegel 2. Grades, den Kegel der Kriifte- 
paaraxen. Derselbe ist wieder nur um die Hauptaxe gréssten oder 
kleinsten Trigheitsmomentes beschrieben, weshalb man passend die 
Anfangslage der Axe des anregenden Paares in derjenigen Hauptebene 
des Centralellipsoids annimmt, welche von den Hauptaxen gréssten 
und kleinsten Momentes gebildet wird. Die Anfangslage der instan- 
tanen Drehungsaxe fallt dann in dieselbe Ebene. 

Construirt man aus den Spannungscomponenten Ap, Bq, Cr fir 
jeden Punkt P der undeformirten elastischen Centrallinie des Stabes 
die Axe der auftretenden Spannung /, so sind dieselben wieder den 
Erzeugenden eines Kegels 2. Grades parallel und bilden in ihrer Ge- 
sammtheit wieder eine windschiefe Flache, die windschiefe Fliche der 
Kriiftepaaraxen. Da der erwaihnte Kegel stets um die Hauptaxe des 
groéssten oder kleinsten Hauptwiderstandes beschrieben ist, so wird die 
Axe des auf den freien Endquerschnitt einwirkenden Kriftepaares | 
am Besten in der von diesen 2 Hauptaxen gebildeten Ebene ange- 
nommen. Dieselbe fallt beispielsweise in den freien Querschnitt, wenn 
der Widerstand gegen Torsion der numerisch mittelste unter den 3 
Widerstiinden ist. 

Die bei der Festsetzung der Gréssenordnung A > B> C sich 
ergebenden Ungleichungen 

Ah—P>0, Ch—P <0, Bh—P So 
gaben Aufschluss tiber die Lage der Kegel 2. Ordnung, deren Er- 
zeugenden von den instantanen Drehungsaxen gebildet wurden resp. 


*) Clebsch a, a, O. p. 196. 
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den instantanen Kriimmungsaxen parallel waren. Dieselben kénnen 
nun auch anders ausgelegt werden; sie bedeuten fiir die Rotation: 
»Der Abstand der invariablen Ebene vom Mittelpunkte des Central- 
ellipsoids kann niemals grésser sein als die grésste, niemals kleiner 
als die kleinste Halbaxe des Ellipsoids, wohl aber grésser oder kleiner 
als die mittlere Halbaxe.“ Kine aihnliche Deutung kénnte auch fiir 
das Problem des Stabes acceptirt werden, indem man fiir einen Punkt 
P der elastischen Centrallinie das dem Centralellipsoid entsprechende 
Ellipsoid (7) verzeichnet. Man kann jedoch die Ungleichungen in 
einem dem Wesen des elastischen Stabes mehr angepassten Sinne 
erklaren, indem man statt Ah —l?>0 u.s. w. schreibt: 


ay > ? u.s. w., oder auch he > pu. 8. Ww. 
l 


Unter Beriicksichtigung der Relation (8) folgen daraus die beiden Sitze : 
Das Verhiltniss der Spannungscomponente lings der Hauptaxe 
grossten ; kleinsten ; mittelsten Widerstandes zur unverdnderlichen Spannung 
l lings der Kréftepaaraze ist fiir alle Punkte grésser; kleiner; griésser 
oder kleiner als das Verhdiltniss der nach denselben Axen geschiiteten 
Kriimmungsantheile. — Die Projection der in der invariablen Richtung 


’ 5 — h ee 
der Spannungsaxen auftretenden constanten Kriimmung T auf die Axe 


grossten ; kleinsten; mittelsten Widerstandes ist grisser; kleiner; grosser 
oder kleiner als die daselbst zwm Vorschein kommende Kriimmungs- 
componente. 

Da fir Bh —l? >0 der Kegel der instantanen Drehungsaxen 
um die Axe Z’ des Haupttriigheitsmomentes C, fiir Bh — l??< 0 um 
die Axe X’ des Momentes A beschrieben erscheint, so kann im 
ersteren Falle die Componente 7, im letzteren p niemals 0 werden. 
Ks miissen also, da die Kuler’schen Gleichungen p, g, r als mit 
sinam uw, cosam uw, A am w proportional erscheinen lassen (u = n- 8, 
nm constant), in diesen Fallen r bezw. p proportional mit Aam w sein. 
Da iiberdies die gewiihlte Anfangslage der Kriiftepaaraxe in die Ebene 
X'Z' fallt, ist Bq, =O, also q, =O d. h. q proportional sinam wu, 
und zwar fiir beide Fille Bh — P20. Durch Einsetzen der ellip- 
tischen Functionen in die Gleichungen (1), (5) und (7) folgen fiir 
P, 4, r leicht die Werthe, welche sich in der Jacobi’schen Arbeit 
,sur la rotation“ vorfinden. Jacobi begreift iibrigens die zwei Unter- 
scheidungen Bh — ? 2 0 in eine einzige, indem er fiir Bh —P? > 0 
die Reihenfolge A> B>C, fir Bh-~-P <0 A<B<C ar- 
nimmt. Damit sind freilich zwei verschiedene Centralellipsoide be- 
stimmt; will man bei der Annahme A > B> C, also bei dem ein- 
mal gewihlten Centralellipsoid bleiben, so miissen beim Uebergang 
13 
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von Bh—P? >0O auf Bh—? <0 im den Jacobi’schen Formeln 
p und r, A und C, X’ und Z’ vertauscht werden. 

Da fiir das Problem des Stabes ganz dieselben Erwiigungen be- 
ziiglich des Kegels Platz greifen, dessen Erzeugende den instantanen 
Kriimmungsaxen parallel sind, so brauchen die Jacobi’schen Aus- 
driicke von p, g, r fir A> B>C nur abgeschrieben zu werden. 
Durch cyclische Vertauschung der Gréssen A, B, C und p, q, r er- 
hilt man die Formeln fir B>C> A, C>A>B. Wahlen wir 
die Axe des den freien Querschnitt s =) angreifenden Kriftepaares 
in dem von den positiven Hialften der Hauptaxen gréssten und kleinsten 
Widerstandes gebildeten Quadranten, was iibrigens mit der bei der 
Drehung von Jacobi gewihlten Anfangslage nicht tibereinstimmt, so 
werden p,q, 7 ausgedriickt, wie folgt: 


lLA>B>C. 1. Bh- — 


¥ Ld -cosam u= : sll - cosam’ 
i V- ia es = 7 Sin Gp: cosamu, 
ff P—Ch- th l (A(A— C0) bs P 
q=V B(B—C) ‘sinamu=—-- BBC) 82 Po'Sinamu, 
Ah—?- l 
r=) Ga C) -Aanu= CG ©°8 Po Aam wu. 
2. Bh—P <0. 
aired 
of = Ca l 
p=) A(A-— ©) Aam u= .% sin Qo' -Aamu, 
/ r=. 2 .: 1 / O(A— Hh ‘ 
=) BiB) “Sinamu=— G -V Bq—Bp 8 Fo 'sinamu, 


r _Ah—P cos am u : cos cos am u 
— : = —— COS M,: cos am u. 
V C(A—C) . C Po ne 


Ill. B>C>A. 1. Ch P>0. 


/Bh—P l 
p= V aa—ay B-A) -Aanu= A ©8% ° A amu, 
(  — Ah 0s amu = : Sin @, - GOs: 
w=) B(B—A) COs = a SIN Po sam u, 
r f — Ah sin am v= J / B(B—A) 310 M,+ Sin amt 
=) O(G— A) a qo—pj Oe 
2. Ch—P <0. 
) cm j Bh—?P cosam u = COS M, -cosam u 
| as eae , wilh Mien eet 
— 4h l 
a=) Ba -Aam u = = sin gp, -Aam u, 
— Bh-—P?.. l / A(B-A) sin am wv 
77) 3G eer a io. ff eae 
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iP sean athe 


(¥-3i t ,/oO-5 
Pe ) AaB) ‘Sinamu=——-V Aaq—p, 8M Yo sinamu, 
~Ch— oe 
=} B Ts —- -Aamu= x cosg,: Aam u, 
ef FF a’ { Ui 
f= ClO —. —-cosam u= SIN My - cosam &. 
2. Ah—P>0. 
Ch—-? l B(C—B) 
p=] ACA) ‘sin amu= >: A(@—aAy cos M, : siDam wu, 
= / —F ‘cosa = P 
I= / BC—B) Sam U= > COS Py -Cosam u, 


/ ®—Bh 


wr 2 
r=) Ci —A) -Aam u= C sin g,: Aam wu. 


Der Modul x und die Constante » in u=—vn-s sind fir 


LA>B>C. 1. Bh—P>0. 


bas (A—B)(P?—Ch) _ ,/ O(A—B) 
<7 (B — C) (Ah — FP) =) A(B—C) tg M, 


_ 7/ (B—C)(Ah—P) _ V LES —_ 
ime J ABC “7 e Po- 


2. Bh—P? <0. 


/ 
_ 3/ (B—C)(Ah—P) _ ,/ A(B— 7 
x=V —4—Be—con ~V Ca—By 8 % 
__ / (A—B) (PR— Ch) 1 (A—B)(B—C) .. 
n=) ABC wa oe 


Hierin bedeutet m, den Winkel, welchen die Axe des angreifenden 
Paares, die ja in die Ebene aus den Hauptaxen gréssten und kleinsten 
Widerstandes fallt, mit der Hauptaxe kleinsten Widerstandes bildet. 
Fir A > B>C und Bh — F > 0 werden dann im freien Endquer- 
schnitt Bq,=0, Ap, =1-sin g,, Cr, =1- cos my, und zufolge der 
Gleichungen (5), (7) 


Ah—V? = 4 (A—C)-cos*g, P—Ch=4 (A—O)- sin? gy, 
Nennt man allgemein. die Winkel der Kraftepaaraxe mit den 
3 Hauptaxen X’, Y’, Z’ bezw. w, v, 9, so kann, da aus (5), (7) 


Bh—?=Ap,?(A—B)—Cr,?(B—C) = cos? u- 477 — cose. 27 


folgt, statt 
Bh—? S 0 
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geschrieben werden Ww 
cos > 7/ A(B—C)_ F is 
cose < C(A—B) st 
Es entscheidet also iiber den Fall, ob Bh — P° 20 sei, die Rich- - 
tung der Kriftepaaraxe. Ist dieselbe in einer derjenigen 2 Ebenen ge- . 
legen, welche, durch die Hauptaxe Y' mittlerer Biegung gehend, die * 
Gleichung : 
a’ —* / A(B—C) _ 
y ~XV cas) a. 
besitzen, so ist Bh — ? =O und es tritt ein Specialfall ein (s. § 10). a 
Kiir die 5 andern Festsetzungen gelten die gleichen Ueberlegungen. e 
il 
4. W 
Aus den Gleichungen fiir p, g, r folgt zuniichst, dass letztere im 5 
Allgemeinen periodisch sind mit der Periode 4K von wu, bis auf das E 
Vorzeichen jedoch auch fir w und 2K +- wu gleiche Werthe annehmen, | st 
so dass die absoluten Gréssen der Biegung und Drillung nur berechnet : Ce 
zu werden brauchen fiir ein Stabstiick, dessen Liinge durch die Para- 
meterwerte « und K festgelegt, also 2 ist. Je nach der Wahl einer : 
der obigen 6 Festsetzungen ergeben sich fiir die Kriimmung des elasti- je 
schen Stabes verschiedene Eigenthiimlichkeiten. Die Art und Weise 
ihrer Aenderung ersieht man in leicht verstandlicher Abkiirzung aus g 
folgenden Tabellen, welche fir A>B>C, Bh—P>O und C 
Bh —? <0 aufgestellt werden kénnen: st 
U 


u=0 <K =K <2K =2K <3K =3K <4K =4K 

1. + pmax +P 0 —p —Pmax —p 0 +p + Pmax 
O +4 +4mx +9 ..: —/ - max —4 0 d 

dt +¢. thee AP tte +e the +e ee 

2. +Pmax +P +Pmin +P +Pmax +P +Pmin +7 + Pax | 


0 +4 +4max +4 0 -¢ Guz —4 ° FF. 

: +Ymax +1 0 =F —Tmax —T 0 +r +1max | . 

Aehnliche Tabellen gelten fiir die andern 4 Unterscheidungsfille. k 

| Dieselben lassen erkennen: Z 
; lst der Widerstand des Stabes gegen Torsion unter den 3 Haupt- 

) widerstiinden der mittelste (II), so kann die Drillung des Stabes nicht se 

fortwihrend im niimlichen Sinne erfolgt sein, sondern es existiren el 

nothwendig Querschnitte, zu deren beiden Seiten der Stab im entgegen- d 


gesetzten Sinne tortirt erscheint. Diese Querschnitte selbst haben 
keine Drehung in ihrer Ebene erfahren und fiir alle Querschnitte, 
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welche von ihnen nach Jinks oder rechts gleichweit entfernt liegen, 





F ist die absolute Grosse der Drillung die gleiche.““ — ,,Ist der Wider- 
; stand gegen Torsion unter den 3 Hauptwiderstinden der kleinste (I) 
‘im, oder grésste (III), so kann in einem der beiden Unterfille (1, 1 und 
; III, 2*) der Sinn der Torsion niemals wechseln: siimmtliche Quer- 
t schnitte des Stabes erscheinen im nimlichen Sinne verdreht und es 
wechselt die Grésse der Torsion zwischen einem Minimum und einem 
' Maximum. In den anderen Unterfiillen (1, 2 und III, 1) wechselt da- 
gegen die Richtung der Drillung wieder.“ 
Aehnliche Sitze ergeben sich fiir jede Biegungscomponente. Ist 
10). ein Widerstand gegen Biegung unter den 3 Widerstiinden der numerisch 
— mittelste, so muss der Sinn der Biegung lings der Axe desselben 
i immer durch 0 hindurchwechseln; da, wo die Biegungscomponente 0 
wird, ist die Hauptebene aus der kritischen Axe und der Torsionsaxe 
im Schmiegungsebene der elastischen Centrallinie geworden. Ist ein 
das Biegungswiderstand der numerisch kleinste oder grésste Widerstand, 
en. : so kann wieder in je einem der 2 Unterfiille der Sinn der Biegungs- 
net componente wechseln, im andern nicht. 
ara- Was die Intensitiiten der Kriimmungscomponenten anlangt, so ist 
ad die nach der Hauptaxe des gréssten oder kleinsten Widerstandes wir- 
_— kende Componente um so grésser, je kleiner dieser Widerstand ist, 
isti- je stirker das anregende Kriftepaar und je kleiner die Neigung der 
eise Kriftepaaraxe gegen die bespr. Hauptaxe gewahlt wird. Diese Sitze 
aus gelten dabei, fiir welechen Unterfall man sich auch entscheidet. Die 
und Componente der Kriimmung lings der Hauptaxe mittleren Wider- 
j standes wichst der Intensitiit nach fiir die zwei zu unterscheidenden 
x 4 Unterfille verschieden: fiir den ersten, wenn das anregende Krifte- 
=e paar und die Neigung seiner Axe gegen die Axe kleinsten Wider- 
T Pmax : standes wiichst, wenn die beiden extremen Widerstiinde grésser und 
0 : der mittlere kleiner werden — fiir den zweiten, wenn das anregende 
+ fax Kriittepaar und die Neigung seiner Axe gegen die Axe gréssten Wider- 
ig standes -wiichst und wenn die beiden extremen Widerstinde kleiner 
0 / werden. Dagegen wiichst die Componente in diesem Unterfalle mit 
zunehmendem mittleren Widerstand nur dann, wenn dieser grésser als 
+ Tmax die Halfte des gréssten Widerstandes ist; ist der mittlere Widerstand 
‘Ile. kleiner als die Hilfte des gréssten, so sinkt die Componente bei der 
Zunahme des mittleren Widerstandes. 
upt- Die aus den Kriimmungscomponenten p, g, 7 sich zusammen- 
richt setzende Gesammtkrimmung 0 = /p? + g?+ 7° wird fr alle Fille 
‘iren ein Maximum fiir das freie Ende und fiir jene Punkte des Stabes, 
gen- deren Parameterwerthe u geraden Vielfachen von 2K gleich sind, ein 
aben 
itte, *) Die geom, Bedeutung s, im vorigen Paragraphen. 
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Minimum fiir die durch ungerade Vielfache von u bedingten Punkte. 
Die Intensitit derselben vergréssert sich mit zunehmender Stirke 
des Kriftepaars, mit abnehmender jedes der 3 Widerstiinde und des 
Neigungswinkels zwischen der Kriftepaaraxe und der Hauptaxe kleinsten 
Widerstandes. 


Die Gréssen 0’ = //p? + q? reiner Biegung wird in den durch 
die Parameterwerthe u=—0, 2K,4K... festgelegten Punkten der 


elast. Centrallinie Maximum, wenn der Drillungswiderstand unter den 
3 Widerstiinden der mittelste, Minimum, sobald er der kleinste ist. 
Ist der Widerstand gegen Drillung der numerisch stiirkste, so tritt 
Maximum oder Minimum ein, je nachdem derselbe grésser oder kleiner 
als die Summe der Biegungswiderstiinde ist. Fir n= K,3K,5K... 
treten dann bezw. Minima oder Maxima auf. Die Intensitit der Biegung 
wichst im Allgemeinen fiir eine Vergrésserung der Intensitit des an- 
regenden Kriftepaars und fiir eine Verminderung der 3 Hauptwider- 
stiinde; bei zunehmendem Neigungswinkel der Kriftepaaraxe gegen 
die Axe des kleinsten Widerstandes kann dagegen die Biegungsstiirke 
zu oder abnehmen, 


Die Ueberfiihrung des geraden und ungedrillten elastischen Stabes in 
seine Gleichgewichtslage durch das Aufeinanderbiegen zweier wind- 
schiefen Flichen. 


5. 


Der um seinen Schwerpunkt O rotirende starre Kérper drehe sich 
wibrend eines unendlich kleinen Zeittheilchens ds um die instantane 
Drehungsaxe 00, mit der Winkelgeschwindigkeit ©,, so wird dadurch 
eine der Axe OO, benachbarte Axe O@, in eine Lage O@, iiber- 
gefiihrt und nunmehr selbst instantane Drehungsaxe. Der Kérper 
rotirt um sie mit der Winkelgeschwindigkeit 0,; durch die nunmehrige 
Rotation wird eine Nachbarlage 00, von 00, nach O@, versetzt, 
um im nichsten Augenblicke Drehungsaxe zu werden, u. s: f. Es 
scheint so, als ob der Kegel 00,0,0,... der instanten Drehaxen, 
welchen man fiir den ruhend gedachten Kérper aus den Componenten 
p,q, construiren kann, auf einem andern festen Kegel O@,, #,, 3,... 
des Raumes ohne Gleiten abrolle, indem er mit letzterem in jedem 
Augenblicke eine Erzeugende, die instantane Drehungsaxe, gemein 
hat. Der Kegel 00,0,0,... ist der bereits in Paragraph 2 er- 
wihnte Poinsot’sche Kegel der Polodie, der Kegel O%,, #,, 3, ... 
ist der Poinsot’sche Kegel der Herpolodie. Die Endpunkte 0, 0,9,... 
bezw. #,%,0,... der instantanen Drehungsaxen bilden die Curven 
der Polodie und Herpolodie; von denselben ist die Polodie eine Raum- 
curve 4, Ordnung, gelegen auf dem Centralellipsoid, die Herpolodie 
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eine ebene, transcendente Curve ohne Wendepunkte*), gelegen in der 





e. 
ce j invariablen Ebene des angreifenden Kraftepaars. 
2g Denkt man sich fiir jeden Punkt P der elastischen Centrallinie 
n des geraden und ungedrillten Stabes aus den Kriimmungscomponenten 
p,q, r die instantane Kriimmung © nach Grésse und Richtung ver- 
h zeichnet, so giebt die entstandene Linie PO die Axe an, um welche 
am 3 das Bogenelement ds deformiert wird, zugleich auch die Grosse der 
- Deformation. Dreht man nun, vom freien Ende P, anfangend, das 
st. Bogenelement P, P, lings der Kriimmungsaxe P,®, um die vorge- 
tt schriebene Grésse 0, - ds (indem man etwa das Bogenelement um die 
er Biegungsgrésse ©,’ - ds lings der Axe reiner Biegung und hierauf um 
die Drillungsgrésse 7, - ds lings der Stabaxe dreht), hilt P, P, fest und 
1g dreht P, P, lings P,O, um 0,- ds, halt wieder P, P, fest und dreht 
dh : P, P, lings P,O, um 0,- ds u.s. w., so wird durch diese successiven 
is E Drehungen die gerade elastische Centrallinie in ihre Gleichgewichts- 
en F 


lage iibergefiihrt und jeder Querschnitt in seiner Ebene gedreht. Die 
ke Kriimmungsaxen P,0,, P,0,, P,O,, ..., welche vorher eine wind- 
schiefe Iliiche, die in § 2 erwiihnte Fliche der Polodie, bildeten, liegen 
nunmehr auf einer neuen, windschiefen Fliche, deren Leitlinie die 


In gebogene, elastische Centrallinie ist. Wir nennen dieselbe nach dem 
d.- Poinsot’schen Kegel der Herpolodie die windschiefe Fldche der Her- 
polodie, die von den Kndpunkten der instantanen Kriimmungsaxen 
gebildeten transcendenten Curven analog Polodie und Herpolodie. Wir 
u S 
sehen also: 
cn . tes ° ° ° 
Die Ueberfiihrung eines geraden und ungedrillten elastischen Stabes, 
ne is lean Mii tiene taille mm a lg BO egy St 
h dessen eines Ende von Kriften**) angegriffen wird, in seine Gleichge- 
wichtslage kann versinnlicht werden durch das Auf biegen einer biegsamen 
windschiefen Fliche auf eine feste windschiefe Fliche, mit welcher die 
er ° ° ° ° 5 : ° ee 
a erstere in jedem Augenblicke eine Erzeugende, die instantane Kriim- 
ge ° ° ee ° i ‘ ° 
wl mungsaxe, gemein hat. Die Leitlinien der beiden Flichen sind die gerade 
4 und die gebogene elastische Centrallinie des Stabes. 
Ks ; x ae : gee ; 
In unserem Falle der Einwirkung eines blossen Kriftepaares sind 
on ; ' : 26 " 
, die Krzeugenden der windschiefen Fliche parallel den Erzeugenden 
en : ' ; ; ' we he 
eines Kegels zweiten Grades, jene der festen windschiefen Fliche 
a parallel den Erzeugeuden eines transcendenten Kegels. Die Coordi- 
el Ri : . hae 
n naten der Polodie fiir das Rotationsproblem sind beziiglich der drei 
21 . . ‘whem 4 
- Haupttrigheitsaxen O X’ Y’ Z direct 
e. - 
x =p, y =q; 27, 
: die Gleichungen des Kegels der Polodie 
en —_—— 
m- *) Vgl. meine oben citirte Dissertation. 
**) Dieser Satz gilt allgemein, 
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zg=a-p, y¥=oa@-q, ¢=—@-?, 
worin @ eine willktrliche Constante bedeutet, deren Elimination in 
Verbindung mit der Elimination von «, durch welche p, q, r laut (10) 
ausgedriickt sind, wieder die Gleichung des Kegels in der Form (9) 
erscheinen lisst. Durchliiuft @ eine Reihe von Werthen, so erhilt 
man Curven, welche der Polodie (#1) aihnlich sind, und deren jede 
natiirlich als Polodie betrachtet werden kénnte. 

Fiir den geraden elastischen Stab sind die Gleichungen der Polodie, 
d. i. der Curve der Endpunkte der instantanen Kriimmungsaxen be- 
ziiglich des im freien Endquerschnitt festgelegten Systems der Haupt- 


axen X’ Y’ Z’ 
(12) Z=p, ¥=q, 6+s—Fr. 
. ‘ - . uU . \ 20 
In diese Gleichungen sind s = : und die Werthe der Groéssen p, gq, r 


aus den Gleichungen (10) einzusetzen. Da die Substitution auf sechs- 
fache Art vollzogen werden kann, so lassen sich also fiir die Polodie 
6 verschiedene Typen aufziihlen, die jedoch auf 3 wesentlich verschie- 
dene sich zusammenziehen lassen, dadurch charakterisirt, dass in der 
Gleichung 2 + s=—~y, fir die Drillungsgrésse r einmal die Function 
sin am «, das anderemal cos am wu, das drittemal A am w eingefiihrt 
werden kann. Die Gleichungen zeigen: 

Die Polodie fiir den elastischen Stab ist eine transcendente 
Curve, welche auf einem um die gerade Stabaxe beschriebenen Cylinder 
zweiten Grades gelegen ist. Die Projection derselben auf die Ebene des 
Querschnittes X’ Y’ d. i. das Profil des Cylinders ist eine Vollellipse, 
sobald der Torsionswiderstand der kleinste oder grisste ist und zugleich 
der Sinn der Drillung niemals durch 0 hindurch wechselt (1,1 und 11,2 
von (10))*); die Projection ist ein Ellipsenbogen, sobald der Torsions- 
widerstand wieder der kleinste oder grisste ist, aber Querschnitte vor- 
kommen, welche in ihrer Ebene nicht gedreht wurden (1,3 und II, 1); 
die Projection ist ein Hyperbelbogen jedesmal, wenn der Torsionswider- 
stand unter den 3 Hauptwiderstinden der mittelste ist (11). Die Pro- 
jectionen der Polodie auf die zwei andern Hauptebenen Y'Z' und Z' X 
sind wellenformige nach Art der Sinuslinie verlaufende Curven. Die- 
selben schneiden entweder die Stabaxe gar nicht | fiir die Ebene Y' Z 
in den Fiillen 11,2 und \1l,1 Fig. 3] oder sie schneiden die Axe; hiebei 
kinnen sich stimmtliche Wendepunkte auf derselben Seite der Axe 
(1,2 und Ul, 1 Fig. 2] oder auf verschiedenen Seiten der letateren |I,\ 
und \11,2 Fig. 1] befinden. 

Aus den Gleichungen (12) der Polodie kénnen jene der biegsamen 


*) Geom. Bedeutung, s, § 3. 
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windschiefen Fliche oder der Fliche der Polodie leicht durch Hinzu- 
nahme eines Proportionalitiitsfactors @ abgeleitet werden. 


(13) e=o-p, y=a-q, é+—-=a-r, 


Durch Variirung von  gewinnt man eine ganze Schaar von Curven, 
welche der Polodie abnlich sind, und deren jede als Polodie aufgefasst 
werden kann. Durch Elimination der Grésse o und der in p, q,r 
auftretenden Variabeln u ergiebt sich die Gleichung der Fliche transcen- 
dent in Cartesischen Coordinaten. 

Die Bildung der Gleichung der Herpolodie und ihrer windschiefen 
Flachen erfordert die Kenntniss der Gleichungen der gebogenen 
elastischen Centrallinie. Sind die Coordinaten eines Punktes P der 
letzteren beziiglich des festen Coordinatensystems X Y Z bezw. 2, y, 2, 
jene des entsprechenden Herpolodiepunktes d. i. des Endpunktes der in 
P existirenden Kriimmungsaxe © bezw. &, 9, so sind die Gleichungen 
der Herpolodie 


—E—x=—ap +ba +er, 
n—y=ap+bq+er, 
€—2e=—a p+ b’q+ec'r = const. = 


h 

l ’ 
worln a, b,c,...,¢’ die im § 1 erwihnten Neigungscosinus der Coordi- 
natensysteme X Y Z und X’ Y’ Z’ bedeuten. Die Gleichungen der wind- 
schiefen Fliiche der Herpolodie ergeben sich aus den vorstehenden 
wieder durch Hinzufiigen eines Factors m. Die in beiden Gleichungs- 
systemen auftretenden Functionen lassen iibrigens die ersteren transcen- 
dent und derart complicirt erscheinen, welche die wirkliche Aufstellung 
in Function von w als zwecklos erscheinen lisst. 


Die Kriimmung des ganzen Stabes. 


6. 


Um die Gestalt der Curve zu finden, in welche die elastische 
Centrallinie gebogen wird, erinnern wir uns des Wesens der Kriim- 
mungscomponenten p, g, 7. Dieselben waren im allgemeinen periodisch 
mit der Periode 4K von uw; es ist also die gebogene elastische Central- 
linie des Stabes eine periodisch verlaufende Curve. Alle Punkte, deren 
Parameterwerthe sich wm Vielfache der Grisse 4K unterscheiden, be- 
sitzen gleiche Kriimmungsverhdltnisse, alle durch solche Punkte abge- 
grenzten Curvenstiicke sind congruent. 

Die Grésse der Biegung 0’ = //p* + g® kann nie () werden, ausser 
wenn p=q =O ist. Dies tritt aber nach den Gleichungen (1) nur 
ein, wenn das wirkende Kraftepaar um die Torsionsaxe gedreht hat, 
und es bleibt dann p = g = 0. Sieht man von diesem speciellen Falle, 
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in welchem die elastische Centrallinie gerade bleibt und also unendlich 
viele Wendepunkte besitzt, ab, so kann man sagen: 

Die gebogene elastische Centrallinie enthdlt keine Wendepunkte. 

Unter den Projectionen derselben ist jene auf die invariable Ebene 
des Kriiftepaars die einfachste. Nehmen wir, um dieselbe zu betrach- 
ten, die invariable Richtung der Kraftepaaraxe zur Axe Z, die Kriifte- 
paarebene also zur Ebene X Y unseres festen Coordinatensystems, 
dessen Anfangspunkt im freien Ende liegen mag, so folgt fiir die 
Neigungscosinus a”, b”, c’ der Hauptaxen X’, Y’, Z’ gegen die Axe 
Z sofort 
(14) fat? yet, ee Sf. 
Bildet man die Biegungsgrésse fiir einen Punkt der Projection der 
Centrallinie auf die Ebene X Y nach den Gesichtspunkten, wie sie im 
§ 2 gelegentlich der Besprechung iiber Zusammensetzung und Zer- 
legung von Biegungen aufgefiihrt sind, so erhailt man nach einiger 
Rechnung 
(15) es ke ye 


wy aes Oe 

damit die Biegung 0,, constant wire, miisste r constant, damit die- 
selbe 0 wiire, r speciell gleich V 7 sein. Die letztere Annahme fiihrt 
wieder auf den Fall p=—q—=O d. h. den Fall der blossen Torsion. 
r = constans setzt p = 0, g = constans oder umgekehrt voraus, was 
zufolge (1) bei der Gleichheit der zwei Biegungswiderstinde A, B fir 
ein beliebig gestelltes Kriiftepaar, bei der Ungleichheit derselben aber 
nur fiir ein solches erfiillt sein kann, welches sich um eine der Hauptaxen 
X', Y’ des Querschnitts gedreht hat; der erste Fall reprisentirt die 
Biegung eines isotropen Stabes in eine Schraubenlinie, der zweite die- 
jenige des allgemeinen Stabes in einen Kreis (s. spiter). Abgesehen 
von diesen Specialfillen 

kann die Projection der elastischen Centrallinie auf die Ebene des 

angreifenden Kriftepaars nie ein Kreis werden. Ebensowenig kann 

dieselbe einzelne Wendepunkte besitzen. 

Da 0,, wegen des Quadrates von r periodisch ist mit der Periode 
2K von u und eine Untersuchung auf die Unméglichkeit eines Maximums 
oder Minimums der Biegung @,, zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Periodenwerthen hinweist, so ist also 

die Projection der elastischen Centrallinie auf die invariable Ebene 

eine in immer demselben Sinne gebogene transcendente Curve, deren 

durch 2 Periodenwerthe abgegrenzten Stiicke congruent sind und an 
dem einen Ende ein Maximum, an dem andern ein Minimum der 
Biegung aufweisen. (Fig. 10). 
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Die Projectionen der Stabcurve auf die andern festen Coordinaten- 
ebenen YZ und ZX — und damit auf eine beliebige Ebene des 
Raumes — kann erst daun untersucht werden, wenn man die Neigungs- 
cosinus a, b, c, a’, b’', c in wu gebildet hat. Es lauten nimlich die 
Biegungsgréssen 0,,, 0,. ganz der Grésse 0,, entsprechend, indem 
eben statt a”, b” die Cosinus a, b bezw. a’, b’ einzusetzen sind. Die- 
selben zeigen: 

Die elastische Centrallinie kann, ausgenommen die schon er- 
wihnten Fille der Kreisbieguny und der reinen Torsion, keine 
ebene Curve werden. Ihre Projectionen auf andere Ebenen als die 
invariable Krdaftepaarebene sind nicht periodisch. Auf einen Kreis- 
cylinder insbesondere kann die elastische Centrallinie nur im Falle 
der Kreis- resp. Schraubenbiegung aufgeschraubt werden. 


7. 

Wie unter den Projectionen der gebogenen elastischen Centrallinie 
jene auf die invariable Ebene X Y, so ist unter den Coordinaten eines 
Punktes P derselben die Coordinate z am einfachsten, welche den 
Abstand des Punktes von jener Ebene angiebt. Nach (14) ist der 
Cosinus ¢” des Neigungswinkels der Tangente PZ’ gegen die Kriifte- 
paaraxe Z, : ; 


proportional der Drillung r, es gelten sonach fiir denselben alle Er- 
wigungen, welche im § 4 iiber das Verhalten von r angestellt werden 
konnten. Insbesondere ist ¢” nach (10) sechserlei Werthe fahig, von 
denen 3 wesentlich verschieden sind; diesen letzteren entsprechend 
werden fiir die Coordinate (4) 


sm fe'-ds— e frau 
In 


3 verschiedene Formen auftreten, je nachdem eben in r die Functionen 
sinam wu, cosamu, Aam wu eingehen. Nun ist 


. , 1 

sin am u- du =— ln (A am u — *- cos am u), 
¥ 1 . , 

foo am wu - du =—-are sin (x sin am ), 


J Sam u-du = are sin (sin am “) = am uw. 
e 


Die zu den rechten Seiten tretenden Integrationsconstanten bestimmen 
sich durch die specielle Wahl des Coordinatensystems. Bekanntlich 
wurde die Axe des Kriftepaars in der Ebene der Hauptaxen kleinsten 
und gréssten Widerstandes angenommen. Nennt man dieselbe ein fiir 
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allemal Z*), die invariable Ebene also X Y, und wiahlt die Y-Axe so, 
dass dieselbe mit der im freien Endquerschnitt gezogenen Hauptaxe 
mittleren Widerstandes zusammenfillt, so wird fiir alle 3 Fille Con- 
gruenz der Coordinatensysteme X YZ und X’ Y’ Z’ erreicht. Ueber 
die relative Lage derselben geben die folgenden Figuren Aufschluss: 


I. I. 


Ay! uy 
Y IMx 





iil. 


LY % 


1G 

is 
oN 
ue * 


Die Werthe der Coordinaten z ergeben sich aus folgender Tabelle : 


l.A>B>C. 1. Bh—P>0, 2. Bh—P <0, 
G-e=amu, G-zg=arcsin(%-sinamw). 
Il. B>C>A. (16) 1.Ch—FP>0, 2. Ch-—P <0, 
ei, a —_ ae ~ eee Ino2™ u —=-enens 
Hl.C>A>B. 1. Ah—P>0, 2. Ah—P <0, 





G-z = aresin(x-sinamu), G-ze=amu. 


Hiebei ist gesetzt 


, , AB _ 
fares Cy xaz C)(B—C)”’ 


worin dasjenige Zeichen des Nenners gewihlt werden muss, welches 
denselben positiv macht. 

Wie man sieht, hangen die Ausdriicke fiir ¢ ganz wesentlich mit 
dem Verhalten des Drillungswiderstandes C zusammen: ist dieser der 
numerisch mittelste unter den 3 Widerstiinden, so ist ¢ logarithmisch, 
ist derselbe der kleinste oder grésste, dann cyclometrisch ausgedriickt 
durch die elliptischen Functionen. Diese charakteristische Thatsache 
ist von entscheidender Wichtigkeit fiir den Verlauf der elastischen 
Centrallinie: 

*) Man kénnte dieselbe wohl entsprechend den Festsetzungen A> B>C, 
B>C>A, C>A>B resp. Z, X, Y nennen und hiedurch manche Verein- 
fachung erzielen; im ganzen aber wiirde die Betrachtung wohl complicirter werden. 
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Ist der Widerstand des Stabes gegen Torsion unter den 3 Haupt- 
widerstiinden der mittélste, so liegt die spiralfirmig gebogene elastische 
Centrallinie ganz auf der einen Seite der invariablen Ebene des den 
freien Querschnitt angreifenden Kréftepaars, indem sie die Ebene mit 
dem freien Ende sowohl als mit jenen Stellen beriihrt, denen als Para- 
meterwerthe u Vielfache von 4K zukommen. Alle Punkte, welche von 
einem der Beriihrpunkte nach links oder rechts gleiche Bogenentfernung 
besitzen, haben gleichen Abstand von der Ebene. Fiir u=2K,6K,... 
beriihrt die Curve eine Parallelebene, deren Entfernung von der Kréfte- 
paarebene gleich ist 
wea: lnit*. (Hig. 8). 

Fiir wu = K, 3K,... wird 


£45 


vo | 


22K+ 


Ist der Widerstand des Stabes gegen Drillung unter den 3 Hauptwider- 
stiinden der kleinste oder grésste, so kann nach § 4 in je einem der 2 fiir 
jeden Fall giltigen Unterfille (néimlich 1, 1 wnd III, 2) der Sinn der 
Drillung niemals wechseln. Es wiichst nun fiir diese Annahmen die 
Coordinate z fortwihrend, die elastische Centrallinie liegt also ganz auf 
einer Seite der invariablen Kriftepaarebene und entfernt sich immer 
weiter von derselben. Zwischen Parallelebenen durch die Punkte mit 
den Parameterwerthen 2K, 4K, 6K, ... ist der Verlauf der Curve 
genau derselbe und es ist 


r}a 


(Fig. 7). 

Ist der Widerstand gegen Drillung der kleinste oder grdsste und 
kann der Sinn der Drillung wechseln (1, 2 und III, 1), so ist 2 wieder 
periodisch mit u und es schneidet hier die elastische Centrallinie die in- 
variable Krdftepaarebene fiir u=0, 2K, 4K,..., indem sie ab- 
wechselnd oberhalb und unterhalb derselben verliuft, in ihrem Laufe 
zwei Parallelebenen beriihrend, deren jede von der Kriiftepaarebene den 


1 
SK ee: 


Abstand 2x = a - are sin * besitet. (Fig. 9). 

Was den Proportionalititsfactor 1:G anlangt, so ist hervorzu- 
heben, dass derselbe, im Gegensatze zu den friiher auftretenden ihn- 
lichen Factoren unabhiingig ist von h und / und, absolut genommen, 
fiir simmtliche 6 Unterscheidungsfiille durch den gleichen Ausdruck 
sich darstellt. D. h.: 

Die relative Stirke 1:G, mit welcher sich die elastische Central- 
linie tiber die invariable Krdftepaarebene emporschraubt, ist nicht ab- 
héngig von der Intensitét und Angriffsrichtung des Paares, sondern einzig 
von der Grosse der 3 Deformationswiderstinde. 

Da die Werthe von zx nur im Falle B > C >A von h und | 
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abhingen, indem diese in x eingehen, so ist eine Variirung von ¢x 
in den 2 andern Fallen auf eine solche von | : G allein zuriickzufiihren. 
Es zeigt sich: 

»ist der Widerstand gegen Drillung unter den 3 Hauptwiderstin- 
den der kleinste, so steigt die Spirale, in welche die elastische Central- 
linie gebogen ist, um so steiler von der Kraftepaarebene aus, je kleiner 
dieser Widerstand und je grésser die Biegungswiderstiinde sich zeigen. 
Ist der Drillungswiderstand der grésste so wichst die Steilheit der 
Spirale mit der Zunahme dieses Widerstandes und der Abnahme der 
Widerstinde gegen Biegung.“ 

Ist der Drillungswiderstand der mittelste, so ist der Grad der 
Steigung der Curve, abgesehen davon, dass in x die Neigung gq, der 
Kriftepaaraxe gegen die Hauptaxe kleinsten Widerstandes eingeht, 
wesentlich von Ungleichungen beeinflusst, welche zwischen den Wider- 
stinden A, B, C stattfinden. 


Es war oben der Abstand z eines Punktes der elastischen Central- 
linie von der Ebene des den freien Endquerschnitt angreifenden Paares 


; . 
: , ” C 1 . 
in der Form 2 ee -ds= fr - ds angegeben worden. Nun ist 


e 
. 


aber Jr - ds nichts anderes als der gesammte Betrag 7’ der Torsion 


fiir ein Stiick s des elastischen Stabes, vom freien Ende gerechnet, also 
l 
(17) T= , i Zé. 


D. h. diese Gesammttorsion eines Stiickes der elastischen Centrallinie von 
der Liings s, gerechnet vom freien Ende an, wird bis auf eine Constante 
gemessen durch den Abstand des Endpunktes von der invariablen Ebene 
des anregenden Krdftepaares. 

Insbesondere wichst diese Gesammttorsion fortwihrend , sobald die 
Drillung ibren Sinn nicht findern kann; dieselbe wird 0, ohne negativ 
zu werden, sobald die Drillung ihren Sinn findert und der Drillungs- 
widerstand der mittelste ist, sie wird dagegen durch 0 hindurch auch 
negativ, sobald die Drillung den Sinn andern kann und der Drillungs- 
widerstand dabei der kleinste oder grésste ist. 

Diese Gesammttorsion eines beliebige begrenzten Stabstiickes wird 
einfach gemessen durch die Differenz der Abstinde der Begrenzungs- 
punkte von der invariablen Kriiftepaarebene. Dieselbe kann nunmebr 
auch, wenn der Drillungswiderstand der mittelste ist, 0 werden. 

Da diese Siitze iiber die Gesammttorsion aus dem Verhalten der 
Drillung r (§ 4) abgeleitet werden kénnen, so verificiren sie den Ab- 
stand z resp. die dreierlei Lagen, welche die elastische Centrallinie 
gegeniiber der invariablen Kriaftepaarebene annehmen kann. 
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Die Grésse 7’ ist nichts anderes als der Winkel, um welchen ein 
Querschnitt gegen den freien Endquerschnitt verdreht wiirde. Fiir 
den Punkt mit dem Parameterwerth K ergiebt sich 


Tx = * * Br. 

Will man, dass der Querschnitt « = K gegen den Endquerschnitt 
um einen bestimmten Winkel 4 verdreht werde, 30 resultirt eine Be- 
dingungsgleichung zwischen 4 und den Widerstiinden A, B, C mit oder 
ohne Einschluss des Winkels g, zwischen der Axe des angreifenden 
Kriiftepaars und der Hauptaxe kleinsten Widerstandes. 


8. 


Wir bilden nunmehr die Ausdriicke fiir die Coordinaten 2, y eines 
Punktes P der elastischen Centrallinie bezw. fiir die Neigungscosinus 
c,é der Tangente PZ’ gegen die Axen X, Y des festen Coordinaten- 
systems. 

Aus den Gleichungen (2) und (3) folgt leicht 
d : ae —c-: = =a'p+b'q. 

Setzt man aus (14) die Werthe a’, b” in diese Gleichungen und be- 
achtet die Relation (7), so lisst sich, da die linke Seite auf ein vollstiin- 
diges Differential ergiinzt werden kann, schreiben 


¢ 
~¢.G) _ 





1 . . 
7 (Ap?+ Bq’). 
Nun ist doch 

+ ctl — et =] (Ap + BQ"), 
also darf gesetzt werden 


V At? + Beg - cosy, 


c 


me mle 


~-V Ap? + Beg. sin y. 


Setzt man diese Werthe in die obige Differentialgleichung ein und 


c= 


ox! 


: Ups 
schreibt — fiir s, so kommt 


2 2 
(18) dy= — r. fort pies - du. 

In diese Gleichungen miissen p und q in Functionen von w substituirt 
werden. Wie bekannt, existiren fiir p, q im Ganzen 6 verschiedene 
Werthepaare (10), demnach erhalten wir 6 verschiedene Lisungen. 
Nun haben wir aber in den vorhergehenden Abschnitten fiir die 
elastische Centrallinie als wesentlich hervorgehoben, dass sie Periodici- 
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tit besitzt, ohne Wendepunkte verliuft und immer doppelt gekriimmt 
erscheint, und zwar ganz unabhingig von der Gréssenordnung der 3 
Widerstandsmomente A, B, C. Es wird also die Curve in allen 6 
Fiillen wesentlich denselben Typus besitzen, und es geniigt, da bereits 
das characteristische Verhalten von z besprochen ist, fiir eine einzige 
Annahme, etwa fiir 
A>B>C, Bh—P>O 

die Aufstellang der Cosinus c, c’ bezw. der Coordinaten x, y zu be- 
werkstelligen. 

Der oben eingefiihrte Hilfswinkel y ist, wie sich leicht zeigt, der 
Winkel zwischen der Schnittlinie der Querschnittsebene X’ Y’ eines 
Punktes P der elastischen Centrallinie und der invariablen Ebene X Y 
einerseits und der festen Y-Axe andererseits. Derselbe ist kein anderer 
als der Euler’sche Winkel w zwischen der Knotenlinie N des 
um seinen Schwerpunkt O rotirenden starren Kérpers und der festen 
Y-Axe der invariablen Ebenen X Y. Es braucht also nur der Werth 
fiir » aus der Jacobi’schen Arbeit*) iibertragen zu werden. Wird 


y=ytn-u 
gesetzt, so ergiebt sich 
’ 1 O(u-+ ia) 
19 = -—~: log —* 
(19) ¥ 2 8 O(u— ta) 
Hiebei bedeuten ia und n’ Constante, definirt durch die Gleichungen 
'. sin am ia = iF SL 
i Ma =i" 


P 1 A -e 4 
n= aa + Gay los Oa). 


ta) 
w’ ist offenbar der Winkel zwischen der Schnittlinie X’ Y’, X Y und 
einer neuen Axe der Ebene X Y, welche aber nicht, wie Y fest in 


, . . ‘ — “-— <2, . 
dieser gelegen ist, sondern mit der Winkelgeschwindigkeit ~~ sich im 


negativen Sinne darin zu bewegen scheint. Man kann nun ebensogut 
die Coordinaten des Punktes P der Centrallinie auf das feste Coordi- 
dinatensystem X YZ beziehen als auch auf ein System, bestehend aus 
der iuvariablen Axe Z, der beweglichen Axe (Y) und einer hiezu 
senkrechten beweglichen Axe (X). Fiir das letztere System werden 
die Winkel wy’ periodisch, es wird also bei der Aufsuchung der Pro- 
jection des Stabpunktes P in der invariablen Ebene wohl am besten 
verfahren werden, wenn man fiir den betrachteten Werth von s d. i. 
von « die Lagen der Geraden (Y) verzeichnet und beziiglich letzterer 
die rechtwinkeligen Coordinaten berechnet. Nach Jacobi**) ergiebt 


*) Jacobi a. a, O. p. 157—159. 
**) a, a. O. p. 162. 
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sich nun fiir die Neigungscosinus (c), (c’) der Hauptaxe Z’ (hier der 
Tangente der elastischen Centrallinie) gegen die beweglichen Axen 
(X), (Y) 
H, (0) ; . 
(¢) = ry Ha): O(u) [O (w+ia) + O(w—ia)}, 


H, (0) in 
2-H, (ia) -O(u) 


(20) 


(c)= -(O(u+ita) — O(w—ia)}. 


Die Neigungscosinus ¢, c’ der Tangente PZ gegen die festen Axen 
X, Y ergeben sich, sobald man die Werthe von (c), (¢’) substituirt 
in die Gleichungen 


- c= (c)-cosnu+ (c)-sinn'u, 
(21) 


c = — (c)-sinn’u+t (c)-cosn'u. 

Die Neigungscosinus (c), (¢) sind periodisch mit der Periode 2K von 
u, dagegen besitzen ¢, c’ keine Periodicitiit. Analoge Ausdriicke wie 
in (17) ergeben sich fiir die Neigungscosinus (a), (a’) beaw. (b), (b’) 
der Axen X’ und Y’ gegen die beweglichen Axen (X), (Y). Die- 
selben kénnen gleichfalls der Jacobi’schen Arbeit entnommen werden, 
sind jedoch hier von weniger Interesse als die Neigungscosinus (c), (c’) 
der Stabtangente Z’. 


9. 


Die in den Formeln (20) und (21) auftretenden O-Functionen 

kénnen durch unendliche Reihen ersetzt werden. Dies wird geschehen 
5 

miissen, sobald man die Coordinaten (a), (y) und w, y, eines Punktes 

P der elastischen Centrallinie beziiglich des beweglichen Systems (X), 

(Y) und des festen Systems X, Y durch Integration der Gleichungen 


d(x) r d(y) P 
a7: Goer 
ae dy __— 
na. oh 


wirklich bilden will. Setzen wir auch statt des fiir die Coordinaten z 
im Paragraph 8 erhaltenen geschlossenen Ausdruckes wenigstens fiir 
A>B>C ud Bh—l?> 0 die unendlichen Reihen, so erscheinen 
die Coordinaten in nachstehender Form. 

I. Bewegliches Coordinatensystem (X),(Y), (Z). 

Durch Ausfiihrung der Integration der Jacobi’schen Reihen*) 
erhilt man unter Zugrundelegung der Abkiirzungen 


14 


n- cS a ae erry 


m 
K 
*) Vel. den Eingang zur Arbeit ,,sur la rotation“. 


XXI111, 





Mathematische Anunalen. 















21 / —C)(B 
ae 4 AB 
fiir die Coordinaten (x), (y), (2): 


6 


') 


i) Mio 
2q” a a 2 . y Pi - 2#) sin wv 
D.(x) = _ _alq ~q * q rq 


y — ‘ 9 A 
a(t —g*—) (1 — gq 


, 


~~ , Uv 
> q 1- q'“)- sin® > 


4 4 

(22) D-(y)= 4 f rr: 2u—b) ( Qu+b) ? 
u\l—q 1 q 
=& . 
.) g*-sinuy 
ant op (i+ ¢“) 

’ . , jor 
II. Festes Coordinatensystem X, Y, Z. 
Ausser den vorigen Abkiirzungen fiihre man noch ein 


D.(2)= v+ 4. 


K , 
m= “nN, 
ba 
so wird: 
6 
> 6 a Bat i 
2q° . 0.2 gq + sin(m—wn)v 
D-c<= d + sin mv + 2q S : oe 
m (1 — q’) fot (mm —w) (1 — GT”) 
ft — | 
6 ue 
— 8 Y g*-sin(m+u)0 
— aq , Qu—b\ ? 
(m+) (1 — g*—") 
al 
; 6 ue yf : in? ( m ) 
on 4q° » 9 MV = *:” 2 
(23) D-y = ——*—,. sin? + 4q S = tp 
m (1 — q’) fot (m—u) (1—@" ) 
uw 


b = a “ 9 m ai Led 9 
a - q -sin* > U 
2 “ 


4 r 
— 4¢ 
d =! = (m-+u) (1 - qt Ye 
D-.2= D-(z). 
Specielle Falle, hervorgerufen durch besondere Stellung des angreifenden 
Kraftepaars. 
10. 

Dreht das einen starren Kérper angreifende Kriiftepaar um die 

Hauptaxe des gréssten oder kleinsten Trigheitsmomentes, so geht die 


*) In der Abhandlung in den Miinch. Ber, steht irrthiimlich q=J/- ° statt 
q=e°'* und (A B) - C® statt A- B- C? gedruckt. 
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Bewegung fortwihrend um diese Axe mit gleichférmiger Winkelge- 
schwindigkeit vor sich. Die Grésse der letzteren ist gleich (Intensitit 
des Kriiftepaars): (Trdgheitsmoment). Die Kegel der Polodie und Her- 
polodie sind mit der permanenten Rotationsaxe zusammengefallen. Der 
Bewegungszustand ist stabil — kleine Stésse auf die Rotationsaxe 
bringen nur geringe Oscillationen derselben um ihre Ruhelage hervor. 

»,Dreht das auf den freien Querschnitt des Stabes einwirkende 
Kriiftepaar um die Hauptaxe des gréssten oder kleinsten Deformations- 
widerstandes, und ist diese Hauptaxe die Torsionsaxe, so bleibt die 
elastische Centrallinie des Stabes gerade, der Stab wird nur gleich- 
miissig gedrillt. Die Grésse der Drillung ist gleich (Intensitit des 
Kriiftepaars): (Widerstand gegen Torsion). Die biegsame und feste 
windschiefe Fiche, sowie die auf ihnen liegenden Curven der Polodie 
und Herpolodie sind in die Stabaxe zusammengefallen. Ist die Haupt- 
axe eine solche reiner Biegung, so wird blosse Biegung in einen Kreis, 
ohne Drillung, hervorgerufen. Die Kriimmung des letzteren ist (Inten- 
sitdit des Kriiftepaars): ( Widerstand gegen Biegung). Die windschiefen 
Fliichen der Polodie und Herpolodie sind in Kreiscylinder parallel der 
Kriiftepaaraxe, die Curven in einen Kreis zusammengefallen. Der 
Gleichgewichtszustand ist in beiden Fiillen stabil: bringt man den Stab 
ein wenig aus seiner Gleichgewichtslage, so sucht er wieder dahin 
zuriickzukehren.“ 

Dreht das einen Koérper (A > B> C) angreifende Kriftepaar 
um eine Gerade, welche einer der 2 durch die Hauptaxe Y’ des mitt- 
leren Triigheitsmomentes gehenden Ebenen angehdért, deren Gleichungen 
beziiglich des Hauptaxensystems X’ Y’ Z’ 


a A(B—C) 
y 725 C(A — B) 
sind, so wird (vgl. die Schlussbemerkung des § 3) Bh — ? =O und 


es reduciren sich die in p,q,* auftretenden elliptischen Functionen 
auf logarithmische. Der roijlende Kegel der instantanen Drehungsaxen 
ist ebenfalls in 2 Ebenen durch die Y’-Axe iibergegangen, 

ac’ , 7/ O(B—C) 
y —-V AA—B)’ 
die Polodie in 2 Ellipsen. Die Herpolodie wird eine Spirale, und der 
Kegel der Herpolodie dementsprechend gewunden. Die Unterfiille 
Bh 2 l? sind zusammengefallen. 

Die Annahme Bh — i? = 0 lisst freilich auch die singulire 
Lésung p = 0, r = 0 zu, wodurch nach den Kuler’schen Gleichungen 
(1) ¢ = const — q, wird d. h. wenn das wirkende Kriiftepaar um die 
Axe Y’ des mittleren Trigheitsmomentes B selbst gewirkt hat, so geht 
die Drehung um diese Axe fortwiihrend und mit constanter Geschwindig- 
14* 
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keit vor sich. Allein der Bewegungszustand ist ein Jabiler: es be- 
darf nur eines geringen Anstosses, um das Centralellipsoid sofort 
umkippen und die vorher beschriebenen Erscheinungen zu Tage treten 
zu lassen. 

Dreht das den elast. Stab angreifende Kriiftepaar um eine gerade 
Linie, welche einer der 2 durch die Hauptaxe mittelsten Widerstandes 
gehenden charakteristischen Ebenen angehért, deren Gleichungen fiir 
A>LB>C ete 
A(B—(C) 


y~@xl) ta—BH *: 


x 


sind, beziiglich des Systems der 3 Hauptaxen, so wird der Modul x 
der elliptischen Functionen in p, g, r gleich 1 und die Formeln (10) 
gehen tiber in die folgenden: 


i an oe oe oe 


1 ,/ AiB —C) 2" Saal C(A_—B 2e¥ 
7 a vo § a 


bh B>t> A 


l A(B C 2e" l B(C A) 2e" 
2 sate aa ial 
(24) p=—Al GBA fea,’ * BV GBA euyy? 
Pm. g* —3 
— C * "Qu “a? 
en" +1 
fl. C>A>B 
l B(C — A) 2e" 1 C(A B) 2e" 
g=> ~ ° ® ‘= . 
| B ] A(C—B M4 / C / A(C— B) roe 
on l e™ - 1 
A ew +1 
Die Unterfille Bh — P Z 0 u.s. w. sind zusammengefallen. Nach dem 


oben bereits Gesagten, wie auch aus den Formeln ergiebt sich: 
Die EF liche der Polodie ist, sobald der Widerstand gegen Torsion 
der mittelste war, in ein Ebenenpaar durch die Stabaxe iibergegangen, 


e 


die Polodie § =p, n=q, § = — - +r im eine ebene Curve, gelegen 
in der einen oder andern Ebene, je nachdem die Axe des angreifenden 
Kriftepaars in der einen oder andern der 2 diesen Ebenen entsprechen- 
den ,,churakteristischen‘‘ Ebenen gelegen war. Die Projection der 
elastischen Centrallinie auf die Ebene des Querschnitts ist ein Stiick 
emer Geraden. Die Projectionen auf die andern Hawptebenen sind 
Curven, welche gegen die Axe des Stabes asymptotisch anlaufen. Die 
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Curve der Polodie niihert sich somit gleichfalls der Stabaxe asymptotisch. 
(Fig. 4). 

War unter den 3 Hauptwiderstinden gegen Deformation der Wider- 
stand gegen Torsion der grosste oder kleinste, so ist die Projection der 
Polodie auf die Ebene des Querschnitts ein Ellipsenquadrant, und die 
Projectionen auf die 2 andern Hauptebenen sind Curven, welche von 
der Stabaxe aus gegen 2 damit parallele Gerade asymptotisch anlaufen. 
(Fig. 5). 

Die Biegung 0,, (15) der Projection der elastischen Centrallinie 
auf die invariable Ebene des Kriiftepaars ist bekanntlich abhingig von r. 
Dieselbe ist hier nicht mehr periodisch mit w, sondern wiichst oder 


)) fillt fortwihrend damit, je nachdem in r der Quotient ———— oder 
e 1 


2 u 





, 


eingeht. D. h.: 


24 
{ Die Projection der elastischen Centrallinie auf die invariable Ebene 
des Krdftepaars besitet nicht mehr periodische Kriimmung, sondern ist, 
ganz analog dem entsprechenden Fall der Spirale Poinsot’s, in 
eine spiralformig gewundene Curve tibergegangen. Die Spirale léuft 





dabei von einem festen Kreise aus (s =) asymptotisch gegen einen 
zweiten, damit concentrischen (s = co), sobald der Widerstand gegen 
Torsion nicht der mittelste war (Fig. 12); dieselbe liuft dagegen von 
einem festen Kreise aus (s = 0) asymptotisch gegen dessen Mittelpunkt 
(s = 00), sobald der Torsionswiderstand kleiner als der eine und grosser 
als der andere Widerstand gegen Biegung war. (Fig. 11). | 
Die clastische Centrallinie selbst erscheint als eine Curve, welche 
sich um die Axe des Kriiftepaars herumschlingt, indem sie im ersteren 
der soeben erwihnten Fille sich von derselben mehr und mehr entfernt, 
ohne iibrigens iiber eine gewisse Grenze der Entfernung hinauszugehen, 
im zweiten gegen die Axe immer enger und enger angeht. | 
Wie sich bei der Drehung unter der Annahme Bh — P? = 0, 
(A>B>C) die singuldre Lésung p = 0, r = VU, g = q, ergab, so auch 
om hier. Man erkennt, dass, | 
wenn das Krdftepaar wn die Hauptaxe mittelsten Momentes dreht, 
ion auch wieder blosse Torsion oder Kreishiegung hervorgerufen wird. Allein 
On, der Gleichgewichtszustand des elastischen Stabes ist labil: eim kleiner 
yen Anstoss geniigt, wm die gerade gebliebene oder in einen Kreishogen 
: gekriimmte elastische Centrallinie in eine ganz neue Curve von den oben | 
len : erwdhnten Eigenschaften schnellen zu lassen. 
cn- 
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Specielle Fille, hervorgerufen durch besondere Wahl der drei 
Hauptwiderstande. 


a2, 


Werden zwei Haupttriigheitsmomente des um seinen Schwerpunkt 
rotirenden Kérpers einander gleich, so werden die Triigheitsmomente 
um alle in der Ebene der 2 Hauptaxen gezogenen Geraden gleich; es 
gehen die Polodie und die Herpolodie in Kreise, deren Kegel in Kreis- 
kegel iiber und es vollzieht sich die Drehung fortwihrend mit gleich- 
férmiger Geschwindigkeit um die instantane Drehungsaxe. 

Werden 2 Hauptwiderstandsmomente des elastischen Stabes einan- 
der gleich, so ist zu unterscheiden, welche Momente dies sind. Sind 
die Widerstiinde A, B gegen Biegung gleich, so ist der Stab ,,isotrop“, 
es wird nach jeder in der Querschnittsebene gezogenen Geraden der 
Widerstand gleich (= A= BL). Nennt man den Neigungswinkel der 
Kriaftepaaraxe gegen die Torsionsaxe 4, so wird aus (10) 


p= -sin A+ cos u, 
(25) q= . ‘sin A+ sin wu, 

r= 7 -cosd4=r,. 
Es ist sowohl die Drillung ry als die Biegung 0’ = fp? + q’ constant, 
sonach auch nach (15) 0,, = A —_ ; d. h.: 


Hs ist die elastische Centrallinie unter gleichférmiger Drillung 
in eine gewohnliche Schraubenlinie um die invariable Richtung der 
Kriiftepaaraxe gebogen worden. Der Steigungswinkel derselben ist 
90° — A. Der Radius des Kreiscylinders, welchem dieselbe aufliegt, 
ist gleich dem Producte aus dem constanten Widerstand gegen Biegung 
und dem sinus des Steigungswinkels, unter dem die Axe des Krifte- 
paars gegen die Stabaxe geneigt ist, dividirt durch die Intensitiit des 
angreifenden Paares; der Cylinder wird also um so enger, je stiirker 
das wirkende Kriiftepaar, je kleiner der Widerstand gegen Biegung 
und je niher die Axe des Kriftepaares an der Stabaxe gelegen ist.“ 

Aus der Betrachtung von § = p, y=q, = — < + r, fliesst: 

Die Polodie ist in eine gewihnliche Schraubenlinie um die Torsions- 
axe tibergegangen, die biegsame windschiefe Fliiche derselben in eine 
gewohnliche Schraubenfliche. Der Steigungswinkel der Schraubenlinie 


2.A*.C ° . . 
oa ), der Radius des Kreiscylinders, welchem 


A 
sind 


ist a = are tg (- 


dieselbe aufliegt, 5 Es wird also der Kreiscylinder um so weiter, 














je stiirker das anregende Kriftepaar wirkt , je grésser der Winkel zwischen 
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seiner Axe und der Stabaxe und je kleiner der gleiche Widerstand gegen 
Biegung ist. Die Steilheit wird wm so groésser, je grosser dieser Wider- 
stand und der Drillungswiderstand und je kleiner der Winkel zwischen 
der Kréftepaar- und der Torsionsaxe ist. 

Dreht das Kriftepaar um eine beliebige Hauptaxe des Querschnittes, 
so wird die constante Drillung zu 0 und es wird blosse Kreisbiegung 
hervorgerufen. | 

Werden je ein Biegungswiderstand z. B. B und der Drillungs- 


widerstand C numerisch gleich, so werden — der Fall A > C(= B) 
geniigt — die Kriimmungscomponenten p, q, r 


l 
+ Receeg A * SIM Py, 


*\ l ; 
(26) d= Gq  ©OS My: smu, 
l 
r= o COS GQ, » COS U. 


u 


Aus § =p, y= q, €=— —-+ + erfiihrt man: 

des ungleichen Hauptwiderstandes der Biegung tibergegangen, die Polodie 
also in eine ebene Curve. Die Projectionen derselben auf die 2 Haupt- 
ebenen durch diese Hauptaxe sind gerade Linien, die Projection auf 
die 3. parallele Hauptebene ist eine sinuslinienartige Curve, deren Wende- 


i} 
1 
y 
Die Fliiche der Polodie ist in eine Ebene senkrecht der Hauptaxe 
{ 
{ 


punkte auf der Stabaxe liegen. (Fig. 6). 

Die elastische Centrallinie selbst kann durch Gleichungen von ein- 
facher Form nicht dargestellt werden. Ihre Projection auf die in- 
variable Ebene des angreifenden Kriftepaares weist wieder periodische 
Kriimmung auf, indem 

e.. = l C sin® gy + A cos? my sin? u 
ay — CO a 

(sin® gy -++ cos® gy - sin? w) 
wird. Die Periode von w ist diesmal 272. 

Werden die 3 Haupttriigheitsmomente des rotirenden Kérpers 
einander gleich, so geht das Centralellipsoid desselben in eine Kugel 
liber und es ist jede Axe, um welche das Kriiftepaar dreht, permanente 
Kotationsaxe. 

Werden die 3 Widersttiinde A, B, C, welchen der Stab seine 
Deformation entgegensetzt, einander gleich (= A), so werden die 
3 Kriimmungscomponenten p, q, r constant. Die Gleichungen § = p,, 
n=Q, ¢=—s+7r, zeigen, dass die Fliiche der Polodie in eine 
Ebene durch die Torsionsaxe, die Polodie in eine gerade Linie parallel 
derselben iibergegangen ist. Hat das Kriftepaar um eine der Haupt 
axen des isotropen Querschnitts gedreht, so entsteht blosse Kreis- 
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biegung, in jedem anderen Falle wird die elastische Centrallinie in 
eine Schraubenlinie gebogen. Es unterscheidet sich sonach dieser Fall 
der Gleichheit der 3 Widerstandsmomente A, B, C des Stabes nicht 
wesentlich von jenem der Gleichheit der 2 Biegungswiderstiinde A,B — 
im Gegensatze zu dem Problem der Rotation, welches beim Ueber- 
gange von der Gleichheit zweier Haupttrigheitsmomente auf jene aller 
drei doch erheblich vereinfacht wird. 

Wird die Summe zweier Haupttriigheitsmomente des rotirenden 
Kérpers gleich dem dritten so ist der Kérper in eine Platte iiber- 
gegangen und es hat das Centralellipsoid die von Poinsot hervor- q 
gehobene charakteristische Grenze erreicht. Die Drehung geht iibrigens 
wesentlich ebenso vor sich, wie im allgemeinen Falle. 

Wird die Summe der beiden Biegungswiderstdnde gleich dem Drillungs- 
widerstand des elastischen Stabes, so wird die elastische Centrallinie 
in eine Curve von constanter Biegung deformirt, indem aus den 
Kuler’schen Gleichungen (1) 





p> + g = const. , 

folgt. Im iibrigen besitzt dieselbe keine wesentlich einfacheren Glei- , 
chungen, als im allgemeinen Falle, ebensowenig specialisiren sich die i 
Polodie und deren Fliche. ' ; 
Miinchen, im Juli 1883. : q 

a 

u 


EE ET IL IRIE PIECE 9 








len 


er- 
or- 


PHS 


gs- 
nie 


len 


lei- 


die 








Jn gO 


ETRE ILI OT ELIOT | IE 


atte 








Sur les différentes especes de complexes du 2° dégré des droites 
qui coupent harmoniquement deux surfaces du second ordre. 


Par 


Corrapo Seere a Turin et Givo Loria a Mantoue. 


On sait qu’ avant que partit dans la , Neue Geometrie des Raumes“ 
la théorie de Pliicker du complexe général du 2° dégré, M. Battag- 
lini avait déja publié des recherches sur le complexe représentable 
en coordonnées.pliickeriennes de droites par une équation contenant 
seulement les carrés de ces coordonnées*). M. Klein démontra ensuite 
que ce complexe n’est pas le complexe le plus général du 2° dégré et 
qu’au contraire celui-ci doit satisfaire a deux conditions pour se réduire 
au complexe de Battaglini**). En méme temps M. Aschieri 
montrait en deux courtes notes***) que ce complexe-ci n’est autre 
chose que le complexe des droites qui coupent harmoniquement deux 
surfaces du 2° ordre, ou par lesquelles on peut mener deux couples 
harmoniques de plans tangents & deux surfaces de la 2° classe. On 
peut méme en une infinité (co') de maniéres construire ainsi un com- 
plexe de Battaglini donné, car il existe un systeme du 4° ordre et 
de la 4° classe de oo! surfaces du 2° dégré tel qu’A une quelconque S 
de ces surfaces en correspondent deux autres S’, S”, de sorte que le 
complexe se compose des droites qui coupent harmoniquement S et S’, 
ou bien des droites par lesquelles passent deux couples harmoniques 
de plans tangents 4 S et S”. Ces propriétés du complexe de Battag- 
lini avec quelques autres ont été retrouvées récemment, et presque de 
la méme maniére, par M. Schur dans le mémoire , Ueber das System 
zweier Flaichen 2. Grades“+) (ot d’ailleurs il ne s’en sert que comme 

*) V. Atti della R. Accademia di Napoli 1866, ou bien Giornale di mate- 
matiche vol. 6 et 7. 

**) V. |’, ,Inauguraldissertation**, n° 22; et le mémoire ,,Zur Theorie der 
Complexe I, und II. Grades“ n° 24 (Mathematische Annalen, Bad. Il). 

***) V. Giornale di matematiche, vol. 8, 1868. 
+) Mathematische Annalen, Bd. XXI, pag. 515—527. 
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point de passage pour d’autres recherches intéressantes sur une position 
particuliere de deux surfaces du 2° dégré). Cependant dans |’étude du 
complexe des droites qui coupent harmoniquement deux surfaces du 2° ordre 
on s'est borné jusqu’a présent, si nous ne nous trompons, au cas de la 
position mutuelle la plus générale de ces surfaces. C’est alors que ce com- 
plexe coincide parfaitement avec le complexe de Battaglini; sa surface 
singuliére est alors celle entre les surfaces de Kummer du 4° ordre 
et de la 4° classe 4 16 points et 16 plans singuliers qui a une équation 
contenant seulement les puissances paires des coordonnées, c’est-a-dire elle 
est un ,tétraédroide* de Cayley. Mais si l’on particularise la position 
mutuelle des deux surfaces du second ordre, par exemple si celles-ci 
viennent se toucher en un point, ou en deux, ou le long d’une droite, etc., 
si en méme temps ces surfaces (l’une ou toutes les deux) se réduisent 
&% des cénes, ou A des couples de plans, etc., etc., alors le complexe 
des droites qui les coupent harmoniquement se particularisera aussi. 
On ne pourra plus en général le représenter par une équation contenant 
seulement les carrés des coordonnées pliickeriennes, de sorte que la 
discussion des cas que peut présenter une telle équation ne suffirait 
pas pour donner tous les complexes dont il s’agit. Il se présente donc 
la question de trouver tous les complexes du 2° dégré qui peuvent étre 
considérés comme composés des droites coupant harmoniquement deux 
surfaces du second ordre ayant entre elles une position convenable. 
C’est précisément de cette question que nous allons nous occuper. 
Voici la méthode que nous suivons pour la résoudre, On connait 
’équation du complexe H des droites coupant harmoniquement deux 
surfaces du second ordre, dont les équations soient tout-d-fait générales. 
Or, que l’on prenne successivement pour ce couple d’équations tous les 
couples possibles d’équations canoniques, qui résultent de la méthode 
des diviseurs élémentaires (Elementartheiler) de M. Weierstrass et 
qui correspondent & toutes les particularisations projectives que peut 
avoir le systtme de deux surfaces du second ordre*). Pour chacune 
des équations ainsi obtenues du complexe H que l'on applique les 
critériums de classification donnés par MM. Klein et Weiler*) pour 
les complexes du 2° dégré (critériums qui s’appuient aussi sur la methode 
des diviseurs élémentaires) et que l’on considére toutes les hypotheses, 
que l’on peut faire sur les coefficients du couple d’équations canoniques 


*) V. Gundelfinger. Notes a I’ ,,Analytische Geometrie des Raumes“ 
de Hesse (3° édition, pag. 518—525), et aussi le mémoire de M. Voss ,,Die 
Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Fliichen II. Grades‘‘. Math. Ann,, 
Bd. X, pag. 143—188. 

**) V. lV Inauguraldissertation de Klein — et le mémoire de Weiler: ,,Ueber 
die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades‘. Math. Annalen, 
Bd. VII, pag. 145—207, 
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de surfaces du second ordre, dont il s'agit, afin que le complexe H, 
qui lui correspond et qui appartiendra en général a une certaine classe 
de la classification de M. Weiler, vienne & appartenir 4 une autre 
classe plus particularisée. Ces hypothéses se présentent d’elles-mémes, 
lorsqu’on a trouvé les expressions des subdéterminants du discriminant 
de l’équation du complexe H, & laquelle l’on ait ajouté 
24 (Dy Poy + Pis Par + Prs Pos) = 9, 

et que l’on considére attentivement les diviseurs linéaires en 4 de ce 
discriminant et ceux d’entre eux qui appartiennent aussi a tous les 
subdéterminants du 5° ordre, ou du 4° ordre, etc. — De cette maniére 
l'on trouve toutes les classes de complexes du 2° dégré auxquelles peut 
appartenir un complexe H et aussi quelle position mutuelle particuliére 
doivent avoir les deux surfaces du second ordre afin que le complexe 
H qui leur correspond soit précisément d’une classe donnée. 

Mais on peut aussi obtenir les mémes résultats par une autre voie 
plus géométrique. En effet toutes les diverses classes de complexes du 
2° dégré dans la classification de Klein- Weiler se distinguent entre 
elles par le nombre et la position mutuelle de leurs droites doubles, 
Or il est facile de voir dans chaque cas & quelles conditions doit satis- 
faire une droite quelconque, afin d’étre double pour le complexe H 
qui correspond a deux surfaces du second ordre données. Ainsi, par 
exemple, lorsque cette droite n’est pas une tangente dans le méme 
point aux deux surfaces, les conditions auxquelles elle devra satisfaire 
seront les suivantes: 1° d’avoir la méme droite polaire relativement 
wux deux surfaces, 2° d’appartenir au complexe, c’est-a-dire de couper 
harmoniquement celles-ci. Cela résulte immédiatement de la définition 
d'une droite double d’un complexe du 2° dégré, et de ce que si la 
courbe de 2° classe, enveloppe des droites du complexe H qui appartien- 
nent & un plan donné, c’est-a-dire des droites coupant harmoniquement 
les deux coniques d’ intersection de ce plan avec les deux surfaces, a 
l'une de ses droites pour droite double (c’est-a-dire se réduit & deux points 
de cette droite), cette droite doit avoir le méme pdle par rapport aux deux 
coniques. En se servant de ces propriétés caractéristiques d’une droite 
double d’un complexe H on peut trouver géométriquement tous les cas 
que peuvent présenter deux surfaces du second ordre, par rapport aux 
droites doubles du complexe H qui leur appartient; et puis, du nombre 
et de la distribution de ces droites doubles on peut déduire, au moyen 
de la classification de M. Weiler, la classe du complexe H que |’on 
a obtenu pour chaque cas. Ajoutons que c'est seulement par ces con- 
sidérations géométriques que l’on se rend compte des résultats auxquels 
la voie analytique précédemment indiquée conduit plus méthodiquement, 
mais aussi moins lumineusement. 

Nous avons trouvé que parmi les 49 classes de complexes du 2° 
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dégré proprement dits il y en a 23 auxquelles appartiennent des com- 
plexes H. Cependant il fallait encore reconnaitre pour chacune de ces 
classes si c’est le complexe le plus général, on bien seulement un com- 
plexe particulier, qui est un complexe H, et dans ce dernier cas quelle 
est sa particularisation. 

Soient, en coordonnées quelconques de droites: Q = 0 Véquation 
d’un complexe quelconque du 2° dégré dune classe donnée, et P = 0) 
l’équation du 2° dégré a laquelle satisfont toutes les droites. L’on sait 
que dans la caractéristique, dont a fait usage M. Weiler pour repré- 
senter la classe de ce complexe, l’on a tous les exposants des diviseurs 
élémentaires du déterminant de la forme AP + Q, étant mis entre 
crochets () ceux qui correspondent 4 la méme racine 4 de ce détermi- 
nant, Or que l'on considére le groupe de toutes les racines de celui- 
ci: on peut démontrer que les invariants absolus de ce groupe de 
valeurs de 4 forment précisément tout le systeme des invariants absolus 
indépendants de la surface singuliére du complexe, tandis que si a ce 
groupe on adjoint la valeur 4 =o le nouveau groupe aura pour in- 
variants absolus (ceux du premier groupe plus un nouveau) précisément 
tout le systéme des invariants absolus indépendants du complexe méme 
considéré*), On peut méme construire des formes géométriques de 
premiere espece, dont quelques éléments forment des groupes projectifs 
au groupe considéré de valeurs de 4, et donnent ainsi par leurs in- 
variants absolus, ou rapports anharmoniques indépendants de ces 
éléments, les invariants absolus de la surface singuliére et de chacun 
des complexes qui appartiennent a celle-ci; car l’on a le théoreme 
suivant: ,,Si lon prend d'une droite queleonque r de |’espace le faisceau 
de complexes linéaires polaires relativement au complexe du 2° dégré 
Q=0, ces complexes linéaires correspondront d’une certaine facgon 
projectivement aux complexes du 2° dégré relatifs & la méme surface 
singuliére et il y aura dans ce faisceau pour chaque racine 2 un com- 
plexe linéaire en involution avec tout le systeme de complexes linéaires 
fondamentaux qui correspond a cette racine**): or le groupe de ces 
éléments du faisceau correspondants aux diverses racines, auxquels on 





*) Ces propositions et celles qui suivent ont été trouvées comme cas pur- 
ticuliers de propositions plus générales par l'un de nous dans sa thése pour le 
doctorat. Elle donnent immédiatement, non seulement le moyen de reconnaitre 
par le seul examen de la caractéristique d’une classe de complexes du 2° dégré 
le nombre des invariants absolus qui lui correspond, mais encore la signification 
géométrique de ces invariants absolus. 

**) Par complexe linéaire fondamental d'un complexe du 2° dégré (ou de sa 
surface singuliére) nous entendons un complexe linéaire relativement auquel celui-ci 
corresponde a@ soi-méme. A chaque racine 1, 4 laquelle appartiennent h diviseurs 
élémentaires, correspond un systéme linéaire de »4—1 complexes fondamentaux 
(um seul pour h = 1). 
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adjoint le complexe linéaire spécial qui a la droite r pour axe, est 
projectif au groupe de valeurs de 4 composé respectivement de ces 
racines et de la valeur 4= oo.“ On a done la précisément un de 
ces groupes d’éléments de formes géométriques de 1¢ espéce, dont les 
rapports anharmoniques indépendants (ne variant pas avec la droite 1) 
donnent les invariants absolus du complexe considéré et de sa surface 
singuliére. En particulier, si dans le plan tangent en un point quel- 
conque @ la surface singulitre on méne par ce point les droites qui 
appartiennent aux divers systémes linéaires de complexes fondamentaux 
(droites qui sont en général des tangentes doubles de la surface singuliére, 
mais qui peuvent devenir des génératrices de cette surface si elle est 
réglée) et la droite singuliére du complexe considéré correspondante a 
ce point et ce plan singuliers, on aura un groupe de droites d’un 
faisceau, lequel donnera encore par ses rapports anharmoniques les 
invariants absolus du complexe et de sa surface singuliére. 

Ces théorémes nous permettent de reconnaitre immédiatement pour 
chaque complexe H que nous obtenons, par la seule inspection des 
valeurs correspondantes des racines 4: 1° si la. surface singuliére de 
ce complexe est celle du complexe le plus général de la classe qui 
correspond & la caractéristique trouvée, 2° si ce méme complexe H est 
précisément le plus général des complexes qui ont la méme surface 
singuliére (c’est-a-dire si tous ces complexes-ci sont de tels complexes 
H), ou bien s'il est un complexe particulier entre eux, et dans ce 
cas-ci combien de complexes H il y a qui appartiennent 4 la méme 
surface singuliére. Ajoutons que la considération des particularisations 
projectives des groupes d’éléments considérés, lesquelles correspondent 
& un complexe H donné, nous montre quelles sont les particularités 
géométriques de celui-ci, lorsqu’il n’est pas le plus général de sa classe. 
De plus nous connaitrons pour chaque espece de complexes H le nombre 
des invariants absolus correspondants, s'il y en a. 

Eu suivant les méthodes indiquées nous avons obtenu -les résultats 
qui suivent et que nous nous bornerons ici & énoncer, ce que nous avons 
dit en général nous paraissant suffisant pour que le lecteur puisse 
vérifier sans peine ces résultats, que nous exposerons d’ailleurs avec 
quelques détails. Nous ordonnerons les complexes H des droites coupant 
harmoniquement deux surfaces du second ordre a-peu-prés dans |’ordre 
de classification des complexes du 2° dégré, qui a été tenu par 
M. Weiler dans le 2° Tableau de son mémoire, avec quelques modi- 
fications seulement qui nous semblent convenables pour notre but. 
Pour chaque classe successivement de complexes du 2° dégré, a laquelle 
appartienne un complexe H, nous dirons si ce complexe est le plus 
général de cette classe, ou comment il est particularisé; combien de 
tels complexes appartiennent 4 une méme surface singuliére ; et comment 
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doivent étre placées les deux surfaces du second ordre, afin que le com- 
plexe H qui leur appartient soit précisément de cette espece. Nous 
montrerons aussi dans la plupart des cas comment de la considération 
de cette génération du complexe H l'on est conduit 4 la construction 
de ses droites doubles et de ses points et plans notables (ausgezeichnet). 
Pour plus de détails sur les formes de la surface singuliére, dans quel- 
ques-uns des cas ov celle-ci n’est pas particularisée entre celles de la 
méme classe, on pourra recourir au mémoire de M' Weiler. Quant 
aux droites singuliéres de chacun de nos complexes, on voit trés-facile- 
ment par un raisonnement géométrique qu’elles appartiennent au com- 
plexe tétraédral des droites dont les polaires par rapport aux deux 
surfaces du second ordre se coupent mutuellement. Or comme |’on 
trouve sans difficultés les particularisations de ce complexe tétraédral 
qui correspondent aux divers cas que présentent ces deux surfaces, on 
aura en méme temps pour chaque cas les particularisations que présente 
la congruence des droites singuliéres du complexe H correspondant. 


(111111). 


Lorsque l’on prend les deux surfaces du second ordre dans leur 
position la plus générale, le complexe H qui leur correspond: est 
précisément de cette classe [111111] (classe la plus générale de 
complexes du 2° dégré), qui se distingue par le manque de droites 
doubles. Dans les groupes, projectifs entre eux, qui donnent les in- 
variants absolus d’un complexe H de cette classe, aux six complexes 
linéaires fondamentaux correspondent des éléments conjugués dans une 
involution (propriété qui a déjai été apercue par M. Klein*)), dont 
’un des éléments doubles correspond précisément au complexe H con- 
sidéré. Comme il y a deux de ces éléments doubles, il s’ensuit qu’a 
la surface singuliére caractérisée par cette involution c’est-a-dire au 
tétraédroide, appartiennent seulement deux complexes H, lesquels corre- 
spondront 4 ces deux éléments doubles. Chacun de ces deux complexes 
H s’obtient d’une infinité de maniéres comme lieu des droites coupant 
harmoniquement deux surfaces données du second ordre; pour l'une 
de ces deux surfaces on peut méme prendre un cdne**). Mais si toutes 
deux ces surfaces sont des cdnes, l'on aura un complexe particulier 


*) V. Klein, ,,Zur Theorie der Complexe I. und IT. Grades‘. n° 24, 

**) Comme les caractéres, qui distinguent parmi tous les complexes [111111] 
les complexes H, correspondent par dualité 4 eux-mémes, il s’ensuit que ces mémes 
complexes peuvent s’obtenir d'une infinité de maniére comme lieux des droites 
par lesquelles passent des couples harmoniques de plans tangents de deux sur- 
surfaces de la 2° classe, et que pour l'une de celles-ci on peut méme prendre 
une conique. En conséquence le complexe étudié par M. Painvin (Nouvelles 
Annales, 1872) des droites par lesquelles passent des plans tangents a un ellipsoide 
perpendiculaires entre eux est précisément, du point de vue projectif, l’un quel- 
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entre ceux de l’espéce considérée, complexe qui sera encore de la classe 
(111111) mais qui ne dépendra plus que de 16 constantes, tandis 
quun complexe H général de cette classe dépend de 17 constantes, 
comme le tétraédroide auquel il correspond. 

{21111}. 

Les propriétés d’un complexe H de cette classe s’obtiennent de 
celles d’un complexe H de la classe précédente, en supposant que deux 
de ses complexes linéaires fondamentaux, correspondants 4 deux 
éléments conjugués de l’involution, viennent coincider. La surface 
singuliére est une particuliére ,, Complexfliiche “ (dépendante de 16 con- 
stantes, tandis que la ,,Complexfliiche“ la plus générale dépend de 17), 
qui jouit de quelques propriétés du tétraédroide. En effet elle posséde 
une droite double avec 4 points e 4 plans cuspidaux, et 8 points et 
8 plans doubles; or non seulement ces 8 plans doubles passent 4 a 4 
par chaque point double, mais il y a aussi deux autres points dans 
chacun desquels se coupent 4 de ces plans doubles (divers de l’un a 
autre), et analoguement deux plans, qui ne sont point des plans 
doubles, mais qui contiennent chacun 4 points doubles. Une telle sur- 
face est singuliére pour un seul complexe H proprement dit (qui 
correspond au second élément double de l’involution considérée précédem- 
ment, dont le prémier élément double correspond maintenant au com- 
plexe spécial qui a pour axe la droite double). On obtient un com- 
plexe H de cette classe au moyen de deux surfaces du second ordre, 
qui dans leur faiseeau soient conjuguées harmoniques relativement 4 
deux cones, c’est-a-dire deux surfaces du second ordre dont le tétraédre 
fondamental ait un aréte qui les coupe harmoniquement. Alors cet 
aréte sera la droite double, et les deux sommets et les deux faces du 
tétraédre qui n’appartiennent pas a cet aréte seront les deux points et 
les deux plans dont nous parlions. On peut prendre pour l'une de ces 
deux surfaces du second ordre un céne; mais si pour toutes les deux 
lon prend deux cénes, on obtiendra un cas particulier des complexes 
H de cette espéce, c’est-i-dire un cas pour lequel le seul invariant 
absolu de ces complexes aura une valeur numérique particuliére*), 

(2211). 

La surface singulitre la plus générale de cette classe appartient a 

deux complexes H, qui dans la série des complexes du 2° dégré ayant 


conque des complexes H dont il s’agit ci-dessus. Sa surface singuliére est la 
surface des ondes de Fresnel. Nous aurons soin d’ailleurs d’indiquer briévement 
dans des notes tous les cas particuliers remarquables du’complexe de M. Painvin, 
relatifs aux différents cas particuliers métriquement des surfaces de la 2° classe. 

*) C’est un complexe H de cette classe [21111] celui des axes centraux 
d’nn systtme de forces, que M. Darboux (v, Mém. de la société des sciences 
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la méme surface singuliére sont les éléments doubles de |’involution 
déterminée par les deux complexes fondamentaux non spéciaux et par 
les deux spéciaux, comme couples d’éléments conjugués. On obtient 
un complexe H de cette classe comme lieu des droites coupant harmoni- 
quement deux surfaces du second ordre qui se touchent en un point, 
et dont lune peut étre un cone (n’ayant pas le sommet sur l'autre 
surface). Les deux droites doubles seront les deux tangentes en ce 
point & ces surfaces du second ordre, lesquelles appartiennent comme 
génératrices & la surface du second ordre conjuguée harmonique rela- 
tivement & ces deux-ci de ce cdne de leur faisceau, qui a le sommet 
wu point de contact. La surface singuliére et le complexe H ont un 
invariant absolu, qui prendra une valeur numérique particuliére si pour 
ces deux surfaces du second ordre l'on peut prendre deux céunes. 
(411). 

A la surface la plus générale de cette classe*) appartient un seul 
complexe H, qui est, dans la série des complexes ayant la méme sur- 
face singulitre, le conjugué harmonique du complexe fondamental 
spécial relativement aux deux autres complexes fondameutaux (ce qui 
permettra de construire pour chaque point de la surface la droite 
singuliére correspondante de ce complexe H, car elle sera parmi les 
tangentes en ce point la conjugué harmonique de celle qui s’appuie 
sur la droite double de la surface relativement aux deux qui touchent 
aussi ailleurs cette surface). Deux surfaces du second ordre donnent 


phys, et nat. de Bordeaux 2° série, tome I[) a rencontré dans sa généralisation 
du théoréme de Minding, et que Chasles avait entrevu (v. Aper¢u histurique, 
z° édition, p. 555—6). Récemment M. Padelletti a montré (,,Sulle analogie fra 
la teoria della astatica e quella dei momenti d’inerzia‘‘. Rendiconti della 
R. Accademia di Napoli. Febbrajo 1883, p. 29-48) que ce complexe se compose 
des droites par lesquelles passent des plans tangents perpendiculaires entre eux 
& un certain hyperboloide qu'il appelle ,,hyperboloide, central‘, et qui a pour 
Pune de ses sections principales une hyperbole équilatére. Or ce que nous avons 
dit ci-dessus montre qu’effectivement le complexe ainsi défini, c’est i-dire le com- 
plexe de Painvin relatif & un tel hyperboloide est un complexe H de la classe 
[21111], et méme le plus général de ces complexes du point de vue projectif. 
Si cet hyperboloide se réduit 4 une hyperbole équilatére, alors on aura un cas 
particulier de ces complexes pour le lieu des droites par lesquelles passent des 
plans tangents orthogonaux de cette hyperbole. - 

*) li faut noter, pour cette classe-ci et pour plusieurs de celles qui suivent 
qu’une conséquence immédiate des propositions générales que nous avons données 
est que chaque surface singuliére d’un complexe du 2¢ dégré, auquel corresponde 
un nombre <4 de racines différentes du discriminant (ce que l'on voit par la 
caractéristique) ne peut pas avoir de particularités projectives (invariants absolus), 
et que chaque complexe, auquel corresponde un nombre de racines < 3, ne peut 
avoir lui-méme aucune particularisation (sans changer de classe), Ces corollaires 
s’appliquent souvent dans notre recherche. 
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origine & un tel complexe H si, non seulement elles se touchent, comme 














n 
- dans le cas précédent, mais si en outre la surface conjuguée harmoni- 
it que relativement & ces deux surfaces du second ordre de ce cone de 
i- leur faisceau qui a le sommet dans leur point de contact coincide avec 
t, un des deux autres cones de leur faisceau. Effectivement la construction, 
re que nous avons donnée dans le cas précédent, des deux droites doubles 
ce montre que lorsque cette condition est satisfaite, ces deux droites 
ne « coincident en une génératrice du second des cénes nommés, de sorte 
que de la classe de complexes [2211] on sera passé a la classe [411]. 
et L’une des deux surfaces auxquelles correspond le complexe H que nous 
an considérons peut étre un cdne; mais la condition géométrique a la- 
= quelle elles doivent satisfaire empéche que toutes les deux soient des 

cones. Ni ce complexe H, ni sa surface singuliére, n’ont d’invariants 

absolus. 

[3 3]. 
oul 
-_ Chaque complexe du 2° dégré de cette classe est un complexe H 
tal des droites qui coupent harmoniquement deux surfaces du second ordre 
jai (dont lune peut étre un cdne) ayant un contact stationnaire, c’est-i- 
ine dire dont la courbe d’intersection ait un point de rebroussement. Dans 
hes ce cas la surface singulitre posséde deux droites de rebroussement qui 
nie sont l’intersection du plan tangent en ce point aux deux surfaces du 
am second ordre avee la surface de leur faisceau qui est conjuguée har- 
ont monique relativement a elles du cdne qui a le sommet dans le point 
de contact. On voit l’analogie qu’il y a avec le cas [2211]. 

hon (222). 
th Rappelons qu’a propos de la classe [2211] nous avons dit que 
ella lon obtient un complexe H qui lui appartient, lorsque les deux sur- 
pose faces du second ordre se touchent en un point, et nous avons ajouté 
eux que l'une de ces surfaces pouvait étre un cdne, pourvu que le contact 
pour de ce céne avec l’autre surface ne fit pas impropre, c’est-a-dire que 
— celle-ci ne passat pas par le sommet de ce cdne. Maintenant si l’on 
so veut précisément le complexe H des droites coupant harmoniquement 
f. un edne et une autre surface du second ordre (pouvant aussi se réduire 
| cas & un cOne) quand celle-ci passe par le sommet de ce céne, ce complexe 
des J ne sera plus de la classe [2211], mais bien de la classe [222], car 
ma" il aura trois droites doubles se coupant mutuellement, c’est-d-dire les 
aie deux droites d'intersection de ce cdne avec le plan tangent dans son 
onde sommet a l’autre surface du second ordre, et la droite polaire de ce 
ar la plan relativement au céne. Ce sommet est un point notable pour le 
plus), complexe, car toutes les droites qui passent par lui appartiennent 
= évidemment & celui-ci; par conséquent chaque plan passant par ce 


sommet est un plan singulier du complexe, d’ou il s’ensuit que celui- 


Mathematische Annalen. XXIII. 15 














































222 C. Seare und G. Lorra. 











ci a une surface singuliére qui se décompose en ce point comme en- al 
veloppe et en une surface du 4° ordre et de la 3° classe, ayant les di 
trois droites doubles du complexe pour droites doubles (comme lieux de 
de points), c’est-A-dire une surface de Steiner. Notre complexe H est d he 
done un complexe [222](B) de M. Weiler. Etant donnée une sur- i si 
face quelconque de Steiner, elle sera surface singuliére pour trois ; le 
complexes H, qui seront dans la série des complexes du 2° dégré ayant fa 
cette surface pour surface singuliére les conjugués harmoniques de l'un di 
des trois complexes fondamentaux spéciaux relativement aux deux autres. et 
Ces trois complexes H peuvent tous venir engendrés de la maniére que de 
nous avons décrite: seulement les trois droites doubles de la surface et do 
de ces complexes permuterout leur réle de l'un a l'autre. 

Mais si dans le cas de deux surfaces du second ordre tangentes a 
en un point, qui donnaient lieu au complexe H de la classe [221 1), c6 
on suppose non plus que l'une des deux devienne un cone, mais bien pl 
qu’elles soient conjuguées harmoniques relativement a ces deux cOnes [6 
de leur faisceau qui n’ont pas le sommet dans leur point de contact, ai 
c’est-a-dire que les deux couples de génératrices d’intersection de ces = 
deux surfaces avec leur commun plan tangent en ce point soient har- S¢ 
moniques, alors il est clair que toutes les droites de ce plan tangent 
appartiendront au complexe H, de sorte que chaque point de ce plan de 
notable sera singulier par rapport 4 ce complexe; de plus la droite de - 
ce plan qui joint les sommets des deux cénes susdits sera une nouvelle ee 
droite double du complexe. Done la surface singuliére de celui-ci se = 
décomposera en ce plan et en une surface du 3° ordre et de la 4° -_ 
classe, ayant trois droites doubles comme enveloppes dans ce plan, [2 
c’est-a-dire en une surface réciproque de celle de Steiner. On obtient gr 
ainsi un complexe [222] (A.) de M. Weiler. Etant donnée une sur- qu 


face réciproque de celle de Steiner, elle sera singulite seulement 
pour trois complexes H, chacun desquels fera encore, comme dans le 
cas précédent, un groupe harmonique avec les trois complexes fonda- | 
mentaux spéciaux. A chacun de ces complexes-la correspond l'un des qu 


trois points d’intersection des trois ‘droites doubles comme point de dai 
contact des deux surfaces du second ordre dont il est le complexe H.*) —_ 
ces 
[6]. 

, op} 
Chaque complexe de cette classe est un complexe H. On peut Ce: 
arriver & ces complexes en partant des complexes [33], de la méme oon 
maniére qu’en partant des complexes [2211] nous sommes arrivés XI 
as ia ae ee daz 
*) Le complexe des droites par lesquelles passent des couples de plans les 
tangents orthogonaux 4 un paraboloide ou 4 une parabole est un complexe de la 
cette espéce. Sa surface singulitre se décompose dans le plan & l’infini et une iso! 


surface du 3° ordre et de la 4° classe ayant ce plan pour plan tritangent. 
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aux complexes [222]. Si la courbe d’intersection des deux surfaces 
du second ordre, dont l’on considére le complexe H, a un point de 
de rebroussement, et si en outre ces deux surfaces sont conjuguées 
harmoniques relativement aux deux cones de leur faisceau, c’est-i-dire 
si les deux couples de génératrices d’intersection de ces surfaces avec 
le plan tangent dans leur point de contact sont harmoniques, la sur- 
face singuliére se décomposera en ce plan tangent et en une surface 
du 3° ordre et de la 4° classe ayant une droite double comme enveloppe 
et ce plan-la comme plan triple, c’est-a-dire une surface du 3° ordre 
de la XTX espéce de Schlafli. Les complexes H ainsi obtenus sont 
done les complexes [6] (A.) de M. Weiler. 

Si au contraire on considére le complexe H relatif 4 un cone et 
& une autre surface du second ordre (pouvant se réduire aussi 4 un 
cone) passant par le sommet de celui-ci et ayant dans ce point pour 
plan tangent un plan tangent au cone, on obtient le complexe 
[6] (B.) de M. Weiler, c’est-i-dire un complexe dont la surface 
singuliére se décompose en ce sommet, comme enveloppe de plans, et 
en une surface du 4° ordre et de la 3° classe, réciproque de celle de 
Schlafli mentionnée. 

Comme on voit, l’on peut aussi obtenir fort-aisément les propriétés 
de ces deux espéces de complexes [6] de celles des deux espéces de 
complexes [222] en supposant que les trois droites doubles de ceux-ci 
viennent coincider en une seule. On s’explique aussi de cette maniére 
pourquoi tous les oo! complexes qui appartiennent 4 une surface 
singuliére [6] sont des complexes H, tandis qu’é une surface singuliére 
[222] appartiennent seulement trois complexes H; car si dans un 
groupe harmonique de 4 éléments 3 d’entre eux viennent coincider, le 
quatriéme devient indéterminé. 


((11)1111). 





On obtient un complexe H de cette classe comme lieu des droites 
qui coupent harmoniquement deux surfaces du second ordre, qui soient 
dans leur faisceau les éléments doubles d’une involution dont les quatre 
cones forment deux couples d’éléments conjugués; ou, en d’autres termes, 
ces deux surfaces du second ordre doivent étre telles que deux arétes 
opposées de leur tétraédre fondamental les coupent harmoniquement. 
Ces deux arétes seront les deux droites doubles du complexe et de la 
surface singuliére, qui sera une surface réglée du 4° dégré de |’espéce 
XI de Cremona. Cependant elle ne sera pas la plus générale, car 
dans les groupes déléments de formes de premiére espéce qui donnent 
les invariants absolus de cette surface et des complexes dont elle est 
la surface singuliére, les éléments qui correspondent aux exposants 
isolés 1 de la caractéristique déterminent une involution dont un 
15* 
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élément double est celui qui correspond 4 (11), et l'autre élément 
double correspond au complexe H. On trouve effectivement que la 
surface [(11)1111] lorsquelle est singuliére pour un complexe H a 
pour chaque droite double les 4 points et les 4 plans de rebroussement 
coincidant deux-a-deux*). On voit aussi qu’ une telle surface est 
singuliére pour un seul complexe H, qui dans la série des complexes 
ayant la méme surface singulitre se détermine de la maniére dite. 


(1 1)211}. 


Contrairement au cas précédent, chaque surface de la classe 
[((11)211], ecest-a-dire chaque surface réglée du 4° dégré de l’espéce 
V de Cremona, est surface singuliére de deux complexes H. Ceux-ci 
correspondent aux éléments doubles de l’involution dans laquelle sont 
conjugués les éléments qui correspondent aux deux exposants isolés 1 
et ceux qui correspondent a (11) et 2. Un complexe H de cette classe 
est le complexe des droites coupant harmoniquement deux surfaces du 
second ordre qui ont une génératrice commune. Celle-ci est évidemment 
une droite double du complexe: c’est celle qui correspond a |’exposant 2. 
Les deux autres droites doubles, correspondantes 4 (1 1), passent 
par les deux points de contact des deux surfaces du second ordre et 
sont respectivement génératrices de ces devx surfaces de leur faisceau 
qui sont relativement a celles-la les conjuguées harmoniques des deux 
cénes ayant en ces points resp. leurs sommets. 

((3.1)11). 

A la surface singulitre générale de cette classe, c’est-a-dire a la 
surface générale de l’espece X de Cremona, appartient un complexe 
H, qui correspond a |’élément conjugué harmonique de celui qui corre- 
spond 4 (31) relativement 4 ceux qui correspondent aux deux exposants 
isolés 1. Ce cas dérive du précédent en faisant coincider dans celui-ci 
les deux racines qui correspondent & 2 et 4 (11). On obtient un tel 
complexe H en supposant non seulement que les deux surfaces du 
second ordre aient une droite commune, comme dans le cas précédent, 
mais encore qu’elles soient conjuguées harmoniques relativement aux 
deux cones de leur faisceau. Effectivement alors les deux droites doubles 
qui correspondaient & (11) viennent coincider avec celle qui corre- 
spondait & 2, cest-a-dire avec cette droite commune aux surfaces du 
second ordre. 


[(2 1) 3]. 


Tous les complexes qui appartiennent 4 cette classe, c’est-a-dire 


*) M. Weiler mentionne ce cas particulier de la surface [(11)1111] a la 
fin du No. 1 de son mémoire. 
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qui ont pour surface singuliére une surface de l’espéce VI de Cremona 
avec une génératrice de rebroussement, sont des complexes H. Les 
deux surfaces du second ordre qui ont un tel complexe pour complexe 
H doivent non seulement avoir une droite commune, comme pour les 
complexes H de la classe [(11)211], mais il faut encore que cette 
droite touche la cubique gauche, dans laquelle se coupent aussi ces 
deux surfaces. Quand cela arrive, les deux directrices de la surface 
réglée ((11)21 1), lesquelles passaient précisément par les deux points 
d’intersection de cette cubique avec cette droite, et dont nous avons 
donné la constriction, coincideront dans la directrice unique de la 
surface réglée [(21)3], tandis que la droite commune aux deux sur- 
faces du second ordre deviendra la génératrice de rebroussement de 
cette surface réglée. 


(1 1) 22] 


Une surface singuliére de cette classe se compose d’une surface 
réglée générale du troisiéme dégré avec un point (comme enveloppe) 
de sa directrice double et le plan (comme lieu) qui le joint a la 
directrice simple. Or une telle surface est singulitre pour des com- 
plexes H de deux espéces bien différentes. Un complexe de la 1 
espece est le complexe H qui appartient & un cone et a une autre 
surface du second ordre passant par son sommet, comme dans le cas 
[222] (B.), mais tels en outre que ces deux surfaces soient conjuguées 
harmoniques relativement aux deux autres cones de leur faisceau. Cette 
derniére condition est précisémeut celle qui caractérisait le cas [222] 
(A.), de sorte que le complexe H, dont il s’agit, joint des propriétés 
relatives & ces deux cas déja rencontrés; et l’on déduit de ce que nous 
avons dit & propos de ceux-ci la maniére de déterminer les 4 droites 
doubles*). — Un complexe H de la 2° espéce appartenant encore a la 


*) Ce complexe H de la classe [(1 1)22] et de la 1° espéce est projective- 
ment le méme que le complexe du 2° dégré rencontré par M, Bal] (The Theory 
of Screws, Dublin 1876, pag. 21 et suiv. et 95) comme ayant pour surface singu- 
liére un cylindroide, et qui peut étre défini comme le lieu des axes des complexes 
du 1° dégré d’une série linéaire triplement infinie (tandis que les axes des com- 
plexes du 1° dégré du faisceau en involution avec cette série ont précisément pour 
lieu ce cylindroide.) On peut en effet vérifier directement que ce complexe de 
Ball est le lieu des droites par lesquelles passent des plans tangents perpendi- 
culaires d’un paraboloide orthogonal, qui a l’axe du cylindroide pour axe de 
symétrie, contient les deux génératrices principales de celui-ci et a avec lui le 
méme paramétre. — Si l’on considére une détermination métrique non plus para- 
bolique, mais générale ou non-euclidienne, c’est-a-dire ayant une surface générale 
du second dégré pour absolu, alors le lieu des couples d’axes des complexes du 1° 
dégré d’une série linéaire triplement infinie est un complexe du 2° dégré de la 
classe [(11) 1111], qui est encore, comme précédemment, un de nos complexes 
H. Sa surface singuliére est le lieu des couples d’axes des complexes du faiscean 
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classe [(1 1) 22] est le complexe H qui correspond & un céne et 4 une 
autre surface du second ordre qui en contient une génératrice. On 
peut donc obtenir ce cas-ci par la combinaison des deux cas déja 
étudiés [22 2] (B.) et [(11) 211). 

A une surface singuliére de la classe considérée [(1 1) 22] appar- 
tiennent trois complexes H, dont un de la 1° espéce, qui correspond 
a élément conjugué harmonique de celui qui correspond a (1 1) relative- 
ment & ceux qui correspondent aux deux exposants 2, et deux de la 
2° espéce qui correspondent aux conjugués harmoniques de chacun de 
ces deux derniers éléments relativement a l'autre et a celui qui corre- 
spond @ (11). 

((5 1)). 


Chaque complexe de cette classe est un complexe H, qui appartient 
& un céne et une autre surface du second ordre se coupant mutuelle- 
ment en une cubique gauche avec une de ses droites tangentes. La 
surface singuliére se décompose en une surface réglée du 3° dégré dont 
les directrices coincident en une méme droite, et le point et le plan 
cuspidaux de cette droite. Celle-ci est précisément la droite commune 
aux deux surfaces du second ordre, tandis que ce point et ce plan 
sont leur point et leur plan de contact; toutes les droites qui passent 
par ce point ou qui appartiennent a ce plan sont évidemment des 
droites du complexe. On peut déduire les proprietés du complexe H 
de cette classe de celles du complexe de la classe [(2 1) 3] en supposant 
que l’une des deux surfaces du second ordre, auxquelles celui-ci appar- 
tient comme complexe H, s’approche indéfiniment du seul céne de leur 
faisceau. 


[(11)(11) 11). 


L’on sait qu'une surface singuliére de cette classe se compose de 
deux surfaces du second dégré F,, F’, se coupant mutuellement dans 
le quadrilatére gauche des droites doubles. Parmi les co’ complexes 
du 2° dégré qui lui appartiennent il y en a toujours et seulement deux 
qui soient des complexes H; ils correspondent aux éléments doubles 


en involution avec cette série, M. Lindemann dans le mémoire ,,Ueber unend- 
lich kleine Bewegungen und iiber Kraftsysteme bei allgemeiner Massbestimmung“ 
(Math. Ann. Bd. VII, & la page 136) rencontre aussi le lieu des couples d’axes 
des complexes linéaires d’un faisceau et remarque qu’ils forment une surface réglée 
de l'espéce XI de Cremona, Cependant il faut ajouter qu'elle n’est pas la surface 
la plus générale de cette espéce: les points de rebroussement de ses droites 
doubles coincident par couples, puisqu’elle est la surface singuliére d’un des 
complexes H de la classe 
((141)1111), 


complexes que nous avons déja examinés. 
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de Vinvolution, qui a pour couples d’éléments conjugués les éléments 
correspondants aux deux (11) et aux deux exposants 1 de la caracté- 
ristique. Un complexe H de cette classe est le complexe des droites 
coupant harmoniquement deux surfaces du second ordre, lorsque 
celles-ci se coupent mutuellement en un couple de coniques (l’une de 
ces deux surfaces pouvant alors étre un céne), dont l’une on méme 
toutes les deux peuvent se décomposer en deux droites. Il y a une 
infinité de maniéres d’obtenir ainsi ce méme complexe; les plans des 
coniques, oi les deux surfaces du second ordre, dont il est le complexe 
H, se coupent, doivent passer tous les deux par l'une ou l'autre de 
deux droites fixes, qui sont les diagonales du quadrilatére gauche des 
droites doubles, et ces coniques mémes appartiendront 4 |’une ou a 
"autre des deux surfaces F,, F,. Si #’, r” sont ces deux diagonales 
du quadrilatére gauche d’intersection de F,, F,, on voit facilement que 
les droites singuliéres d’un tel complexe H sont les droites qui s’ap- 
puient & lune de ces vr’, r” et touchent lune de ces deux surfaces 
singulitres F,, F,, et les droites qui s’appuient a |’ autre de ces dia- 
gonales et touchent l’autre de ces surfaces. Pour les deux complexes 
H qui appartiennent & ces mémes surfaces singuliéres on obtient les droites 
singuliéres en établissant des deux maniéres possibles la correspondance 
entre F,, F, et r’,r”*). Si Von considére le plan tangent a F’, en 
un point queleonque P, et parmi toutes les droites qui dans ce plan 
passent par P on prend les rayons doubles de l’involution dans laquelle 
sont conjuguées les deux génératrices de F', et les deux tangentes de 
F, qui appartiennent 4 ce faisceau, ces deux rayons seront, d’aprés 
ce que nous avons dit au commencement, les droites singuliéres (corre- 
spondantes & P) des deux seuls complexes H qui appartiennent a ces 
surfaces singuliéres. Or l’on voit bien que ces droites iront couper 
respectivement les deux diagonales 7’, r”: de sorte que l’on a ainsi une 
confirmation de nos énoneés. — M. Weiler a remarqué que les droites 
singuliéres d’un complexe quelconque ayant pour surface singuliére 


*) Les complexes H de cette classe [(11)(11)11] peuvent se transformer 
projectivement dans le complexe des droites qui coupent harmoniquement deux 
sphéres. La surface singulitre de ce complexe se compose d’une sphére du 
faisceau de celles-ci, et d’un hyperboloide de révolution ayant pour foyers les 
centres des deux sphéres et qui n’est autre chose que l’enveloppe des plans qui 
coupent les deux sphéres en deux cercles mutuellement orthogonaux, Les deux 
droites 7’, r” deviennent ainsi celle qui joint les centres des deux sphéres et la 
droite & Vinfini du plan radical de celles-ci; relativement au complexe H con- 
sidéré la premiére correspond & l’hyperboloide singulier, la seconde a la sphére 
singuliére. — On obtient aussi ce complexe comme l'ensemble des droites par 
lesquelles passent des plans tangents orthogonaux & une surface du 2° dégré 
(& centre) de révolution. Si celle-ci se réduit & un cercle on a un cas particulier 
projectivement du complexe H de la classe considérée, 
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ensemble des deux surfaces F',, F’, forment deux congruences du 2° 
dégré de tangentes communes a ces surfaces et resp. & deux autres 
surfaces de leur faisceau. Or nous pouvons ajouter que parmi tous 
ces complexes les deux complexes H se distinguent par ce que ces 
deux autres surfaces se réduisent aux deux couples de plans, c’est-a- 
dire par ce que ces congruences singuliéres du 2° dégré acquierent deux 
droites focales r’, r”. 

Le systéme des deux surfaces F’,, F,, et chaque complexe H, dont 
elles forment la surface singuliére, ont un invariant absolu. Celui-ci 
prend une valeur particuliére lorsque pour les deux surfaces du second 
ordre (se coupant en deux coniques), dont ce complexe est le lieu des 
droites qui les coupent harmoniquement, on peut prendre deux cones, 


{(1 1) (11) 2]. 


Une surface singuliére de cette classe se compose d’une surface 
du second dégré F’, avec deux de ses plans tangents 2,, 2, et les deux 
points P’, P” dans lesquels la droite d’intersection de 2,, 2, coupe la 
surface F. Or il arrive pour cette classe de surfaces singuliéres la 
méme chose que pour la classe [(1 1)22], dont on peut d’ailleurs dire 
quelle dérive; cest-a-dire & une surface singuliére de cette classe ap- 
partiennent trois complexes H, dont deux correspondent aux éléments 
conjugués harmoniques de l'un des éléments qui correspondent a (1 1) 
relativement a l'autre et & celui qui correspond & 2, tandis que l'autre 
complexe H correspond au conjugué harmonique de |’élément représenté 
par 2 relativement aux deux éléments représentés par (1 1); et les deux 
premiers complexes H sont projectivement de nature différente de celle 
du dernier. Un complexe H de la premiére espéce est en effet l’en- 
semble des droites coupant harmoniquement deux cones qui ont une 
génératrice commune: les sommets de ces cénes sont les. points P’, P’ 
et les plans tangents aux cénes le long de la génératrice commune 
P’ P” sont les plans z,, x. Chacun de ces deux plans coupe le 
cone auquel il n’est pas tangent en une autre droite et a relativement 
au méme cone pour polaire une droite de l’autre plan: les deux couples 
de droites ainsi construites sont, comme l’on voit facilement, les 4 
droites doubles, que le complexe considéré a, outre la droite P’ P”. 
Les deux complexes H de cette espéce, que nous avons dit appartenir 
& la méme surface singuliére, font correspondre ainsi de deux maniéres 
diverses les points P’, P” et les plans z,, z,. 

Le complexe H de la méme classe, mais de la deuxiéme espéce, 
est au contraire l'ensemble des droites qui coupent harmoniquement 
deux surfaces du second ordre, dont |’intersection se compose de deux 
coniques, mais qui soient en outre conjuguées harmoniques relativement 
aux deux codnes de leur faisceau; cependant on peut, sans changer le 
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complexe , faire en sorte que ceux-ci, et avec eux l’une de ces deux 
surfaces, viennent coincider, de sorte que ce complexe sera le com- 
plexe H correspondant & une surface du second ordre et un cdne qui 
en contient deux génératrices. On peut aussi le considérer comme 
composé des droites qui coupent harmoniquement un couple de plans 
(x, et z,) et une surface du second ordre, qui coupera la droite com- 
mune & ces plans dans les points P’, P”’, et que l’on peut réduire a 
un cone, ou bien & une surface qui touche les deux plans z, et 2, et 
les coupe en conséquence suivant les 4 droites doubles du complexe 
autres que la droite P’ P”.*) Seulement ce complexe-ci (et mon pas 
ceux de la premiere espéce) peut étre considéré comme cas particulier 
du complexe H de la classe précédente {(11)(11)11]. Les droites 
singuliéres de ce compk xe, autres que les droites contenues dans les 
plans a, et w,, ou qui passent par les points P’, P”, sont les droites 
tangentes de la surface /’ du second ordre, qui s’appuient sur la droite 
polaire de P’ P” relativement & la méme surface (car il résulte de ce 
que nous avons dit que, parmi toutes les tangentes en un point a 
cette surface, la tangente qui est droite singulitre du complexe H con- 
sidéré sera la conjugué harmonique de celle qui coupe P’ P” relative- 
ment aux deux génératrices de F’). Pour les autres complexes qui 
ont la méme surface singulitre les droites singuliéres vont toucher 
aussi une autre surface du 2° dégré, de sorte que cette propriété des 
droites singulitres de notre complexe H sert 4 le caractériser parmi 
tous ceux de la méme série; précisément comme nous avons vu étre 
caractérisés les complexes H de la classe précédente [(11)(11)11] parmi 
tous ceux qui ont la méme surface singuliére. **) 


(21) @ 1). 


Une surface singuliére de cette classe se compose de deux surfaces 
du second dégré raccordées le long de deux génératrices, droites doubles 


*) On voit par les différentes constructions que nous avons ainsi données de 
ce complexe qu'il est ave transformation projective du complexe des droites par 
lesquelles passent des plans tangents orthogonaux a un paraboloide de révolution, 
ou bien du complexe des droites telles que les plans qui les joignent 4 deux points 
fixes sont perpendiculaires entr’eux. 

**) M. Hirst dans le mémoire ,,On the complexes generated by two corre- 
lative planes“ (Collectanea Mathematica in mem. D. Chelini, pag. 51--73) a 
étudié les complexes de la classe [(11)(11)2] comme composés des droites qui 
joignent les points conjugués de deux plans corrélatifs et a trouvé effectivement, 
par une voie tout-a-fait différente de la nétre, que dans une série de complexes 
de cette classe ayant la méme surface singuliére il y a un seul’complexe (c’est le 
complexe qu'il représente par C;. V. pag. 62) jouissant par rapport aux droites 
singuliéres de la propriété caractéristique dont nous parlons ci-dessus; c’est la 
précisément le complexe H de deuxiéme espece, que nous avons dit appartenir 
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des complexes. Chaque complexe qui a une telle surface singuliére 
est un complexe H des droites coupant harmoniquement deux surfaces 
du second ordre, qui se coupent mutuellement en deux coniques tan- 
gentes (dont |’une peut se décomposer en un couple de droites). Les 
deux droites doubles se construisent facilement, car elles passent par 
le point de contact de ces coniques et sont des génératrices de la 
surface conjuguée harmonique relativement & ces deux surfaces du 
second ordre du couple de plans de leur faisceau. 
: (22) 11]. 

La surface singuliére d’un complexe de cette classe se compose 
d'un céne du second dégré, d’une conique (comme enveloppe de plans) 
et du sommet de ce cone avec le plan de cette conique (resp. comme 
enveloppe de plans et comme lieu de points). Or dans la série des 
complexes qui ont cette surface singuliére il y en a un qui est un 
complexe H: c’est celui qui correspond a |’élément conjugué harmoni- 
que de celui représenté par (22) relativement aux deux représentés 
par 1. Ce complexe H est le complexe des droites qui coupent harmoni- 
quement deux surfaces du second ordre, lorsque celles-ci se coupent 
en deux coniques et sont conjugués harmoniques relativement au couple 
de plans et & l'un des deux cones de leur faisceau. Ce cone sera 
précisément une partie de la surface singuliére; tous les plans qui 
passent par son sommet seront des plans singuliers et le plan, qui 
joint ce sommet a la droite d’intersection du couple de plans, formera, 
compté deux fois, l’autre partie de la surface singuliére comme lieu. 
Les droites de ce plan qui passent par le sommet du cdne sont, comme 
on voit facilement, des droites doubles du complexe, et la surface 
singuliére se composera encore (comme enveloppe de plans) d’une 
conique placée dans ce plan. Les droites singuliéres de ce complexe 
H sont les droites qui coupent cette conique et la droite polaire de 
son plan relativement au cone, et les droites qui touchent ce céne 
et coupent la polaire de son sommet relativement & la conique; parmi 
les complexes qui ont la méme surface singuliére cette propriété des 
droites singuléres d’avoir deux droites focales caractérise le complexe H.*) 


toujours & une telle série. M. Hirst ne rencontre pas les deux complexes H de 
premiére espéce, qui appartiennent aussi & la méme série; pour ceux-ci les droites 
singuliéres ne jouissent plus de la propriété dont il s’agit. 

*) Ce complexe est projectivement le méme que le complexe des droites par 
lesquelles passent des plans tangents orthogonaux A la surface provenant de la 
rotation d’une hyperbole équilatére autour de l'un de ses axes [I est aussi le 
méme que le complexe des droites qui ont un méme moment donné relativement 
& une droite fixe: la surface singuliére de ce dernier complexe se décompose en 
un cylindre de révolution, ayant cette droite pour axe et ce moment pour rayon, 
et en le cercle imaginaire 4 l'infini comme enveloppe de plans, 
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(42). 
Chaque complexe de cette classe est un complexe H. Mais il y en 
a deux especes, réciproques l'une de l’autre. — Un complexe [(4 2)| 


(A.) de M. Weiler est le complexe des droites qui coupent harmoni- 
quement une surface du second ordre (qui peut se réduire & un cdne) 
et un couple de plans menés par |’une de ses tangentes. Il est clair 
que la surface singuliére de ce complexe se composera, comme lieu, 
de ces deux plans (dont les droites appartiennent au complexe) et du 
plan tangent a la surface du second ordre dans le point de contact 
avec la droite d’intersection de ces plans, compté deux fois, car les 
droites de ce plan qui passent par ce point sont des droites doubles 
du complexe. Comme enveloppe la surface singuliére se compose de 
ce point, compté deux fois, et d’une conique placée dans ce plan 
tangent. 

Un complexe [(4 2)], (B.) se compose des droites coupant harmoni- 
quement deux surfaces du second ordre, lesquelles se coupent en deux 
coniques tangents et soient en outre conjuguées harmoniques relative- 
ment au cOne et au couple de plans de leur faisceau. Ce cone et le 
plan tangent aux deux surfaces dans leur point de contact, compté 
doublement, formeront la surface singulitre comme lieu de points; 
tandis que, comme enveloppe de plans, elle se compose du sommet 
du cone, compté doublement, et de deux autres points places sur la 
génératrice de contact du cone avec le plan tangent commun. Mais 
on peut aussi obtenir ce méme complexe [(42)] (B.) comme le com- 
plexe des droites coupant harmoniquement deux cdnes qui se touchent 
le long d’une génératrice et qui par conséquent se coupent encore en 
une conique ayant un point commun avec cette génératrice; si l’on 
prend alors sur celle-ci le point conjugué harmonique de ce point relative- 
ment aux sommets des deux cdnes, le céne qui a ce nouveau point 
pour sommet et qui appartient au faisceau de ceux-ci sera une partie 
de la surface singuliére, qui sera complétée par le plan tangent com- 
mun et par les sommets des deux cénes donnés. 


(111) (21)). 

Chaque complexe de cette classe est le complexe des droites qui 
coupent harmoniquement deux surfaces du second ordre raccordées 
suivant une génératrice. L’on voit trés-facilement que la surface 
singuliére est la surface du second ordre, comptée deux fois, qui 
dans le faisceau de ces deux surfaces données est la conjuguée harmoni- 
que relativement a elles du couple de plans qui appartient au méme 
faisceau. On voit aussi que le complexe a pour droites doubles la 
génératrice de raccordement des surfaces et toutes les génératrices de 
Yautre systéme de la surface singuliére; et pour droites singuliéres les 
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tangentes a cette surface dans les points de la génératrice de rac- 
cordement. 


(111) (111)). 


Les droites qui coupent harmoniquement deux surfaces du second 
ordre, qui se touchent le long d'une conique, forment un complexe 
de cette classe, c’est-a-dire le complexe des droites tangentes 4 une 
autre surface du second dégré. Cette surface se détermine facilement, 
car elle appartient au faisceau des deux surfaces données et est la 
conjuguée harmonique relativement a celles-ci du plan double qui ap- 
partient a ce faisceau.*) 

[(222)]. 

Cette classe de complexes comprend deux espéces: A. le com- 
plexe des droites qui coupent une conique; B. celui des droites qui 
touchent un cone. I est évident qu’on les obtient comme complexes H, 
c’est-a-dire comme complexes des droites qui coupent harmoniquement 
deux surfaces du second ordre, en prenant dans le cas A. pour l'une 
de .ces deux surfaces un plan double, et dans le cas B. pour les deux 
surfaces deux surfaces qui, non seulement se touchent le long d’une 
conique, mais encore soient conjuguées harmoniques relativement au 
cone et au plan double de leur faisceau, c’est-a-dire qui se correspon- 
dent dans une homologie harmonique (les droites du complexe touchent 
alors précisément ce cdne du faisceau); ou bien encore en prenant 
pour les deux surfaces deux cones ayant le méme sommet: dans ce 
vas le coOne touché par les droites du complexe aura aussi évidemment 
le méme sommet, et sera lenveloppe des plans qui coupent les deux 
cones donnés suivant des couples harmoniques de génératrices. 


[(11)(11)(11)}. 


On obtient le complexe tétraédral dont le rapport anharmonique 
est — 1 comme le complexe H des droites coupant harmoniquement 
une surface du second ordre et un couple de plans conjugués rela- 
tivement a elle: le tétraédre singulier se composera de ces deux plans 
et des deux plans tangents & la surface donnée dans les points 
d’intersection avec la droite commune a ceux-ci. La surface peut se 
réduire & un cone, dont le sommet soit dans l'un des deux plans, ou 
méme & un second couple quelconque de plans, ce qui nous ramene 
& la génération ordinaire du complexe tétraédral. — On voit que 
dans uue série de complexes ayant la méme surface singuliére et 


*) Comme cas particulier de la proposition corrélative on a que les inter- 
sections des plans tangents orthogonaux d’une sphére forment le complexe des 
droites tangentes d’une autre sphére, ce qui est évideut. 








2 
01 


su 


pl 
co 
su 
de 
lo 
co 
re 


les 
du 
co 
de 
de 
eu 
no 


de; 





ux 


jue 
ent 
la- 
ans 
nts 
; se 
ou 
ene 
que 
. et 


nter- 
» des 








Sur les complexes du 2° dégré. 233 


appartenant 4 la classe [(11)(11)(11)] il y en a trois qui soient 
des complexes H, précisément comme il arrivait pour ceux des classes 


[222], (1 1) 22] et (11) (11) Q]. 


{(3 3)]. 

C'est le complexe des droites qui coupent harmoniquement une 
surface du second ordre et deux plans conjugués relativement A elle, 
mais dont l’un lui soit tangent (de sorte que l’autre passera. par le 
point de contact). La surface singuliére se compose de ces deux plans, 
dont celui tangent compté trois fois, et de deux points, c’est-a-dire 
le point de contact compté trois fois et le pdle du second plan par 
rapport a la surface, puisque toutes les droites qui passent par ce pdle 
appartiennent au complexe, Au lieu de la surface du second ordre 
on peut prendre un cone tangent au plan triple. 


Enfin , pour considérer aussi les complexes H qui se décomposent 
en deux complexes Jinéaires, nous pouvons ajouter que le complexe du 
2° dégré des droites coupant harmoniquement deux surfaces du second 
ordre se décompose en deux complexes linéaires dans les cas principaux 
suivants: 1° en deux complexes linéaires en involution lorsque dans 
le faisceau déterminé par ces deux surfaces il y a deux couples de 
plans conjugués harmoniques relativement 4 celles-ci. 2° en deux 
complexes linéaires en involution dont I’un spécial, lorsque l’une des 
surfaces est un couple de plans passants par une méme génératrice 
de Vautre. 3° en deux complexes linéaires spéciaux en involution, 
lorsque les deux surfaces sont des cdnes (pouvant se réduire a des 
couples de plans) ayant le méme sommet et conjugués harmoniques 
relativement & deux couples de plans de leur faisceau. 

Ajoutons encore que, bien que nous ayons classifié seulement 
les complexes des droites qui coupent harmoniquement deux surfaces 
du second ordre, nos résultats prouvent que ces mémes complexes se 
composent des droites par lesquelles passent des couples harmoniques 
de plans tangents 4 deux surfaces de la seconde classe, car la plupart 
des complexes, que nous avons obtenus, correspondent par dualité a 
eux-mémes, et les autres ont aussi leurs réciproques parmi ceux que 
nous trouvés.*) 


Juillet 1883. 


*) Nous ne pouvons pas développer ici avec plus de détails les propriétés 
des diverses espéces de complexes, que nous avons rencontrées, propriétés qui 
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peuvent toutes s’obtenir en partant de la définition commune de ces complexes 
(comme complexes H ou réciproques), Cependant nous énoncerons encore un 
mode général de génération, qui nous parait remarquable, des surfaces singuliéres 
de tous ces complexes, lequel découle aussi immédiatement de la définition de 
ceux-ci; on a le théoréme suivant: 

Si dans un systéme linéaire de surfaces de la 2° classe (inscrites dans la 
méme développable de la 4° classe) l’on a une involution, le lieu des courbes 
d’intersection des surfaces conjuguées dans cette involution est une surface du 4° 
ordre et de la 4° classe, qui est la surface singuliére du complexe du 2° dégré 
des droites par lesquelles passent des couples harmoniques de plans tangents aux 
deux surfaces doubles de cette involution (tandis que le lieu des tangentes com- 
munes aux surfaces conjuguées de l’involution est précisement ce complexe). 

En particulier, si l'on suppose que ce systéme soit une série homofocale 
de surfaces du 2° dégré et que l'un des éléments doubles de l’involution soit le 
cercle imaginaire 4 l’infini, on voit que la surface des ondes (et plus en général 
la surface singuliére du complexe des droites par lesquelles passent des couples 
de plans tangents a une quadrique quelconque perpendiculaires entre eux) contient 
une infinité de lignes de courbure d'une série de surfaces homofocales du 2° dégré, 
propriété qui a été trouvée récemment par M. Biklen (,,Ueber die Wellenfliche 
zweiaxiger Krystalle“, Zeitschrift fiir Math. u. Ph., Bd. 27, pag. 160—175). 
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Note sur les complexes quadratiques dont la surface singulitre 
est une surface du 2° dégré double. 


Par 


Corravo Sre@re a Turin, 


Chaque complexe du 2° dégre Q? de ceux dont nous voulons nous 
occuper ici briévement jouit de la propriété caractéristique d’avoir pour 
droites doubles toutes les génératrices (d'un méme systeme) d'une sur- 
face du 2° dégré S?, laquelle, comptée deux fois, forme en consé- 
quence sa surface singuliére. Considérons l'une quelconque r des 
directrices (c’est-A-dire des génératrices de l’autre systeme) de S*. Le 
céne du complexe Q, qui appartient & un point quelconque P de 1, 
se décompose en deux plans qui se coupent dans la génératrice de S? 
passant par P (puisque cette génératrice est une droite double du 
complexe) et qui par conséquent coupent encore S* suivant deux 
directrices r’, 7”: or il est facile de voir que toutes les droites qui 
coupent r et rv’, ou bien r et r”’, appartiennent & Q?; car si, par 
exemple, l’on cherche les deux plans (tangents 4 S”) qui relativement 
& ce complexe correspondent & un point quelconque de r’ on voit que 
lun d’entr’ eux, devant passer par P, contiendra aussi toute la direc- 
trice r. De la il s’ensuit que le complexe Q? contient une co! de 
congruences linéaires: chaque directrice r de S? est une directrice de 
deux diverses congruences contenues dans (*, de sorte qu'il lui corre- 
spond deux autres directrices 7’, r” de S*. Deux congruences linéaires 
quelconques dont les deux couples de directrices soient des directrices 
de S? appartiennent toujours 4 un complexe linéaire bien défini du 
réseau des complexes linéaires qui contiennent toutes les génératrices 
de S*, En conséquence, si l’on prend deux quelconques de ces con- 
gruences linéaires contenues dans Q? et qu’on les joigne successivement 
par des complexes linéaires & toutes les autres, l’on obtiendra deux 
faisceaux projectifs de complexes linéaires de ce réseau. Vice-versa 
on voit sans difficulté que le complexe du 2° dégré lieu des inter- 
sections des éléments correspondants de deux faisceaux projectifs de 
complexes linéaires (complexe qui a en général pour droites doubles 
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seulement les deux droites communes a ces deux faisceaux) aura toutes 
les génératrices d’un méme systeme d’une surface du 2° dégré pour 


droites doubles, lorsque ces deux faisceaux de complexes appartien- 

dront & un méme réseau (et contiendront en conséquence toutes ces : 

génératrices). 1 
On peut trouver de la maniére suivante les droites singuliéres du , 

complexe Q?. Avant tout notons que la droite singuliére qui corre- 

spond & un point (ou plan) singulier quelconque, c’est-d-dire & un : 


point queleonque P de S?, est une droite double du complexe, c’est- 4q 
a-dire la génératrice de S* passant par P. S’il y avait aussi une autre 
droite singulitre correspondant & P, il faudrait que les deux plans, d 


dans lesquels se décompose le cdne de Y qui appartient a P, se cou- a 
passent soit dans cette droite, soit dans la génératrice qui passe par P, 
c’est-A-dire que ces deux plans coincidassent, ou que le point P fat 
un point double pour le complexe Q*. Dans ce cas il arrive que les . 
deux directrices r’, r”, qui correspondent de la maniére vue & la directrice r 

x 


passant par P, viennent coincider entr’elles. Or lorsqu’on prend arbi- 

trairement sur S* la directrice x’, il y a deux directrices r qui lui e 
» | q 

correspondent et en conséquence aussi deux directrices x”; de sorte 


“ 

qu’entre +’, x” qui correspondent & la méme directrice r il y a une 

correspondance (2, 2) (sur une forme géométrique rationale). Il y a 

done en général 4 droites r, que nous nommerons 7,, 7,73, 7, pour : 
“ : 8] 


chacune desquelles les deux directrices correspondantes 7’, r’ coinci- 
dent, respectivement dans les directrices r,', r,', 7; 7. Cette con- q 
struction de ces deux quaternes de directrices. est corrélative A elle- 
méme. Donec il s’ensuit de ce que nous avions dit et de cette obser- le 
vation que: 

Les points doubles et les plans doubles du complexe Q? sont les 
points et les plans de quatre directrices r,, 7,, 7,, 7;. — Les droites 


singuliéres de ce complexe forment quatre congruences linéaires, dont , 
les couples de directrices sont 7,, 7,3 7%, 1%: 3 1,133 %, %{- A chaque 
droite singulitre de la congruence i* appartiennent comme point et 
plan singuliers correspondants le point et le plan quelle a communs 
avec 7;, c’est-a-dire un point et un plan doubles du complexe*). . 
*) M. Weiler dans sa classification des complexes du 2° dégré (,,Ueber die 
verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades“, Math. Ann. VII, tu 
pag. 145—207) n’a pas apercu le vrai réle que jouent, parmi les 8 directrices de 
des 4 congruences linéaires des droites singuliéres d’un complexe quelconque de cc 
ceux que nous considérons ici, les 4 que nous avons nommées 1, 12, 73, T+ 2 
Effectivement il dit pour le cas général [(111)111] (pag 159) et le répéte en- ta 
suite pour les cas particuliers [(211)11] (pag. 175), |[(111)21] (pag. 177), ete. ay 
que 4 de ces 8 directrices sont remplies des points singuliers et les autres 4 des ce 
plans singuliers, qui correspondent aux droites singulitres du complexe; tandis m 


que nous voyons que les 4 mémes directrices contiennent tous ces points et ces 81 
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On peut étudier avec avantage les complexes Q2, dont la surface 
singuliére est une surface S* du 2° dégré comptée deux fois, au moyen 
d'une représentation. On sait, en effet, que l’on peut représenter le 
réseau des co? complexes linéaires contenant les génératrices de S? sur 
les droites d’un plan z, de sorte qu’d un faisceau de ces complexes 
corresponde un faisceau de ces droites. Alors aux points de x corre- 


plans singuliers. Il faut en conséquence rectifier quelque construction inexacte 
que M. Weiler déduit de ce rdle dualistique qu'il suppose étre joué par les 
deux quaternes de dirctrices. — Nous ajouterons que les coordonnées de ces 
directrices dans le cas [(111)111], en supposant avec M. Weiler que l’équation 
de condition pour les droites et l’équation du complexe soient: 

6 

> x? = 0 et AX + 1,0? + Aga? = 0, 

1 

sont: pour les directrices 1°;: 


y= %y=%y=0, 2 =—VA(i,—d), 2 =VI,—%), w =—VI,(4,—2,) 

et pour les directrices 7, correspondantes: 

Wy = Xy= y= 0, &y=VA4(4s—A,) (Ag—As— Aq), Xs = V5 (4e—Ay) (As—Ag — Ay), 
ag = Vg (44—As) (Ag — Ag—Ay)- 





M. Weiler donne les coordonnées des directrices des congruences de droites 
singuliéres seulement dans le cas [(211)11) (V. pag. 175), mais ses expressions 
ne sont pas exactes et il faut les corriger comme il suit: en supposant avec lui 
que l’équation du complexe en coordonnées pliickeriennes soit: 


As(Pi2 + Psa)® — A2(Pi2 — Pas)? + Di? = 0 
les coordonnées d’une directrice r; seront: 


? —— Pp 
tts 2Viq4_(4, — de); fos =0, Dis =—Pe—Pi =—9, Py =dg— dy 
84 12 


a 


et celles de la directrice r; correspondante seront: 

{Pat 2VAyae(Ay — 22), {Pt a 0, Pis= Pie = Pir = 9, Pog = Ay + Ay. 

‘ Pre Pst 

Ces expressions et celles que nous avons données pour le cas [(111)111] 
peuvent servir 4 vérifier analytiquement les résultats que nous obtenons 
ci- dessus. 

Peut-étre ne sera-t-il pas inutile que nous notions ici quelques autres inexacti- 
tudes, que nous avons rencontrées dans le mémoire de M. Weiler. A propos 
des complexes de la classe [(11)(11)11) il dit (pag. 162) que par une droite quel- 
conque il en passe 4 ayant une méme surface singuliére (couple de surfaces du 
2° dégré); car, dit-il, dans un plan qui passe par cette droite il y a 4 coniques 
tangentes 4 celle-ci et doublement tangentes aux deux coniques d’intersection 
avec la surface singuliére; or on sait qu’au contraire les coniques satisfaisant 4 
ces conditions forment 3 couples bien distincts et on voit facilement que seule- 
ment celles d’un couple peuvent appartenir 4 un complexe ayant cette surface 
singuliére: par une droite quelconque passent donc seulement deux de ces com- 
plexes. — A propos du complexe [(42)] il n’est pas exact de dire (pag. 198) que 
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spondront univoquement les faisceaux contenus dans ce réseau de com- 
plexes, ou bien les congruences qui en sont les soutiens et qui sont 
des congruences linéaires quelconques ayant pour directrices deux 
directrices de S*. Nous les appellerons simplement les congruences 
du réseau. Comme parmi les complexes d'un faisceau il y en a en 
général deux spéciaux, il s’ensuit que dans le plan a parmi les droites 
d'un faisceau il y en a en général deux qui correspondent 4 des com- 
plexes linéaires spéciaux du réseau: done les droites de a qui corre- 
spondent & des complexes linéaires spéciaux, c’est-i-dire aux directrices 
de S*, enveloppent une courbe de la 2° classe y?. Les points de y? 
correspondent aux congruences linéaires spéciales du réseau, c’est-a- 
dire aux congruences dont les directrices coincident (ces directrices 
correspondant aux tangentes de y? en ces points). Comme chaque 
droite de x contient en général deux points de y*, chaque complexe 
du réseau contient (parmi les oo! congruences du réseau qui lui appar- 
tiennent et dont les couples de directrices forment une involution) 
deux congruences spéciales du réseau, dont les directrices sont les 
éléments doubles de cette involution. 

Maintenant si nous considérons le complexe quadratique (Q? et les 
oo' congruences linéaires (du réseau) que nous avons vu lui appartenir, 
il est clair qu’a celles-ci correspondent dans z les points d’une courbe 
du 2¢ ordre c?, car sur une droite quelconque de z il y a deux de ces 
points, puisque dans un complexe linéaire quelconque du réseau il y a 
deux de ces congruences. Vice-versa & chaque courbe du 2° ordre c* 


la surface singuliére suffit 4 en déterminer les coniques appartenant aux divers 
plans de l’espace: pour cette détermination il faut encore donner p. e. la con- 
gruence des droites singulitres. — Le complexe de la classe |(33)] peut étre con- 
sidéré comme une particularisation du complexe tétraédral: il est done étrange 
que M. Weiler (pag. 200) parle de deux congruences linéaires, aux directrices 
infiniment voisines, de droites singulitres de ce complexe et s’en serve pour la 
construction de celui-ci: on doit dire au contraire que les droites singuliéres sont 
les droites des deux plans et des deux points qui composent la surface singuliére, 
en comptant trois fois celles qui appartiennent au plan et au point triples. — 
Pour les complexes [(211)2] la congruence des droites singuliéres se décompose 
(comme l'on pourra du reste vérifier par les méthodes que nous exposerons ci- 
dessous) en un point et un plan doubles et en outre en deux congruences linéaires 
qui sont tout-d-fait générales, et non, pas spéciales, comme dit M. Weiler 
(pag. 187). — Il n’est pas vrai que les deux complexes linéaires auxquels appar- 
tiennent les deux congruences quadratiques des droites singulitres du complexe 
[(22)11] (pag. 185) soient en général en involution. — On retrouve la méme 
inexactitude 4 propos du complexe [(32)1] (pag. 192) que l’on peut d’ailleurs 
considérer comme un cas particulier du précédent. — Nous ne notons pas les 
inexactitudes relatives aux cas [(22)2], [(11)(11)2] et [(31)(11)], car elles ont 
déja été corrigées par M. Hirst (V. Proceedings of the.London Mathematical 
Society, vol. X, ou bien Collectanea mathematica in mem, Chelini, pag. 51 
et suiv.). 
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de x correspond un complexe quadratique @Q? ayant les génératrices 
de S? pour droites doubles. Les oo! droites tangentes 4 cette conique 
ce? correspondent & co! complexes linéaires du réseau, chacun desquels 
jouit de la propriété d’étre tangent au complexe @Q? selon toutes les 
droites d’une congruence linéaire du réseau. Si par un point quel- 
conque de c? l’on méne les deux tangentes a y?, la congruence linéaire 
correspondante qui appartient 4 Q? aura pour directrices les directrices 
de S? qui correspondent & ces tangentes. Et si par les deux points 
oi une tangente quelconque ¢ de y* coupe c? l’on méne les deux autres 
tangentes ¢ et ¢” a y*, les directrices 7, 7’, x” qui correspondent & 
t, t’, ¢” auront entr’elles cette relation que ro et rv” seront deux 
couples des directrices de congruences contenues dans Q. II s’ensuit 
immédiatement que, comme nous avions déja trouvé, il y a 4 droites 
r (1,5 V2) 1 7) telles que les droites »’,'r’, qui leur correspondent, 
viennent coincider (respectivement en 1,', 7,', 75, 7): les tangentes 
correspondantes ¢ de y® seront les 4 tangentes communes ¢,, ty, ts, ¢, 
aux coniques ¢® et y*, tandis que ¢’ et ¢” viendront coincider respecti- 
vement dans les autres tangentes ¢,’, t,’, ¢,, ¢,) de y? qui passent par 
les points de contact de celles-li avec c?. | 

Toutes les propriétés projectives des oo courbes du second ordre 
ce? du plan z, soit entr’elles, soit relativement & la courbe y?, se tra- 
duisent immédiatement par cette représentation en des propriétés pro- 
jectives des co® complexes quadratiques Q* ayant le méme systéme de 
génératrices de S* pour droites doubles. Ainsi les propriétés des 
faisceaux et en général des séries queleonques de ces courbes donneront 
celles des faisceaux et des séries correspondantes de ces complexes. 
Comme relativement & une conique ¢? et a y® il y a en général trois 
droites ayant le méme pole, on conclut que dans le réseau il y a en 
général trois complexes linéaires en involution, qui sont fondamentaux 
pour le complexe Q, c’est-i-dire tels que relativement 4 chacun d’eux 
celui-ci correspond & soi-méme; on voit en outre de cette maniére 
que relativement 4 chacun de ces trois complexes linéaires les 4 di- 
rectrices 7,, 1%, 73, 7, (comme aussi les 4 autres 1,’, 7,', 73, 74) se 
correspondent entr’elles deux-i-deux. Si dans le plan 2 l'on prend 
la conique y? comme absolu d’une métrique, on voit bien que, dans 
un certain sens, la géométrie métrique des coniques dans le plan x 
et la géométrie projective des complexes quadratiques considérés sont 
identiques, c’est-i-dire: 

La géométrie projective des complexes quadratiques, qui ont les 
genératrices dun méme systéme dune surface du 2° dégré pour droites 
doubles, est identique « la géometrie métrique (non - euclidienne en général) 
des coniques dans un plan. 

Considérons maintenant dans le plan a la série des courbes du 


16* 
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second ordre c*? qui ont communes les 4 tangentes ¢,, ¢,, t,, ¢, avec 
la courbe y?: on peut l’appeler (en considérant y? comme absolu) une 
série homofocale de coniques. Les complexes quadratiques @ qui corre- 
spondent 4 ces coniques formeront aussi une série de co! complexes 
dont les propriétés se déduiront de celles de la série homofocale de 
coniques. Avant tout l’on voit que la propriété qui les définit est 
celle d’avoir communes Jes 4 directrices r,. 7), 7, 7, qui sont le lieu 
des points doubles et l’enveloppe des plans doubles de chacun d’eux. 
Les trois complexes fondamentaux du réseau sont les mémes pour tous 
ces complexes quadratiques. Puis comme une droite quelconque de z 
est touchée par une seule conique de la série, tandis que par chaque 
point il en passe en général deux, dont les tangentes en ce point sont 
conjuguées par rapport & y*, nous pouvons conclure que chaque com- 
plexe linéaire du réseau est tangent le long d’une congruence linéaire 
& un seul ‘complexe quadratique de la série, tandis que par chaque 
droite de espace (et en conséquence aussi par la congruence du réseau, 
qui passe par elle) passent en général deux complexes quadratiques de 
la série et qu’en outre les deux complexes linéaires du réseau qui 
touchent ceux-ci dans cette droite (et par conséquent dans cette con- 
gruence) sont en involution. Etc. etc. — Ces propriétés montrent que 
la série considérée de complexes quadratiques est un cas particulier de 
la série homofocale des complexes quadratiques généraux, qui ont 
pour surface singuliér la méme surface de Kummer; on peut donc 
lappeler aussi une série homofocale et Yon voit qu'elle est représentée 
par une série homofocale de coniques*). 

On peut aussi trouver de cette maniére les invariants absolus des 
complexes Q*. Une série homofocale de ces complexes aura un seul 
invariant absolu: le rapport anharmonique des 4 directrices 7, , 7), 13) 4} 
tandis que l'un queleonque de ces complexes aura aussi un autre in- 
variant absolu, c’est-i-dire p. e. l'un des rapports anharmoniques que 
trois de ces directrices déterminent avec les directrices 7,', 7’, 73, ;- 
Il faut noter & ce propos que pour les différents complexes @? de la 
méme série homofocale ces quaternes de directrices varient de l'un a 
Yautre et forment une involution du 4° dégré, 4 laquelle appartient 
aussi le quaterne fixe 7,7,7,7,, et qui se compose des quaternes ayant 
un méme covariant sextique, représenté par les trois couples de di- 


*) C’est cette série de complexes qui, pour les classes de complexes quadra- 
tiques dont nous nous occupons ici, remplace 1’,,Involutionssystem“ de M. Klein 
(Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math, Ann. V); car la définition que 
ce savant donne pour ce systéme n’est plus applicable immédiatement pour ces 
complexes. Effectivement ils jouissent de la propriété que leurs ,, Haupt- 
flichen“ sont indéterminées (précisément comme les lignes de courbure d'une 
sphére), 
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rectrices des congruences déterminées par les trois complexes fonda- 
mentaux du réseau deux-i- deux. 

Nous noterons enfin que toutes les particularités que peut présenter 
le complexe Q*, que nous avons considéré, peuvent étre obtenues en 
considérant les particularités du couple de coniques c? et y*®, dont c? 
ne peut pas se décomposer en deux droites sans que le complexe @ 
se décompose en deux complexes linéaires. On obtient facilement les 
résultats suivants. 

En supposant auparavant que la courbe de la 2° classe y* (et par 
conséquent aussi la surface S*) ne se décompose pas, l’on a ces cas- 
ci: Si la courbe du second ordre c? a la position la plus générale 
relativement a y, alors Q est le complexe le plus général de |’espéce 
considérée, c’est-a-dire il a la caractéristique [(111)111]. Si au 
contraire c? a un contact du premier, ou du second, ou du troisieme 
ordre avec y?, le complexe ( présente respectivement les cas [(111)21], 
((111)3], [((111)(21)]|. Sic® est doublement tangente a y*, Q* appar- 
tient & la classe [(111)(11)1). Enfin si c? coincide avec y?, Q? est 
le complexe {(111)(111)] des droites tangentes & une surface S? du - 
2° dégré. 

Si la courbe y* se décompose en deux points, la surface singuliére 
S* se décompose en deux plans et deux points de leur intersection. 
Si c? a une position générale relativement & ce couple y? de points, 
( est un complexe de la classe [(211)11]. Si c* passe par lun de 
ces points ou par tous les deux, Q sera de la classe [(211)2] ou 

211)(11)j. Si c* touche en un point quelconque la droite qui joint 
ces deux points, ou si elle la touche en l’un de ceux-ci, le complexe 
(* sera respectivement de la classe [(311)1] ou [(411)]. 

Enfin si les deux points dans lesquels se décompose y* viennent 
coincider, la surface S? se réduira & un plan quadruple (comme partie 
de la surface singulitre) avec l’un de ses points compté aussi 4 fois. 
Si c? ne passe pas par le point y?, le complexe Q est de la classe 
[(22 1) 1]; si au contraire c? passe par ce point, Q* est de la classe |(321)|. -— 

On voit done que la représentation , dont nous nous sommes servis, 
peut ¢tre employée & donner immédiatement toutes les propriétés qui 
distinguent entr’elles les diverses classes de complexes que nous avons 
considérées; par exemple, elle donne non seulement les particularités 
de la surface singuliére (qui ne suffiraient pas & distinguer ces classes 
entr’elles) mais aussi celles des congruences des droites singuliéres et 
celles des directrices auxquelles appartiennent les points et les plans 
doubles du complexe *), 


*) On peut dans la représentation sur le plan 2 échanger entr’eux les mots 
point et droite, de sorte que les points et les droites de a correspondront resp. 
aux complexes et aux congruences linéaires du réseau, Cette correspondance 
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Une représentation tout-i-fait analogue des complexes linéaires 
d’un systeme linéaire triplement infini dans les plans de l’espace ordi- 
naire, et par conséquent des congruences et des surfaces réglées (Regel- 
schaaren) d’intersection de ces complexes dans les droites et les points 
du méme espace, peut servir de la méme maniére a l'étude et a la 
classification de tous les complexes du 2° dégré dont la surface singu- 


litre est une surface réglée (du 4° dégré) queleonque. Alors les com- 
plexes linéaires spéciaux du systéme, c’est-a-dire les droites de la 
congruence linéaire qui est en involution avec celui-ci, seront repré- 
sentés par les plans d’une surface de la 2° classe y? (laquelle se réduira 
% une conique, ou & un couple de points, ou a deux points coinci- 
dants, si cette congruence linéaire a les directrices coincidantes, ou 
formant un faisceau, ou fermant toutes les droites dun plan ou d'un 
point). Un complexe queleonque du 2° dégré @Y dont la surface 
singuliére soit réglée et appartienne a cette congruence linéaire sera 
représenté par une surface du 2° ordre c? de l’espace ordinaire, et les 
particularités que présente le systeme des deux surfaces c? et y? corre- 
spondront & celles du complexe Y. (Si c® est un cone, QY* aura pour 
surface singuliére une surface du 2° dégré double, de sorte qu’on rentre 
dans la catégorie de complexes déja étudiée). Les génératrices de la 
surface singuliere de @ seront représentées par les plans tangents 
communs & c* et y*. A chacune d’elles ry en correspondront deux 
autres 7’, x’ de facon que les congruences linéaires, dont les directrices 
sont rr’ et rr’, appartiendront au complexe: les plans ¢, ¢’, ¢”, qui 
leur correspondent respectivement, seront tangents a c? et y*, et en 
outre ¢, t’ et ¢, ¢” se couperont mutuellement dans deux droites appar- 
tenant & c®. Cette relation entre ces trois plans permettra de voir 
trés-simplement les particularités que peuvent présenter les congruences 
linéaires contenues dans Y. La surface développable enveloppée par 
les plans tangents communs a c’ et y*? correspondra au complexe des 
droites tangentes de la surface singulitre de @; et en particulier la 
courbe du 4° ordre de contact de cette développable avec c* corre- 
spondra & la congruence des droites singulitres de Q*). A toute la 


peut étre établie en faisant correspondre 4 chaque complexe du réseau le point 
qui, relativement & lui, correspond & a; alors & chaque congruence du réseau 
correspondra la droite de « qui lui appartient. La courbe’y? deviendra l’inter- 
section de a avec S*, et les coniques c® correspondantes aux complexes quadrati- 
ques Q* seront les coniques mémes de ces complexes. Pour chaque complexe @* 
sa conique ¢c® coupera y* dans les 4 points d’intersection de avec 1;, 12, 13) 1 
Et pour chaque classe particulitre de ces complexes la position particuliére de 
c* relativement a y*, c’est-’-dire des coniques et des cOnes du complexe relativement a 
sa surface singuliére S?, se déduira immédiatement de ce que nous avons exposé, 

*) Aux particularités que présente cette courbe du 4° ordre suivant la 
position mutuelle de c? et y? correspondront trés-simplement celles que présente 
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série homofocale des surfaces c? du second ordre‘inscrites dans cette 
développable correspondra la série homofocale des complexes du 2° dégré 
Q qui ont la méme surface réglée pour surface singulitre. Comme 
par chaque point passent en général trois de ces surfaces homofocales, 
lesquelles se coupent orthogonalement, de méme par chaque droite de 
espace passent en général trois des complexes quadratiques de cette 
série et leurs complexes linéaires tangents en involution avec la con- 
gruence linéaire qui contient la surface singuliére sont entr’eux deux- 
i-deux en involution, Aux invariants absolus de l'une série (avec y? 
pour élément fixe) correspondront ceux de l’autre série; etc. ete. On 
peut résumer toutes ces relations avec cette proposition, quiil faut 
entendre convenablement: La géométrie projective des complexes quadra- 
tiques dont les surfaces singulicres sont des surfaces réglées appartenant a une 
congruence linéaire fixe est identique a la géometrie meétrique (non-euclidienne 
en général) des surfaces du second ordre de Vespace a trois dimensions*). 
Turin, le 22. Septembre 1883. 
la congruence des droites singuliéres suivant la classe du complexe @? considéré. 
Nous sortirions hors des limites d’une simple note si nous développions ici cette 
méthode: qu'il nous suffise de dire que toutes les principales questions qui re 
gardent les propriétés et la classification des complexes quadratiques dont la sur- 
face singuliére est une surface réglée peuvent étre ainsi résolues avec la plus 
grande facilité. (Voir notre these, qui sera bientOt présentée a Académie des 
sciences de Turin, pour la publication dans ses Mémoires.) — Ces complexes 
ont été récemment étudiés par M. Weiler dans un mémoire (Erzeugung von 
Complexen ersten und zweiten Grades aus linearen Congruenzen. Zeitschrift fiir 
Math, u. Ph,, Bd. 27, pag. 257—288) ot il traite analytiquement pour chaque 
classe de ces complexes la question de leur génération par des faisceaux pro- 


jectifs de complexes linéaires (question que l’on peut immédiatement résoudre 


par notre méthode, sans aucun calcul). — Dans ce mémoire il remarque ’ propos du 
cas [(111)111] (pag. 262) que, si r et 7” sont les directrices d’une de ses 4 con- 
gruences de droites singuliéres, les deux congruences de droites du complexe, qui 
ont une certaine d’entr’ elles pour une directrice, coincident; cependant il ne 
parait pas qu'il se soit apercu qu’en conséquence ces deux droites r et 7’ ne 


jouent pas un réle dualistique pour le complexe. 


*) Les représentations dont nous nous sommes servis ont été introduites 
dans la géométrie de la droite par M. Pasch (Zur Theorie der linearen Com- 
plexe. Crelle’s J. Bd, 75). Si Von considére la géométrie de la droite comme 
M. Klein a montré & le faire (voir spécialement le mémoire ,, Liniengeometrie 
und metrische Geometrie’' déja cité), c’est-a-dire comme la géométrie sur une 
surface du 2° dégré M,® dans lespace linéaire 4 5 dimensions R;, on voit que 
ces représentations peuvent étre considérées comme des projections faites dans cet 
espace par une M, ou M,“ sur une M,") (c’est-A-dire un plan) ou resp, une 
M,") (c’est-i-dire un espace ordinaire), et qu’on pourrait trés-bien les éviter 
sans faire des changements essentiels aux raisonnements, en employant les con- 
sidérations directes de ces espaces 4 plusieurs dimensions, Ajoutons que les 
rapprochements auxquels elles nous ont conduit avec la géométrie métrique du 
plan et de espace ont une rélation étroite avec les idées générales que M. Klein 
a développées particulitrement dans le mémoire cité, 








Die allgemeinen Sitze tiber den Zusammenhang der Functionen 
oO oD 
einer reellen Variabelen mit ihren Ableitungen. 


Von 


Axe. Harnack in Dresden. 


Vorbemerkung. 


Bei fortgesetztem Studium allgemeiner Probleme der Integral- 
rechnung driingte sich mir die Nothwendigkeit auf, eine zusammenfassende 
und zum Theil neue Darstellung der wesentlichsten Theoreme aus- 
zufiihren, welche die Grundlage fiir die Rechnung mit Differential- 
quotienten und mit Integralen bilden. Dieselben sind bisher nicht 
simmtlich deutlich erkannt, jedenfalls theils gar nicht, theils unter 
engeren Voraussetzungen als nothwendig, bewiesen worden. LEinige 
der Siitze habe ich bei meiner Untersuchung der Fourier’ schen 
Reihe (Annalen Bd. X1X; Bulletin des Sciences mathém. 2.8 t. VI) be- 
handelt; doch sind in der vorliegenden Arbeit die Beweise vollstiin- 
diger gegeben. Ich méchte mit diesem Versuche an die Abhandlung 
von Heine: ,,Die Elemente der Functionenlehre“ (Journal Bd. 74) 
ankniipfen, die auf die eigentlichen Fragen der Infinitesimalrechnung 
nicht eingeht, dagegen eine Einleitung zu derselben in priiciser Form 
bildet, so dass ich die dort bewiesenen Theoreme im folgenden als 
bekannt voraussetze. 

Der erste Theil beschrinkt sich auf Differenzenquotienten und 
deren Grenzwerthe, mit besonderer Behandlung der beiden ersten 
Differentialquotienten. Der zweite, welchen ich bald folgen zu lassen 
beabsichtige, wird die 'undamentalsiitze der Integralrechnung enthalten. 
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Lehrsiitze iiber Differenzenquotienten. 


Erster Theil. 


Lehrsiitze tiber Differenzenquotienten und deren Grenzwerthe. 


§ 1. 
Die stetige Function. 


Definitionen. Kine Function heisst in einem Intervalle an jeder 

Stelle 2 vorwirts genommen stetig, wenn daselbst 

fle + Ax) — f(a) = Atf 
durch Fixirung einer oberen positiven Grenze fiir Aw dem Betrage 
nach kleiner gemacht werden kann, als eine beliebig kleine Zahl 0; 
also wenn lim A+f = 0 wird, fiir Av =0. Die Function heisst riick- 
wirts genommen stetig, wenn f(a — Az) — f(x) = A-f bei _ posi- 
tivem Aw kleiner wird als 0, also wenn lim A~/f = 0. 

Bemerkung. Kine Function, die iiberall bloss vorwiirts oder bloss 
riickwirts genommen stetig ist, kann nichts destoweniger punktuell 
nicht hebbare Unstetigkeiten erleiden: es kann lim f(a ++ Az) von 
lim /(@ — 4x) verschieden sein, und einer dieser Grenzwerthe iiber- 
haupt ganz unbestimmt werden. Eine Function, fiir welche 

lim [/(@ + Az) — f(@ — Az)| 


gleich Q wird, kann an der Stelle 2 unstetig sein, wie z. B. cos 


an der Stelle 0, oder auch eine punktuell hebbare Unstetigkeit erleiden. 

Definition. Kine Function heisst zu beiden Seiten einer Stelle 
stetig, wenn sie dort sowohl vor- als riickwiirts genommen stetig ist, 
wenn also lim At+f/=—0O und lim A~f=O0 wird. Ist sie an jeder 
Stelle eines Intervalles stetig, so ist sie auch, nach bekannten Lehr- 
siitzen, im ganzen Intervalle gleichmiissig stetig, und nimmt jeden 
Werth mindestens einmal an, der zwischen zwei Functionswerthen 
gelegen ist, sowie auch Maximal- und Minimalwerthe. 


Der erste vorwarts oder riickwirts gebildete Differenzenquotient, 
Definitionen. Der erste vorwiirts gebildete Differenzenquotient ist 
f(a + Axv)— f(x) __ At f(a) 
Au Ax 
Az = 0 heisst der vorwiirts gebildete erste Differentialquotient. Der 
erste riickwirts gebildete Differenzenquotient ist 
f(@ —Ax)—fiz) _  s_ —& f(@) 
— Au Ax 
und sein Grenzwerth ist der erste riickwirts gebildete Differential- 
quotient. Die beiden Grenzwerthe sind unabhiingig von einander und 


definirt durch , und sein Grenzwerth fiir 
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kénnen beide oder einzeln unbestimmt werden. Sie heissen positiv, 
wenn sich eine obere Grenze fiir Az angeben liisst, von der ab die 
Quotienten stets positiv bleiben, allenfalls den Werth +0 annehmen ; 
negativ, wenn von einer oberen Grenze ab die Quotienten stets negativ 
(einsehliesslich von — 0) bleiben; sie heissen endlich, wenn sich eine 
endliche Zahl XK fixiren lisst, so dass der Betrag der Quotienten 
schliesslich kleiner bleibt als K. 

Eine stetige Function wiichst an einer Stelle mit wachsenden 
Werthen von 2, falls die Differenz f(a + Az) — f(x), und also auch 
der Differenzenquotient, wenn Az stetig nach 0 convergirt, schliesslich 
nur positiv bleiben. Sie nimmt ab mit wachsenden Werthen von z, 
falls die Differenz und der Differenzenquotient schliesslich nur negativ 
bleiben; sie ist constant an der Stelle, wenn die Differenz von einem 
endlichen Werthe von Az an stets gleich 0 ist; sie oscillirt an der 
Stelle mit wachsenden Werthen von zx, wenn die Differenz und der 
Differenzenquotient schliesslich sowohl positive wie negative Werthe 
erhalten, oder auch nur immer wieder den Werth 0 annehmen. Eine 
Function, die an einer Stelle wiichst, kann nichts desto weniger in 
der Umgebung dieser Stelle unendlich viele Oscillationen besitzen, 
Dies tritt ein, wenn die Differenz f(a + Ax) — f(x) bei beliebig kleinen 
Werthen von Az zwar stets positiv bleibt, aber indem sie nach 0 
convergirt, Werthe annimmt, die ihrer Grésse nach fortwiihrend 
oscilliren. 

Vor- und riickwiirts gebildete Differenzenquotienten kénnen keinen 
von einander verschiedenen bestimmten Grenzwerth annehmen, wenn 
f(a + Ax) — f(x) =_™ f(@ — Ax) — f(x) 


- Aw —Ax 


also 
lim £@ +42) — 2f(@) + Me—Az) _ 4 
Ax 


wird, wohl aber kénnen, auch wenn diese letztere Gleichung erfiillt 
ist, die Grenzwerthe beide unbestimmt sein. 

Die Function ist an einer Stelle vor- resp. riickwiirts genommen 
sicherlich stetig, wenn daselbst der erste vor- resp. riickwiirts gebildete 
Differentialquotient endlich ist. Eine Function kann dagegen unstetig 
sein, wenn nur der eine oder der andere Differentialquotient allent- 
halben endlich ist. Umgekehrt kann, wie durch Beispiele erwiesen 
wurde, eine stetige Function an jeder Stelle einen Differentialquotienten 
haben, dessen Werth entweder bestimmt unendlich oder unbestimmt 
zwischen unendlichen Grenzen ist. 

Lehrsatz 1. Wird bei einer stetigen Function der erste vorwiirts 
gebildete Differenzenquotient in einem Intervalle iiberall schliesslich 
auch positiv, d. h. lisst sich an jeder Stelle eine Grenze fiir Aw au- 
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geben, so dass At/f bei abnehmenden Werthen von Az stets auch 
positiv ist, so ist die Function in diesem Intervalle eine durchaus 
wachsende; der Differenzenquotient wird also iiberall nur positiv. 
Beweis. Sind a, und x, zwei beliebige Stellen und x, > z,, so 
muss gezeigt werden, dass /(#,) > f(x,) ist. Betrachtet man nun den 
Verlauf der stetigen Function von 2, bis x, so giebt es, da die Func- 


tion nicht durchaus constant ist — denn sonst wiire die Differenz in 
allen Punkten dieses Intervalles constant gleich 0 — einen gréssten 


Werth, der an den Grenzen oder im Innern des Intervalles an einer 
oder an mehreren Stellen erreicht wird. An der Stelle 2, kann dieses 
Maximum nicht liegen, denn alsdann wiire f(x, -+ Ax) — f(x,) schliess- 
lich durchaus negativ oder — 0, nicht aber positiv, ebenso wenig im 
Innern des Intervalles; mithin gehért der Maximalwerth zu der Stelle 
%, und es ist f(x.) > f(a). 

Zusate. Ist — ot tiberall schliesslich auch positiv, und f(z) 
stetig, so ist f(#) eine durchaus wachsende Function. 

Ist f(x) nicht stetig, so kann die Function eine sprungweise 
Abnahme an beliebig vielen Stellen besitzen, und doch A+f iiberall 
positiv werden. 

Aus dem bewiesenen Satze folgt: 

Lehrsatz 2. Es giebt keine stetige Function, fiir welche an jeder 
Stelle eines noch so kleinen Intervalles der Differenzenquotient schliess- 
lich sowohl positiv als auch negativ wird, 

Denn die Function miisste die Kigenschaft haben, dass sie sowohl 
durchaus wiichst, als auch durchaus abnimmt, was zu einem Wider- 
spruche fiihrt. 

Folgerung. Functionen mit unendlich vielen Oscillationen in der 
Umgebung jeder Stelle haben stets auch solche Punkte, an denen der 
Differenzenquotient schliesslich nur positiv, und Punkte an denen er 
nur negativ ist. Diese Punkte liegen iiberall dicht tiber jedes noch so 
kleine Intervall vertheilt, weil in keinem noch so kleinen Intervalle 
der Quotient allenthalben sowohl positiv als auch negativ werden kann, 
und weil die Function nicht mehr oscilliren wiirde, weun im Intervall 
der Quotient allenthalben schliesslich positiv, oder allenthalben schliess- 
lich negativ wird. 

Lehrsatz 3. Das Vorzeichen des ersten vorwiirts gebildeten Dif- 
ferentialquotienten kann bei einer stetigen Function niemals an einem 
einzelnen Punkte verschieden sein von dem Vorzeichen an simmtlichen 
in der Umgebung des Punktes gelegenen Stellen. 

Beweis. Wenn sich an der Stelle x ein Intervall angeben list, 
von 2 bis «+h, so dass zu simmtlichen in das Innere dieses Inter- 
valles fallenden Punkten, Differentialquotienten mit einerlei Vorzeichen, 
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etwa dem positiven gehéren, so ist von x + € bis x + h die Function 
f(z) eine wachsende Function, ja sie ist auch eine wachsende Func- 
tion, selbst wenn nur bekannt ist, dass an keiner Stelle der Quotient 
ausschliesslich negativ wird. Mithin ist, mag « noch so klein sein, 
f(@ + «) kleiner als f(z,), wenn 2, einen beliebigen Punkt zwischen 
“z+e und «+h bedeutet. Sonach kann auch f(x) nicht groésser 
sein als irgend ein anderer zum Intervall gehdriger Functionswerth, 
und es wird also auch an der Stelle x der Differentialquotient nicht negativ. 

Hat also der vorwiirts gebildete Differentialquotient an einem 
Punkte schliesslich ein bestimmtes Vorzeichen, so miissen zum min- 
desten in der vorwiirts genommenen Umgebung dieses Punktes unend- 
lich viele Punkte gelegen sein, an denen er das nimliche Vorzeichen 
besitzt, das heisst: der Punkt ist niemals isolirt. Hat der Differenzen- 
quotient an einem Punkte ein unbestimmtes Vorzeichen, so liegen 
auch in der unmittelbaren Umgebung Punkte, an denen der Quotient 
positiv, und Punkte an denen er negativ ist, méglicherweise auch 
Punkte, an denen das Vorzeichen unbestimmt ist. 

Nennt man ein Punktsystem, welches die Eigenschaft hat, dass 
kein Punkt des Systemes isolirt ist, ein System ohne Isolationen (nach 
einer Cantor’ schen Bezeichnungsweise auch ein System, das als Divisor 
in seiner Ableitung enthalten ist, diese Ableitung ist perfect, Math. 
Annalen Bd. XXI, pag. 575), so ist also bewiesen, dass in jedem 
Intervalle die Punkte, an denen der erste vorwiirts gebildete Differen- 
tialguotient ein bestimmtes Vorzeichen hat, stets ein Punktsystem 
ohne Isolationen bilden, wiihrend Punkte mit unbestimmten Vorzeichen 
zwar isolirt sein kénnen, dann aber in ihrer unmittelbaren Umgebung 
sowohl Punkte besitzen, an denen der Quotient positiv, als auch solche, 
an denen er negativ ist. 

(Ich bemerke, dass diese Kigenschaft fiir héhere Differenzenquo- 
tienten nicht so ohne weitere Bedingung besteht, siehe § 4, Lehrs. 4 
und § 5, Lehrs. 4). 

Folgesatz: Bildet man die Differenz f(x) — Ka so folgt: die 
Punkte an denen der Differenzenquotient der stetigen Iunction f(x) 
schliesslich grésser resp. kleiner ist als ein bestimmter Werth A, kinnen 
niemals isolirt sein, und sind an einer Stelle die Unbestimmtheits- 
grenzen des Differentialquotienten sowohl grésser wie kleiner als K, so 
liegen auch in unmittelbarer Umgebung dieser Stelle Punkte, an denen 
der Differentialquotient schliesslich grésser als K, und Punkte, an denen 
er kleiner ist als K. 

Aus der Umkehr des Lehrsatzes 1 kann man weiter schliessen: 

Lehrsatz 4. Ist fiir eine stetige Function der mit den Endwerthen 
b) — f(a) 

a 


eines Intervalles gebildete Quotient i b positiv, so muss es 
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~~ 


Stellen geben, an denen der Differenzenquotient schliesslich durchaus 
positiv wird; und ist der obige Quotient negativ, so muss es Stellen 
geben, an denen der Differenzenquotient schliesslich durchaus negativ 
wird. Solche Stellen bilden ein System ohne Isolationen. 

Lehrsatz 5. Hat der fiir die Endpunkte eines Intervalles gebildete 


Quotient der stetigen Function f(x) den Werth fe — Fe) = K, so 


muss es im Intervalle von a bis b Stellen geben, an denen der Dif- 
ferenzenquotient schliesslich grésser oder gleich K wird, und Stellen, 
an denen er kleiner oder gleich K wird. (Satz von du Bois-Rey- 
mond, Math. Annalen, Bd, 16, pag. 119). 


Beweis. Man bilde p(x) = f(x) — Kz so ist 2 =e. = 0, 


also p(b)—g(a). Die stetige Function m(x) ist nun entweder durchweg 


constant, alsdann ist lim at 
im Innern des Intervalles mindestens einmal einen Maximalwerth, oder 
mindestens einmal einen Minimalwerth an. Ist x, diese Maximalstelle, 
so liegen im Intervalle von a bis a, nicht isolirte Punkte, an denen 
At 
Ax 


allenthalben gleich K, oder sie nimmt 


“— wk. iy _ wre » : 
schliesslich nur positiv ist, also lim Sts K, und im In- 
° . —" ) : At . ° 
tervalle von x, bis b nicht isolirte Punkte, an denen aa schliesslich 
tw 


 s eS , si 
nur negativ ist, also lim f < K. Ist dagegen «, eine Minimal- 


stelle, so liegen im ersten Intervalle Punkte, an denen der Differential- 
quotient kleiner oder gleich K, und im zweiten Punkte, an denen er 
grésser oder gleich XK ist. 
Bemerkung. Bei dem Beweise dieses Satzes, dem man auch leicht die 
: ‘ '(b) — f(a) ;- ae 5 
erweiterte Form geben kann: der Quotient a ) Ls) liegt bei einer stetigen 


Pan 
Function innerhalb der Werthe, oder nach einer Bezeichnung von 
+f 


a ; 
Herrn C. Neumann, des Werthevorrathes, welchen lim — bei 


allen Werthen von x=a bis x=b repriisentirt, ist tiber dié Bestimmt- 
heit oder Stetigkeit dieser Grenzwerthe keine Voraussetzung gemacht. 
Lehrsatz 6. Ist fiir die stetige Function f(v) der Quotient 
f() — f(a) 
b—a 
eine Stelle x, fiir welche der Grenzwerth des Differenzenquotienten 
gleich K wird, falls 
Atf+A-f f(« + Aw) — 2f(x) + f(«— Ax) 
Ax Ax 
allenthalben gleich 0 wird. (Satz von Rolle). 
Beweis. Es sei zuniichst K = 0, also f(b) = f(a). Wenn dann die 
Function nicht durchweg gleich 0 ist, so muss sie an einer Stelle x, 


= K, so giebt es im Innern des Intervalles zum mindesten 


lim = lim 
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im Innern des Intervalles ein Maximum oder ein Minimum haben, und 
zwar bezeichne 2, die letzte Stelle, an welcher der Maximal- resp. 
Minimalwerth erreicht wird. Fiir ein Maximum ist alsdann 
f(x, + Ax) — f(a) <9 und f(a, — Ax) —f(a,) <9. 

Da nun 

— = + Ax) — f(x) / f(a, — Ax) — f(x) | _ 

Ax Ax 

werden muss, so folgt, dass daselbst die Quotienten, da sie nicht von 
ungleichem Zeichen sind, einzeln gleich 0 werden miissen. Aehnlich 
ergiebt sich der Beweis, wenn 2, eine Minimalstelle ist. 

Ist K nicht gleich 0, so bilde man p(«) = f(x) — Ka, alsdann 
ist p(a) = m(b), woraus nun fiir die Function g(x) und folglich fiir 
f(x) das Behauptete folgt. 

Lehrsatz 7. Wird fiir eine stetige Function der erste vorwiirts 
(oder riickwiirts) gebildete Differentialquotient allenthalben in einem 
Intervalle von a bis b gleich 0, so ist die Function eine Constante. 
(Satz von Dirichlet). 

Beweis. Bildet man g(x) = + [/f(#) — f(a)| + O(a — a), mit 
8 eine beliebig kleine Grésse bezeichnend, so ist ae =-+ i. +0 
bei jedem Werthe von ~ schliesslich positiv. Mithin ist nach Lehr- 
satz 1, p(x) eine durchaus wachsende Function, die, weil an der An- 
fangsstelle g(a) = 0 ist, nicht negativ werden kann. Es ist 
+ (f(x) —f(a@)| + 0(@—a)>0 oder d(a—a) > + [f(x) —/f(a) 
bei jedem Werthe von x Der Betrag von /(«) — f(a) ist folglich 
durchaus kleiner als die positive Grésse 6(b — a) und weil 0 beliebig 
klein ist, so ist f(#) = f(a). 

Zusatz. Der Beweis des Satzes liisst sich auch bereits fiihren, 
wenn man weiss, dass der Differentialquotient allenthalben 0 wird, 
mit Ausnahme von Punkten, die nach der Definition von Cantor 
eine reductibele Menge bilden. 

Ks ist fiir eine spitere Anwendung nothwendig, und auch sonst 
von Interesse, die Frage zu beantworten, ob die abgeleiteten Siitze 
auch gelten, wenn man den ersten vorwiirts gebildeten Differential- 
quotienten in allgemeinerer Weise definirt. 

Definition. Als allgemeinen ersten vorwirts gebildeten Differential- 
quotienten .an der Stelle kann man den Grenzwerth des Quotienten 
f(a + Ax) — f(x+ Ax) 

Az—A’z 
bezeichnen, in dem Aw und A‘z beide positiv sind, Az > A’ a an- 
genommen wird, und beide in irgend welcher Weise stetig nach 0 
convergiren, 
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Dieser Quotient erhilt auch die Form 
fe+e+Ae)—fet+e), 
Az ; 
é und Aa, beide positiv, convergiren stetig nach 0. Alsdann bleiben die 
friiheren Siitze im wesentlichen bestehen; ich hebe die folgenden hervor. 

Lehrsatz 8. Liisst sich an jeder Stelle Aw und ¢ so bestim- 

men, dass 
lim f(z + ¢+Azx) —f(e@+ 8) 
Ax=0, e=0 Ax 
positiv wird, wenn Aw und « stetig nach Null convergiren, so ist die 
Function eine durchaus wachsende. 

Beweis. Es seien x, und x, zwei beliebige Stellen im Intervalle, 
und 2, > 42,, so soll gezeigt werden, dass /(x,) > f(a,). Da die 
stetige Function f(x) im Intervalle nicht constant sein kann — denn 
sonst wiirde der Quotient bei endlichen Werthen von ¢ und Az allent- 
halben im Innern des Intervalles 0 — so muss sie an den Grenzen, 
oder im Innern des Intervalles irgendwo einen Maximalwerth erreichen. 
Ks ist zu zeigen, dass dieser Maximalwerth nur an der Endstelle 2, 
liegen kann. Denn wiire x, eine Stelle im Innern, oder an der Grenze 
x,, fiir welche der Maximalwerth eintritt, so wiire {(v,-+ Aa) — f(&,) 
schliesslich jedenfalls negativ, allenfalls 0, nicht aber positiv. Anderer- 
seits liessen sich aber ¢ und Az so bestimmen, dass 


f(%u + & + Ax) — f(t + &) > 0. 
Da ¢ und Aw stetig nach 0 convergiren, so convergirt auch ihre 
Summe ¢ + Az stetig nach 0. Man kann demnach zusammengehorige 
Gréssen ¢ und A’z so bestimmen, dass « + A’a = « und also 
F (ou + 8) —f(tu + #) > 0. 
Desgleichen wird e” < « und A’ xz < A’& so bestimmt werden kénnen, 
dass & + Aw” = & und 


f (tu ++ &') — flee + 8”) > 0. 


Demnach folgt 


f(t. + e+ Az) > f(t + &) > f(@u + &) > Fu + &)..-. 
Die Glieder der Reihe convergiren nach dem Werthe f(x), und es 
ist also 

fe + 8+ Ax) > flap) 

was der Forderung, dass f(x,) der Maximalwerth ist, widerstreitet. 
Daraus folgt, nach derselben Methode wie beim Beweise des Lehr- 
satzes 7. 

Lehrsatz 9. Wird fiir eine stetige Function der allgemeine, vor- 
wiirts (oder riickwiirts) gebildete, erste Differentialquotient allenthalben 
in einem Intervalle gleich 0, d. h. ist 
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f(a + Aw + 2) — f(@ + ®) 
Az 


lim 


schliesslich allenthalben kleiner als eine beliebig kleine Zahl 0, wenn 
Az und « beide positiv, stetig in irgendwelcher Weise nach 0 con- 
vergiren, so ist die Function in diesem Intervalle eine Constante. 

Die Bedingung, dass « stetig mit Aw nach 0 convergirt, kann 
aufgehoben werden; es ist erforderlich, den Satz auch in der Form zu 
betrachten : 

Lehrsatz 10. Weiss man von einer Function /(x), dass der Werthe- 
f(a + Ax) — f(a) : 

Ax 
allen Werthen von x und bei noch so kleinen Werthen der positiven 
Grésse Az kleiner bleibt als eine bestimmte endliche Griésse K, und 
dass fiir jeden Werth von 2 eine Grosse Aw anggebbar ist, so dass 
fe + mOAza-+ Ax) — f(e@+mOAzx) 
Ax 


vorrath des Quotienten durchaus endlich ist, also bei 


lim = 0 


wird fiir Az —0, wobei m eine bestimmte positive Zahl, 0 einen 
unbekannten variabelen positiven Bruch zwischen 0 und 1 bedeutet, 
so ist f(x) constant. (Die erste Bedingung involvirt die Stetigkeit 
von /(x)). 

Beweis. Es seien x, und x, zwei beliebige Stellen (7, > 2,); um 
nachzuweisen, dass f(”,)—=/(x,) ist, verfahre man folgendermassen. 
An der Stelle x, liisst sich A, so bestimmen, dass 


abs (f(x, + ¢ + A,x) — f(x, + 4)| < OA,&. 


Dabei ist «, = OmA,2, also jedenfalls gleich oder kleiner als mA,2. 

Nennt man das Intervall von 2, bis 2, + ¢-+ Aja gleich h,, so ist 
m . ° 

é&< 8 h,, und die Ungleichung lautet: 


abs [f(a, + h,) — f(a, + &)| < dA,2. 
An der Stelle x, + h, bestimme man wiederum die Griéssen «, und A,x 
derart, dass: 
abs [/(a, +h, + & + A,xv) — f(a, +h, + &)] < dA,2. 


° . m 1 . 
Wird ¢e, A,«x=h, gesetzt, so ist «, < — h,. Setzt man dieses 
2 2 25 ’ 2 2 


m+1 
Verfahren an der Stelle «+h, +h, fort, so sieht man, dass man 
eine Reihe von Ungleichungen entwickeln kann: 
abs | f(a, + h,) — f(a, + 4] < dA,2, 
abs [f(a, + h, + hb.) — f(a, + hy + &)] < 0A, 2, 
abs [f(a +h, + hy + hs) — {(#% +h, + hy + &)| < OA32, 


wobei 
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é& <— hy, & Sash, 8 S- hy... 





m-+1 m -+- 2 mes 
und 
1 &§ é& +A, cz=—h, & +A,w~—h,, & +A,z—h, us. w. 
: ist. 
Nimmt man an, dass der Process bei unendlichem Abnehmen der 
, Grésse h nach einem mittleren Punkt x, convergirt, und beachtet man, 
. dass der Voraussetzung nach 
abs (f(*, + 2) —f(a,)] < Ke, 
4 abs [f(#, + hy + &) —f(@ +%,)| < Ke, 
2 abs [f(x + hy +h, + &) — fe +h, + hy)] < Kay, 
d wird, so folgt durch Addition aller dieser Ungleichungen, da 
| : hy + hy + hy + ++ = hy — 
; wird: 
§ 
. .7 ~ © > . 
“ abs [ (Xp ) —f(%)+(< A ax (tu—m))] <0 (Xu ~£,)—0 (& E+ 83°"). 
t, Da man nun auch vom Punkte Zz, an denselben Process ausfiihren 
at kann, so erkennt man, dass allgemein zwischen zwei Punkten x, und 
x, die Beziehung besteht: 
im H ™ 
Nn. abs [f f(%.)—f (#,)-+ (< K mi (%7,— x,))| <0(a,—2,) —0(@,+e,+6,:++) 
<dLAz. 
i In simmtlichen ogg 1, €), &, +++, deren gesammte Summe 
e kleiner ist als ——— 7 (%, — 2), lisst sich aber der gleiche Process voll- 
is 
ziehen. Ks oe Z. 'B. im ersten Intervalle 
abs ie + &) — £(%) +(< K oe ge a)] < de, 
w ebenso: 
‘ . , . K 
abs | fe + y+ &) — fe +h) £(< apr &)]<o%, 
SES 


Demnach wird man nach einmaliger Wiederholung des Verfahrens in 
nan allen diesen Intervallen zu der Ungleichung gefiihrt: 


abs [F(x) — f(a,)+ (< K (543) (a¢)— z))] <dFAx <8 (2,—2,) 


und fiihrt man denselben Process wieder in den neuen Zwischeninter- 
vallen aus, so ergiebt sich nach »-maliger Anwendung desselben: 
abs [F(e) fa) (< K(q"pi) @—# ))| <dZTAx<8(x,—2). 
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— m ® ». ‘ a ae m 
Weil nun (5 -) die 0 zur Grenze hat, wenn » beliebig wiichst, 


und @ von vornherein beliebig klein gemacht werden konnte, so folgt 
f (#2) = f(@,). 
Dieselbe Methode fiihrt auch zum Beweise des Satzes: 


Lehrsatz 11, Ist der Werthevorrath von fe + a2) —f@ durchaus 


endlich, und 
fia + OmAa + Az) — f(x+ OmAz) 
Ax 
bei jedem Werthe von « auch positiv, so ist f(#) eine durchaus 
wachsende Function. 
Daraus folgt -weiter: 


lim 


Lehrsate 12. Ist der Quotient fe) — Le) positiv , so muss es auch, 


f(x) 


A ‘ ? ; 
wenn der Werthevorrath von a endlich ist, im Intervalle von a 


bis b Stellen geben, an denen 
f(«@ + OmAz + Az) — f(e#+ OmAz) 


lim oe 


4x=—0 


schliesslich nur positiv wird. 


Setzt man nun [> — fe) = A und bildet 


p(x) = f(x) — f(a) — A(x — a), 

so wird g(a) = 0, o(b) =O. Da also die stetige Function g(x) an 
den Endpunkten denselben Werth hat, so muss sie, wenn sie nicht 
durchaus constant ist, im Innern des Intervalles wenigstens ein Maxi- 
mum oder ein Minimum annehmen, und mithin kanu der Grenzwerth 
ihres - Differenzenquotienten nicht durchaus positiv, oder durchaus 
negativ, folglich der Grenzwerth des Quotienten der Function /(2) 
nicht durchaus grésser oder durchaus kleiner als A sein, 

Also gilt auch hier 

Lehrsatz 13. Der Werth des Differenzenquotienten A Hk | 


b-—a 
A f(z) 


gehort, falls — durchaus endlich bleibt, zu den Werthen, welche 


der Quotient 
f(a + m0 Aw + Ax) — fe@+mOAz) 


lim a 


im Intervalle von z =a bis x = b besitzt, wie auch immer der echte 
Bruch © von w und Az abhiingen mag. 

Eine einfache Erweiterung (vergleiche die Bemerkung zu Lehrsatz 5) 
ist es dann wieder einzusehen, dass dieser Werth A innerhalb des 
Werthevorraths gelegen ist. Denn da die stetige Function g(x), wenn 
sie nicht durchaus constant ist, mindestens ein Maximum oder ein 
Minimum besitzt, so wird, wenn z, die Maximalstelle bezeichnet, der 
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positiv von Null verschieden, und ebenso 20) — 9G) 
1 

negativ von Null verschieden; ist x, die Minimalstelle so kehren sich 
die Zeichen um. Daraus folgt, dass es Stellen geben muss, an denen 
der Grenzwerth des Differenzenquotienten der Function (x) positiv, 
und Stellen, an denen er negativ von Null verschieden ist. An diesen 
Stellen bleibt der Grenzwerth des Differenzenquotienten der Function 


{(x) grésser resp. kleiner als A. 


Quotien 


4 9%) — 9(@) 
a%—a 


§ 3. 
Der erste mittlere Differenzenquotient. 
_ Definition. Als allgemeinen ersten Differenzenquotienten an der 
Stelle 2 kann man den Quotienten 
f(x+Ax)—f(a+A’'x) _ Af Ax A’f A‘ «x 


Ac—d'x Ac Aw—Nex” Wa’ DBe—De 
bezeichnen, wobei die Gréssen Az und A’z einzeln positiv oder negativ 
sein kénnen. Mittleren Differenzenquotienten will ich im folgenden 





denjenigen nennen, fiir welchen Av > 0 und A’xz = — Az ist; also 
Ant. fea) —fle—he) 1 (Af — #f). 
Ac 2Ax 7 oe Ax Ax 


Der Grenzwerth, welcher sich ergiebt, wenn Aw und A’@ stetig nach 
0 convergiren, heisst der allgemeine resp. der mittlere Differential- 
quotient. Ich beweise im folgenden die Siitze fiir den mittleren Differen- 
tialquotienten. 

Bemerkungen. Aus dem Vorzeichen des mittleren Differenzen- 
quotienten an einer bestimmten Stelle liisst sich kein unbedingter 
Schluss ziehen auf das Verhalten der Function an dieser Stelle hin- 
sichtlich des Wachsens, der Abnahme oder des Oscillirens. Nur soviel 
lisst sich allgemein aussagen: Wenn die Function zu beiden Seiten 
einer Stelle eine mit wachsenden Werthen von a wachsende ist, wenn 
also schliesslich f(a + Az) — f(x) > 0 und f(a — Az) — f(z) < 0, 
so wird auch der mittlere Differenzenquotient an dieser Stelle schliess- 
lich nur positiv sein, und wenn die Function zu beiden Seiten ab- 
nimmt, so wird der mittlere Differenzenquotient schliesslich nur negativ 
sein. Wenn dagegen die Function an der Stelle « oscillirt, so kann 
der mittlere Quotient daselbst 0, oder positiv, oder negativ sein, oder 
auch in seinem Vorzeichen alterniren. 

Beispiele. Die Function «z sin - hat an der Nullstelle den 
Quotienten 


, 1 ‘ 1 
Ax sin aoe os Az sin ia 


2Azx 





== (). 
1 





hat an der Nullstelle den Quotienten 


Die Function 2 cos = 


rf 


ae" 
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1 1 
cos # cos 
Ax oo + Ax - yo fe a 
2Aa ii Az 





also einen oscillirenden Werth. 
Definirt man eine Function bei positiven Werthen von a durch 
die Gleichung 
. we. 3 1 
x = x (sin ) (sin ' 
f (2) + +4), 
hei negativen durch: 
. 1\ 
f{(v) =2 (sin +) . 


so ist f(x) zu beiden Seiten der Nullstelle eine stetige Function mit 
oscillirenden positiven und negativen Werthen; f(0)=—0. Nichts- 
destoweniger wird 


‘ i \2 

f(Ax) — f(— Az) » 4 (sin iz) aa 
2Ax vce 2Ax ie (sin ey, 

eine durchaus positive Grosse. 

Vorwiirts gebildeter und mittlerer Differenzenquotient kénnen keinen 
von einander verschiedenen bestimmten Grenzwerth annehmen, wenn 
ie fet Ss) —fle— oe) ion Tie fia + “*) f(x) 

also 
lim £@¢ + 4) — 2f(@) + M(@ — Az) -__ 9 
2Aa 
wird; wohl aber kénnen, auch wenn diese letztere Gleichung erfiillt 
ist, die Grenzwerthe der Quotienten beide unbestimmt sein. 

Der Satz, dass der mittlere Differenzenquotient bei einer zu beiden 
Seiten einer jeden Stelle wachsenden Function allenthalben schliesslich 
positiv wird, lisst sich umkehren und liefert den 

Lehrsatz 1. Wird bei einer stetigen Function der erste mittlere 
Differenzenquotient in einem Intervalle iiberall schliesslich positiv, so 
ist die Function in diesem Intervalle eine durchaus wachsende. 

Beweis. Es seien x, und x, zwei beliebige Stellen im Intervalle 
a bis b, und 2, >2,, so ist zu beweisen, dass f(x.) > /(x,). Es 
sei an der Stelle x, ein Werth Az, fixirt, so dass f(z, + Az,) 
> f(a, — 42,), und die beliebig kleine Grésse Az, sei so gewiihlt, 
dass 2, + Az, kleiner ist als 2. Wenn nun der Unterschied 
f(a, + Az,) — f(a, — Ax,) gleich @ ist, so lisst sich an der Stelle 
x, + Q2, = 2 jedenfalls noch ein Intervall angeben von der Liinge 
h, so dass alle in das Innere dieses Intervalles fallenden Functions- 


werthe ebenfalls grésser sind als f(z, — Axz,), und zwar diesen Werth 
: : : a — . 
mindestens um eine bestimmte Grésse etwa ~ tibertreffen. Dieses 


Intervall schliesst entweder den Punkt x, ein, dann ist also 
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f(a) = F(a, + Ax) + (> 4), 
oder man muss annehmen, dass dieses noch nicht der Fall ist. Als- 
dann lisst sich aber an der Stelle a + h = x” ein Intervall Az” an- 
geben, so dass f(2” + Az”) > f(x” — Az’) wird fiir alle Werthe des 
Zuwachses Ax von 0 bis zum fixirten Werthe Az’, und man kanu 
Ax” so wiihlen, dass 2” — Az” in das Intervall von a bis a +h 
hineinfallt. Es ist sodann f(z” + Az”) > f(z” — Az”) also 


“ow ” ‘ CO) 

f(x" + Aa”) = f(a, — Ax, + (> >): 
Daraus folgt, dass das Intervall 4 jedenfalls noch um die Liinge Az” 
vermehrt werden kann. An dem Punkte 2 +h+ Ax” =x” lisst 
sich aber wiederum ein Intervall angeben, so dass 

vt wr > nr “rn 
f(a" + Aw”) > f(a" — Ax”), 

und so erkennt man, dass auch von der Stelle x” aus das Intervall 
verlingert werden kann. Auch das ist nicht denkbar, dass der Process 
in unendlicher Folge nach einem mittleren Punkte x, convergirt, denn 
auch fiir diesen Grenzpunkt besteht die Ungleichung 


f(% + Ary) > f(t. — Avy). 
Mithin kann man den Punkt x, jedenfalls erreichen, und es ist 

f(a.) = f(a, — Ax) + (> $)- 
Da Az, beliebig klein ist, so ist f(x.) sicherlich nicht kleiner als /(#,). 
Die Function f(#) ist also so beschaffen, dass jeder Werth derselben 
nicht kleiner ist, als irgend ein anderer zu einer vorangehenden Stelle 
gehériger, und da sie auch nicht durchaus oder auch nur in einem 
Theilintervalle constant sein kann, weil sonst der Differenzenquotient 
bereits bei endlichen Werthen von Az gleich 0 wird, so ist sie eine 
im ganzen Intervalle zunehmende. 

Bemerkung. Es ist im Unterschiede von Lehrsatz 1 des vorigen 
Paragraphen zu bemerken, dass sich der Beweis nicht ftihren lisst, 
wenn man bloss annimmt, dass der mittlere Differenzenquotient tiberall 
schliesslich ,,auch positiv“ wird. Es scheint mir demnach die Még- 
lichkeit nicht ausgeschlossen zu sein, dass es oscillirende Functionen 
giebt, fiir welche der mittlere Differenzenquotient allenthalben theils 
nur positiv, theils alternirend, sowohl positiv wie negativ wird. 

Lehrsatz 2. Ist fiir eine stetige Function der mit den Endwerthen 

p— Fle) 
b—a 
Stellen geben, an denen der mittlere Differenzenquotient schliesslich 
auch positive Werthe annimmt, und ist der obige Quotient negativ, 
so muss es Stellen geben, an denen der Quotient schliesslich auch 
negative Werthe erhilt. 


; . ° b e,e 
eines Intervalles gebildete Quotient fe positiv, so muss es 
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Lehrsatz 3, Hat der fiir die Endpunkte eines Intervalles gebildete 
Quotient der stetigen Function f(x) den Werth fe = = K, so 


muss es Stellen geben, an denen der mittlere Differenzenquotient 
schliesslich auch Werthe annimmt, die grésser oder gleich K sind, 
und Stellen, an denen er auch Werthe annimmt, die kleiner oder 
gleich K sind. 

Die Beweise dieser Siitze ergeben sich aus dem Lehrsatze 1 in 
derselben Weise, wie die analogen Siitze des vorigen Paragraphen. 
Nur besteht der Unterschied, dass hier nicht behauptet werden kann, 
dass Stellen vorhanden sind, an denen der Quotient nur positiv (resp. 
nur negativ) bleibt, oder nur grésser oder gleich (resp. nur kleiner 
oder gleich) wird als K. 

Auch kann man beweisen, dass die Punkte an denen der mittlere 
Quotient ein bestimmtes Vorzeichen hat, nicht derart isolirt sein 
kénnen, dass in der beiderseitigen Umgebung nur Punkte liegen, an 
denen er das entgegengesetzte Vorzeichen besitzt; dass vielmehr als- 
dann in unmittelbarer Umgebung zum mindesten auch solche Punkte 
liegen, an denen das Vorzeichen alternirt; und dass ebenso Punkte 
mit alternirenden Vorzeichen nicht eingeschlossen sein kénnen von 
Punkten, an denen das Vorzeichen durehaus dasselbe ist. 

Lehrsatze 4. Ist fiir die stetige Function f(z) der Quotient 
f(b) — f(@) _ 

b—a 
eine Stelle «, fiir welche der mittlere Differentialquotient gleich K 
wird, falls 


K, so giebt es im Innern des Intervalles zum mindesten 


f(a + Ax) — 2f(x) + f(a — Ax) 
Ax 


lim 





allenthalben gleich 0 wird. 

Beweis. Nach dem vorigen Paragraphen giebt es eine Stelle, fiir 
welche der vorwirts gebildete Differentialquotient gleich K wird, und 
die Bedingung des Satzes besagt, dass der vorwirts gebildete Quotient 
sich von dem mittleren an keiner Stelle unterscheiden kann. 

Lehrsatz 5. Wird fiir eine stetige Function der mittlere Differen- 
tialquotient allenthalben in einem Intervalle gleich 0, so ist die Func- 
tion in diesem Intervalle eine constante. 

Beweis wie im vorigen Paragraphen. 

Lehrsatz 6. Ist fiir eine stetige Function der vorwiirts- oder der 
riickwiirts gebildete, oder mittlere Differentialquotient eine stetige Func- 
tion von z, so sind fiir jede Stelle des Intervalles die Werthe der drei 
Quotienten einander gleich. 

Beweis. Setzt man 


fe — 84)— fa) =f,(%), 


w 


lim 


f(a + a =i... f\(*), lim+* 
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und 


fix + Az) — f(x —Azx 





lim ! ) = f(a), 
so ist 


fn(@) = = (f,(2) + fe(@)). 


€ 


Nach Lehrsatz 5 des § 2 giebt es im Intervalle von x bis «+ Az 


Stellen, an denen /,(#) gleich oder grésser wird als e+ ae) — Fle) ‘ 


und Stellen an denen f,(”) gleich oder kleiner wird als dieser Quotient. 
Wenn nun /,(x) stetig ist, so giebt es jedenfalls im Innern eine Stelle 
z+ OAz, fiir welche genau die Gleichung besteht: 
f(a + so —L®) f(a +0Az), 0<0<)). 
Dabei mag Aw positiv oder negativ sein. Setzt man Az gleich einer 
negativen Grésse — h, so ist 
fe W= Tl) — 4s @n) 


und folglich 
(a — h) — ) , j 
f(x - Le f@) _. f,(x) =f, (2). 


lim 

A=0 
Ist f(a) stetig, sofolgt ebenso aus dem Lehrsatz 3 dieses Paragraphen, dass 

(e+ Aw) — fia— Ax ‘ 
= Lf —* ) = fn(x + OAz), O<O0< 1), 
oder wenn man « — Aw = & setzt: 
(& + 242) — f(§) ‘ 
f et = fm (& + 20 Az) bd 

Diese Gleichung gilt, mag Az beliebig klein sein, auch wenn man 
unter § einen festen Werth versteht, Lisst man Az nach 0 conver- 


giren, so folgt: ; 
fi (8) = fm(&)- 
Bemerkung. Die Bedingung, dass /;(«) stetig ist, kann man auch 
. 
t 


so ausdriicken: Es muss fiir jeden Werth von x lim Ay Uberhaupt 


einen bestimmten Grenzwerth haben, und es muss 
fet h+ 48) — Ket® — fet ds) + flo) 
Az 
durch Wahl von h dem Betrage nach kleiner gemacht werden kénnen 
als eine beliebige Zahl 0d unabhingig von Az. Diese Bedingung ent- 
halt die andere, es muss 


f(a + Sx) — 2f(@) + f@—Azx) _ 


lim - Aa 


werden. 
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Der obige Satz bleibt auch bestehen, wenn die Ditferentialquotienten 
in dem Intervalle in bestimmter Weise unendlich werden, doch nur 
so, dass dabei keine sprungweise Werthinderung von einem positiven 
zu einem negativen Werthe eintritt. 

Bemerkung. Definirt man den Differentialquotienten allgemein als 
Grenzwerth von 

f(x + Sx) — fia+ d'a) 
Aa — A’x 
indem man Az > 0, A’x < 0 annimmt, und alsdann beide in irgend 
welcher Weise stetig nach 0 convergiren liisst, so bleiben alle Siitze be- 
stehen, denn es gilt auch dann noch der Lehrsatz 1. 


§ 4. 
Der zweite vorwirts oder riickwirts gebildete Differenzenquotient. 
Definition. Der zweite vorwiirts gebildete Differenzenquotient ist 
definirt durch die Gleichung: 


AGT _ Me + 2h2) — 2f(@ + de) + fe) 
Ax Ax* 

fiir Ax > 0; der riickwiirts gebildete fiir Aw < 0; der Grenzwerth fiir 

Az = 0 heisst der zweite Differentialquotient. 

Kine Function, fiir welche der zweite vorwiirts genommene Dif- 
ferenzenquotient iiberall in einem Intervalle endlich ist, braucht weder 
selbst stetig zu sein, noch einen stetigen ersten Differentialquotienten 
zu besitzen, wie das Beispiel der gebrochenen Geraden lehrt. 

Vor- und riickwirts gebildeter Differenzenquotient kénnen keine 
von einander verschiedenen bestimmten Grenzwerthe annehmen, wenn 


lim fe+242) — Sfler he tio) == lim f(e—2Ax)—2f(e—Azx) + f(a) 
Ax Ax 
oder 
lim f@ +242) — fw — 242) — 2 {fle+2)— f@—Ada)) _ 


Aa 


wird; aber auch diese letztere Gleichung kann erfiillt sein, ohne dass 
die Function stetig ist, und ohne dass ein bestimmter Werth des zweiten 
Differentialquotienten iiberhaupt vorhanden ist. 
Die Werthe des zweiten Differentialquotienten lassen sich unter 
gewissen Bedingungen aus denen des ersten bilden, denn es besteht der 
Lehrsatz 1. Hat die stetige Function f(x”) die stetige erste Ab- 
leitung f (x), so ist 


lim L@+242)—2/@+h2)+/@) _ jin f@+W—F@) 
Az? h 


4x2—0 


A=0 
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jedesmal dann, wenn die rechte Seite iiberhaupt einen bestimmten 
Grenzwerth besitzt. 
Beweis. Es ist nach dem fritheren, da f’ (x) stetig sein soll, wenn 





man bei einem bestimmten Werthe von Azwx fet 6s) — fe) mit 
(x) bezeichnet: 
Af w@+A2)— 90) _ rigs QA) ft AetOba)—fe+Ohe) 


Ax Ax Ax 
__ f' (e+Ax+0 Az)—f' (2) _ f' (e+0Aa)—f (a) 
; a Az(i+0) (1 + 8) ~ OAx +. 
Hat nun / a —!®) ginen bestimmten Grenzwerth, so erkennt 


, ‘ — 
man aus dieser Gleichung, dass lim we denselben Werth hat. 


eee » Ee . —e 2f 
Die Function x sin = hat an der Nullstelle fiir lim at den be- 


t stimmten Werth 0; /f' (#) = 32? sin — £ COs . ist stetig; aber 
f (0 +h) —f'(0) 

es 
nicht umgekehrt in der obigen Gleichung aus der linken Seite auf die 
rechte schliessen. 


lim hat keinen bestimmten Werth; man kann also 


r Kine Function kann an einer Stelle ein Maximum haben, und der 
zweite Differenzenquotient kann daselbst alternirend, sowohl positiv 

f. wie negativ sein, die Existenz eines Maximums erfordert nicht, woran 

or ° es y * e . A ' : : 

” man bei reguliren Functionen gewohnt ist, dass — schliesslich nur 

n 4 


negativ (einschliesslich der 0) wird. Dies lehrt das Beispiel 
” (a) =1— 22 (a—sin + 
in h(@) ( = 
wobei a > 1 aber < 2 ist. In der beiderseitigen Umgebung der Null- 
stelle ist die Function positiv und kleiner als 1; an der Stelle 0 hat 
sie den Werth 1; und diese Stelle gehért also zu einem Maximum. 
f(Az)—-f0O)=— Ax (a — sin x) <0, 
f(—Az) —f0O)=—=— Ax (a + sin az) <0, 
Ss 
en f(2A2) — (0) = — 4a? (a — sin ¥) <0. 
er Es wird hier auch lim fet 4s) — fe) (a9 0: die Function 
“t bildet also nicht etwa an der Maximalstelle eine Ecke. Ferner ist 
.D- . 
A? eae — 
af = —A4(a — sin ome) ote r(a — sin xe) 






= — 4($ — sin gag (1 — 08 gap) 
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a . : - : foe 1 F 
Da = kleiner ist als 1, so erhiilt dieser Ausdruck fiir As kx einen 
negativen, fiir 5 a= + + 2kzx einen positiven Werth; das Vor- 


zeichen alternirt also, 

Die Méglichkeit, dass an einer Maximalstelle der zweite Differen- 
zenquotient nur positiv ist, wird durch den folgenden Lehrsatz be- 
schrankt: 

Lehrsatz 2. Wird in einem Intervalle der zweite Differenzen- 
quotient allenthalben schliesslich nur positiv, so kann die Function im 
Innern dieses Intervalles kein Maximum haben, vorausgesetzt, dass sie 
stetig ist, und dass 


li At+f+a-f . f (a+ Ax) — 2f (a) + f(a — Ax) 
im ———— = lim 4 

Ax Ax 
allenthalben gleich 0 wird. 

Bemerkung. Diese zweite Bedingung ist wesentlich. Fiir einen 
aufwiirts gerichteten Spitzbogen z. B. mit convexer Kriimmung nach 
oo - a 
unten, wird us allenthalben positiv, und doch ist ein Maximum vor- 
handen. Man kénnte nach Lehrsatz 7 des vorigen Paragraphen die 
letzte Bedingung durch die einschrinkendere ersetzen, dass die Func- 

tion einen stetigen ersten Differeutialquotienten besitzt. 

Beweis. Wenn an einer Stelle x im Innern des Intervalles ein 
Maximum vorhanden ist, so wird fiir diese Stelle f(~-+ Ax) —f(x)<0 
und f(a—Az)—f(x)<0. Mithin muss, da 


Ax 
mit verschwindendem Werthe von Az gleich 0 wird, sowohl 


f(a+ Ax) — f(x) ite exit f(a — Aa) oe f(x) 
Ax Ax 


einzeln die 0 zur Grenze haben. Man kann demnach fiir diese Stelle 
f(x + Ax) — f(a) = — dAz setzen, wobei d eine positive, mit Ax 
nach 0 convergirende Grésse bezeichnet. Wenn nun 
A’f = [f(« + 242) — f(x)] — 2[f@ + Aa) — f(@| 
schliesslich durch Wahl von Az positiv wird, so folgt, wenn man 
{(@ + 2Az) — f(x) = —90-2Az, 
f(@+ Az) — f(x)=—d,- Ax 


setzt, dass d, —d > 0, also 6, >@ sein miisste. Mithin bilden in 
der Reihe 
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f(a + 2A2) — f(a) = — 20Az, 
f(a+. Ax) — f(z) = — 0,Az, 

f(x + 5") — f(a) = — 6, 4%, 
f(e+—*) —f@)——- 4%, 


die Gréssen 0, 0,, 0,, 0,, +--+ eine Reihe von positiven wachsenden 
Gréssen; es wiirde dann aber 


tet F)- fo _ 


Az now 


n 


n 


mit wachsenden Werthen von » nicht nach 0 convergiren, was zu 
einem Widerspruche fihrt. Ebenso beweist man, dass fiir eine Minimal- 
stelle im Innern des Intervalles unter denselben Bedingungen ae 
nicht durchaus negativ sein kann. 

Folgerung. Functionen mit unendlich vielen Oscillationen in der 
Umgebung jeder Stelle kénnen unter derselben Bedingung kein Inter- 
vall besitzen, in welchem der zweite Differenzenquotient tiberall nur 
positiv, oder iiberall nur negativ ist, denn ihre Maxima und Minima 
liegen iiberall dicht. 

Lehrsatz 3. Ist fiir eine stetige Function der Differenzenquotient 
Att 
Ax 
setzt, der Quotient 


bei endlichem Werthe von Ax, oder wenn man c=a, x+2Axu—=—b) 


fo) —2f(2F*) 4+ fq) 
i 


allenthalben im Intervalle von a bis db 





+ . —s 
positiv, und lim =. frat 
gleich 0, so muss es im Intervalle 2A ~ oder b — a Stellen geben, an 
denen der zweite Differenzenquotient schliesslich auch positiv wird, 

Beweis. Bildet man die Function 
9 («) = f(x) —f(@ — -— {fo — f@}, 


so ist p(a) = 0 und ¢(b) = 0, ferner: 
b 
ro) —2f(*F")+6@ o(St* 





<= Pingo 8. 


Sy AY 


Da nun g(#) an den Endpunkten des Intervalles 0, in der Mitte aber 
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negativ wird, so besitzt diese Function im Innern des Intervalles ein 
Minimum, und es giebt demnach jedenfalls eine Stelle, an welcher 
Ag _ Af 
Az Ax 
bei beliebig kleinen Werthen von Az auch positiv wird. 

Unter derselben Bedingung, kénnen auch solche Stellen niemals 
isolirt sein: d, h. ist das Vorzeichen des Quotienten nur positiv (resp. 
nur negativ), so liegen in unmittelbarer Umgebung der Stelle Punkte, 
an denen der Quotient zum mindesten auch positiv, (resp. negativ) 
wird; und ist das Vorzeichen an einer Stelle alternirend, so miissen 
in unmittelbarer Umgebung dieser Stelle Punkte gelegen sein, an denen 
der Quotient auch positiv, und Puunkte, an denen er auch negativ wird. 
Denn es folgt unmittelbar 

Lehrsate 4. Das Vorzeichen des zweiten Differenzenquotienten an 
einer Stelle kann nicht verschieden sein von dem Vorzeichen des 
Quotienten an simmtlichen Punkten in der Umgebung dieser Stelle, 
vorausgesetzt, dass die Bedingung 


+frta-f 
lim 4" fa" 0 
Az 
allenthalben erfiillt ist. 
2 , . . “,* 
Beweis. Ist fiir eine Stelle x af schliesslich auch positiv, so 


liegen auch nach dem vorigen Satze im Intervalle von x bis 7+2Az 
Stellen, an denen der Differenzenquotient zum mindesten nicht durchaus 
negativ sein kann; u. s. w. 

Punkte mit bestimmtem Vorzeichen des zweiten Differenzenquotien- 
ten bilden zusammen mit den Punkten, an denen das Vorzeichen 
alternirt, Punktsysteme ohne Isolationen. 

Lehrsatz 5. Ist fiir die stetige Function f(7) der zweite Differen- 


bei einem bestimmten endlichen Werthe von Az 


Ats+Aa-f 
Ax 


| ont A*f 
zenquotient Axi 


gleich K, und ist lim allenthalben gleich 0, so muss es 


im Intervalle von « bis « + 2Az Stellen geben, an denen der zweite 
Differenzenquotient schliesslich auch gleich oder grésser als K wird, 
und Stellen an denen er schliesslich auch gleich oder kleiner als K wird, 
Beweis. Man bilde 
, a — ;, 1 
9(2)=f(2)—f(a) — S=* {FY — f(@} +4 K@—a) b—2), 


so ist p(a) = 0, p(b) = 0, ferner: 


9 (6) —29(4t + (a) f(b) - 2f(**") + Fa) reo 


3 G@=*y 
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- t ‘ ‘ ; ‘ 
Also ist auch yp (2+*) == (0. Die Function g(x) ist nun entweder 
constant gleich 0, alsdann ist durchweg lim af = K, oder sie muss, 
x 


da sie in der Mitte des Intervalles ebenso wie an den Endpunkten 0 
wird, im Innern des Intervalles sowohl einen Maximalwerth als auch 
einen Minimalwerth annehmen. Einer dieser Werthe kann auch mit 
dem Werthe 0 zusammenfallen, An der Maximalstelle, sie heisse x, , 
liisst sich Aw so fixiren, dass 
9 (Xy + 2Ax) — 2p(a, + Ax) + H(%) 
Ax? 

negativ wird, und es liegen alsdann im Intervalle 2, bis x, + 2Az 
jedenfalls Stellen, die nicht isolirt sind, an denen 





.  Atg ae 
lim = lim ~~, — K 
Az Ax*® K 
‘ . ‘ . Ate P 

auch negative Werthe annimmt, an denen also lim e. auch kleiner 
” ™ ' ee ; _ Ay 
wird als K. Inder Umgebung einer Minimalstelle dagegen wird lim ——, 
Ax 


auch grésser als K. 

Lehrsatz 6. Ist fiir die stetige Function f(x) der zweite. Differen- 
zenquotient bei einem bestimmten endlichen Werthe von Az gleich K, 
so muss es auch im Intervalle von # bis « + 2Az eine Stelle geben, 
an welcher der zweite Differentialquotient schliesslich gleich K wird, 
vorausgesetzt, dass 

lim at f+ art = () 
Ax 
I , 
Az eme im gegebenen Intervalle bei allen Werthen von 
stetige Function definirt. 

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus dem vorigen Lehrsatze. 
Die Voraussetzungen sind hier weniger allgemein als die des analogen 
Lehrsatzes 6 im § 2. Ich habe indessen den Satz nicht unter erheblich 
alleemeineren Annahmen, etwa bloss der, dass vor- und riickwiirts 
gebildeter Differentialquotient die Bedingung erfiillen 

Ai. f—A2f 


lim — ss = Q, 


und lim 


zu beweisen vermocht. 
Lehrsatz 7. Wird fiir eine stetige Function der vorwiirts ge- 

bildete zweite Differentialquotient in einem Intervalle von «=a bis 

Atf+A-f 
Ax 


«==b allenthalben gleich 0, wihrend - tiberall nach 0 


convergirt, so ist f(a) eine lineare Function. 

Bemerkung. Wollte man die zweite Bedingung fallen lassen, so 
wiirde auch ein aus beliebig, ja unendlich vielen Strecken zusammen- 
gesetztes Polygon der ersten Bedingung geniigen. 
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Beweis. Setzt man 
9 (2) = [f@)—fa)— = {f)—f@}] —< («—a)(b—a), 


—a@ 
so ist m(x) eine stetige Function, die an den Endpunkten des Inter- 
valles verschwindet, und fiir welche 
Ate+A-m _, AtTS+ AT | ga, 
Aw == ae + 842 
schliesslich 0, und 
Me . Att 
ie “Lae t* 
schliesslich iiberall positiv ist. Die Function besitzt demnach im Innern 
des Intervalles kein Maximum, und sonach kann g(x) im Innern des 
Intervalles nicht positiv werden. Es ist also: 


+ [Fc@) —f(a)— $=" ff (b) 1@}| <= («—a)(b—2)< 5 (b—a}, 
d. h. weil d beliebig klein ist, so ist 
f(x) = f(a) + == {f®) —f@}- 


Der zweite mittlere Differenzenquotient. 
Definitionen. Der allgemeine zweite Ditferenzenquotient ist 
fa + da + Ax) — fle + Aa) — f(a + 42) + f@) 
Azh« 
und der Grenzwerth, welcher sich ergiebt, wenn man Ag und A’g 
in irgend welcher Weise stetig nach 0 convergiren liisst, so dass ihr Ver- 
hiiltniss einen bestimmten positiven oder negativen Grenzwerth an- 
nimmt, heisst der allgemeine zweite Differentialquotient. Eine noch 
allgemeinere Form des Differentialquotienten an der Stelle x erhiilt 
man, wenn man den obigen Quotienten fiir die Stelle 2 + « bildet, 
und nun « gleichzeitig mit Av und A’ nach O convergiren liisst. 





Setzt man A’x = — Az, so ergiebt sich der mittlere Differenzen- 
quotient : 
flat S0)— sf) fle—he) OT F+ Oh Aol 
Ax? wm Az ———ltCOAt* 


fiir welechen im folgenden die Siitze formulirt werden sollen. 
Bemerkung. Kine Function, fiir welche der mittlere Differential- 
quotient allenthalben endlich wird, kann noch eine unstetige Function 
sein. Vorwirts gebildeter und mittlerer Differenzenquotient haben av 
einer Stelle z nicht von einander verschiedene Grenzwerthe, falls 


lim fe +242) —8f(w@+A2)+3/@—fle—Az) _ 0, 
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Lehrsate 1. Hat die Function f(x) die stetige erste Ableitung 
{'(), so ist 
im Smt yin F+W — f(a) 
ma ee 
jedesmal dann, wenn die rechte Seite iiberhaupt einen bestimmten 
endlichen Grenzwerth besitzt, und wenn derselbe auch gleich ist: 
ie bP +- fF (#) 
Beweis. Man setze | 


“( Ax) — f(s (7) —f(e@—A 
ites AS ie = 9(2), re) he = = 9(% — Az), 


so ist 


Ant _ 9(«)—@(a—Az) __ f'(x+Ax2—OAx)—f (x—OA 2) 


Aa pe =g (x—OAz)= — 
f’ (x + Aw(i — ©)) — f(a) f' («)—f («—OAz) 
See ee 


woraus die Behauptung hervorgeht. 
Ai, {(#) 


f(x) = 2° cos - hat an der O Stelle fiir lim —— den bestimm- 


nd 
ten Werth 0. /’(x)=32? cos . +esin - ist stetig; lim f Oro—F 


4=0 
hat keinen bestimmten Werth. Definirt man f(z) = + a? fir alle 
positiven Werthe von x, gleich — 2? fiir alle negativen, so ist an der 
‘ Mi f( han : 
Nullstelle a, wihrend /’(«)—=2z~ fiir positive, gleich —2z 


fiir negative Werthe, zwar eine stetige Function ist, aber die Ab- 
leitungen -+- 2 und — 2 vor- und riickwiirts gebildet besitzt. 

Lehrsatz 2. Wird fiir eine stetige Function der zweite mittlere 
Differenzenquotient, in einem Intervalle allenthalben schliesslich auch 
positiv, so kann die Function im Innern des Intervalles kein Maxi- 
mum haben. 

Beweis. Gehért zu einer Stelle 2 im Innern des Intervalles ein 
Maximalwerth der Function, so ist 

fle + Ax) —f(2) <0, fle —Az) — f(x) <0, 
mithin wird 
A2f 
m ! " 0 
Az? = : 
also nicht mehr positiv an dieser Stelle. 

Anmerkung. Es ist im Unterschiede von Lehrsatz 2 des vorigen 
Paragraphen zu bemerken, erstlich, dass es geniigt anzunehmen, dass 

5 I ? 5 5 
der mittlere Quotient allenthalben schliesslich auch positiv wird; ferner 
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+ . —_ 
dass hier die Bedingung lim = rts f — 0 nicht nothwendig ist. 


Ein aufwiirts gerichteter Spitzbogen z. B. mit convexer Kriimmung 
nach unten besitzt ein Maximum, weil der mittlere Quotient gebildet, 
fiir die Spitze negativ wird, und zwar negativ einzig und allein fiir 
diesen Punkt. 

Stetige Functionen mit unendlich vielen Oscillationen in der Um- 
gebung jeder Stelle haben iiberall dichte Punkte, an denen der zweite 
mittlere Differenzenquotient positiv, und Punkte, an denen er nega- 
tiv wird. 

Lehrsatz 3. Ist fiir eine stetige Function der Differenzenquotient, 
Az f 
Ax* 
a—Azx=—a, «+Ax=DbD setzt, der Quotient 


bei endlichem besimmten Werthe von Az, oder wenn man 


ro) —2¢ (*F")+ Ha 
; ee 7 ob eae 


positiv, so muss es auch im Intervalle ) — a= 2A~z Stellen geben, 
an denen der zweite mittlere Differenzenquotient schliesslich nur po- 
sitiv wird. 

Beweis wie im vorigen Paragraphen. 

Die Stelle, an welcher das Vorzeichen positiv wird, kann aber 
hierbei noch eine isolirte sein, wie z. B. bei einem Spitzbogen, dessen 
Spitze in der Mitte des Intervalles unterhalb der Abscissenaxe liegt, 
und dessen Krimmung concav nach unten verliiuft. Dagegen be- 
steht der 

Lehrsatz 4. Es kénnen die Stellen, an denen der mittlere zweite 
Differenzenquotient schliesslich ein bestimmtes Vorzeichen hat, nicht 


1 ion , : . , + —f 
mehr isolirt sein, sobald die Bedingung lim i fr f _. 0 allent- 
halben erfiillt ist. 
, Ait ;, , , 
Beweis. Ist ~~, von einem endlichen Werthe von Aa ab 


schliesslich nur positiv, so besitzt die Function 
“Zx—a 


(a) =f(«) —f(@ — $—* {f® —f@}, 


wenn wiederum 2 —Azv—a und «+ Ax=—D gesetat wird, im 
Intervalle von a bis b an einer Stelle x sicherlich ein Minimvm, so 
dass hier ° 


b—a 


Aio(2) _ Asse) 
> . olde, os 


positiv wird. Es ist dann aber nach Lehrsatz 2 des § 4 fiir 
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dieses Minimum auch ein beliebig kleiner Werth von Az angebbar, 
so dass 


g(a + 242) — 2p(a@ + Az) + w(x) ieee f(a + 24x) — 2f(a@+ Az) + f(x) 
~ Ax 7 Axe 





positiv wird; und demnach wird der mittlere Differenzenquotient an 
der Stelle « + Az positiv. Daraus folgt, dass es im Innern des Inter- 
valles von x bis 2+ 2A eine Stelle geben muss, an welcher der 
mittlere Differenzenquotient schliesslich positiv wird; und lisst man 
Ax beliebig klein werden, so erkennt man, dass es in unmittelbarer 
Umgebung der Stelle  unendlich viele Punkte geben muss, fiir welche 
die gleiche Eigenschaft besteht. Dasselbe gilt auch fiir die andere 
Seite der Stelle 2. Ist der mittlere Differenzenquotient an einer Stelle 
x sowohl positiv wie negativ, so liegen in der beiderseitigen unmittel- 
baren Umgebung dieser Stelle Punkte, an denen der Quotient nur po- 
sitiv, und Punkte an denen er nur negativ wird. 

Lehrsatz 5. Ist fiir die stetige Function f(a) der zweite Differenzen- 
A2 f 
Ax 
K, so muss es im Intervalle von « — Az bis x + Az Stellen geben, 
an denen der zweite Differentialquotient schliesslich gleich oder grésser 
als K wird, und Stellen, an denen er schliesslich gleich oder kleiner 
als K wird. 


quotient bei einem bestimmten endlichen Werthe von Aw gleich 


Beweis wie im vorigen Paragraphen. 

Lehrsatz 6. Ist fiir die stetige Function f(x) der zweite Difte- 
renzenquotient bei einem bestimmten Werthe von Az gleich K, so 
muss es auch im Intervalle von « — Az bis x + Az eine Stelle geben, 
an welcher der zweite mittlere Differentialquotient schliesslich gleich 
K wird, falls derselbe eine bei allen Werthen von « stetige Func- 
tion ist. 

Lehrsatz 7. Ist fiir eine stetige Function der zweite mittlere 
Differentialquotient in einem Intervalle von « =a bis x =b schliesslich 
allenthalben 0, so ist f(x) eine lineare Function (Satz von Schwarz). 

Beweis wie im vorigen Paragraphen. 

Lehrsatz 8. Ist der zweite vorwiirts gebildete Differentialquotient 
eine stetige Function von x, und ist dabei lim SIAE. os 0, 
so sind seine Werthe mit dem riickwiirts gebildeten und dem mittleren 
identisch. 

Ist der mittlere Differentialquotient eine stetige Function von 2, 
so sind seine Werthe mit dem vor- und riickwiirts gebildeten identisch. 

Beweis. Hs sei 


; “SEF a 1 . Arf 
lim = =f; (a), lim a = fy(2), lim = fn(2). 


Mathematische Annalen, XXIII. 18 
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A? , 4 
Der Quotient be als zweiter vorwirts gebildeter Quotient an 


der Stelle  — 2Az betrachtet, besitzt einen Werth, der nach Lehr- 
satz 6 des § 4 unter den Werthen enthalten sein muss, die /,(x) im 
Intervalle von x — 2Az bis x annimmt. Demnach besteht die 
Gleichung 


A? f .s 
sar =h(e—20A2); (<90<)), 
Ebenso ist 
Ai f 
Sa =f@—Ohz). (—1<O0<+)). 


Hieraus folgt: 
fy (x) = fu(%) = fy (2). 
Desgleichen bestehen, wenn /,,(x) stetig ist, die Gleichungen: 


Ai f : A? f 
= fm(@ + 20Az), —- 





= fn(a — 2042) 


und danach ist 
fi (2) = fo(%) = fn(*). 
Die Siitze gelten auch, wenn die Functionen unendlich werden, 


doch so, dass sie dabei keine sprungweise Aenderung des Zeichens 
erleiden. 


§ 6. 
Allgemeine Siatze fiir den nten Differenzenquotienten. 


Das Ziel der bisherigen Untersuchung bestand darin, die Be- 
dingungen anzugeben, unter denen man aus dem Nullwerden eines 
Differenzenquotienten auf die Beschaffenheit der Function schliessen 
kann. Ist der erste Differentialquotient (der vorwiirts gebildete oder 
der mittlere) allenthalben in einem Intervalle 0, und die Function 
stetig, so ist die Function constant. Ist der zweite vorwiirts gebildete 
Differentialquotient allenthalben 0 und die Function stetig, so ist sie 
eine lineare Function, wenn noch die Bedingung hinzukommt, dass 


+ _ 
arta t - = 0 wird. Ist der mittlere zweite Differential- 


lim 
quotient allenthalben 0 und die Function stetig, so ist sie eine lineare 
Function. 

Es entsteht die Frage: Unter welchen Bedingungen kann man 
bei einer stetigen Function, deren nter Differentialquotient allenthalben 
0 ist, schliessen, dass die Function eine ganze rationale Function von 
nm — lter oder niederer Ordnung sein muss? Die Eigenschaft ist fiir 
sich allein sicherlich nicht ausreichend, da man einen nten Differenzen- 
quotienten so definiren kann, dass er fiir ein aus geradlinigen Strecken 
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oder allgemeiner aus parabolischen Curven » — 1ter Ordnung zu- 
sammengesetztes Gebilde diese Kigenschaft hat. Bei einer ganzen 
rationalen Function » — 1ter Ordnung convergirt der nte Differenzen- 
quotient gleichmdssig nach 0, d. h. es ist, abgesehen von dem End- 
punkte, an welchem ein vorwiirts gebildeter Differenzenquotient nicht 
méglich ist, ein und derselbe Werth von Az ausreichend, so dass 
2 =0 wird fiir alle Werthe von #. Sonach ist die Bedingung 
der gleichmissigen Convergenz sicherlich eine nothwendige. Umgekehrt 
soll nun zuniichst gezeigt werden, dass sie eine hinreichende ist. 

Definitionen. Als nter vorwirts gebildeter Differenzenquotient an 
der Stelle 2 werde definirt: 


A"f(@) __ f(@-+-nd2)—n, f(e+n—1A2) + mf(a+n—2A2) +--+ (—1)"f(@) 
Ax" Ax” 


n(n —1)(m —2)---(m—Kk+1) : 
k! 


? 





n= 


Derselbe convergirt gleichmissig nach 0, wenn fiir jeden Werth 


n 
von x lim _A'f 
A 





fiir « = 0 ebenfalls 0 wird, derart, dass bei allen 


Werthen von a derselbe Werth von Aw hinreichend ist, um nach 
Fixirung einer beliebig kleinen Grésse 0 die Ungleichung 


bs [-A°f@)] <9 
= Aa" * 


zu erfiillen. Dies gilt dann auch von jedem mittleren, oder dem riick- 
warts gebildeten Quotienten. 


Lehrsatz 1. Convergirt fiir eine stetige Function f(z) Ofe) 
zx 
fiir Ax=—0 gleichmiissig nach 0, so ist f(x) eine ganze rationale Func- 
tion von » — lter oder niederer Ordnung. 

Beweis. Es bezeichne a einen beliebigen festen Werth, x eine 
Variabele, Ax eine willkiirliche zuniichst feste Grésse. Man bilde die 
Gleichung: 

f(a) = f(x) + (a— 2) Af (a) » (a@—2#)@—#2—As) Affe) .. 


x Ax 


(a — #) (@—@—da)---(a—e@—n—2Ae) AN" f(@) 
: Se —L? + (2). 





Die Function p(x) heisst der Rest der Entwickelung; sie ist durch 
diese Gleichung definirt, und ausser von x von den Constanten a und 
Az abhingig. Der Kiirze wegen werde die Facultat 

_ <2 ian ia Te 
= 8) (6-8 — Ae) ~ Sood hand Sod. SOY Se 
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gesetzt. Die Function g() lisst sich nun auch durch den nten Diffe- 
renzenquotienten der Function f(a) definiren, indem man die obige 
Gleichung fiir den Werth «+ Az statt x bildet. Die Facultiit 
(a — x), geht tiber in 

eiy= Ax), Pe (a—2#2— Az) (a—«x ae ---@—2— nA&x) 


a—x—nAx 


= (a — &)n a—2x 


? 
so dass die Gleichung erhalten wird: 

(a— «2#— Az), = (a — 2), -—(a—x#— Axr)y1: Az 
und durch die Substitution « + Aw folgt die Gleichung: 


f(a) = f(@# + Az) + (a—a2— Az), Afe t Se) 


n-le 
2 ETS*) + oe + A2). 


*(a — &— AL) tant 


Ersetzt man in der friiheren den Werth (a — x), durch (a —2— Az), 
— (a — x — Az),-1- Ax, so erhilt sie die Form 
ay . , 4 A (a 
f(a) = f(x) + [(a — 2 — Az) + Az] ae ve 


—f(@) ; 
ai + P(e), 
so dass durch Subtraction dieser Gleichung und Division mit Az, 
weil sich die iibrigen Terme gegenseitig aufheben, die Relation er- 
kannt wird: 


-[(a — & — Ai + (a — & — AL)y-2 -Agz) 4 


(a—2— Az), fe) 4 vet se)—96) _ o, 


Ax 

Es ist nun g(a)= 0 wie aus der ersten Definition hervorgeht; 
und diese neue Differenzengleichung kann man zur Bestimmung von 
(x) folgendermassen verwerthen. Man wihle Aw so, dass es einen 
Zrz—a 


aliquoten Theil von 2 — a bildet, Az = = 


» m eine ganze Zahl. 


Bezeichnet man die Differenzen p(x + Ax) — g(x) mit Ag(z), 


so ist 
p(a + Ax) — 9(a) = Ag(a), 
g(a + 2Az) — p(a+ Ax) = Ag(a+ Az), 
-* — — re — _ 


g(a + mAz) — - +m — TAs) = Ag(a + m — 1Az). 
Durch Summation folgt, weil m(a) = 0 ist, 


g(x) = Ag(a) + Ag(a+ Az)+---+Aq(e —- Az). 
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Ks ist demnach (xz) gleich dem m-fachen eines Mittelwerthes 
aus den Werthen Ag(a), Ag(a+ Az), ---, Ag(x— Az), und da, 
wie aus der Stetigkeit der lunction f(x) hervorgeht, auch (a) bei 
jedem endlichen festen Werthe von Az stetig ist, so ist dieser mittlere 
Werth sicherlich enthalten unter den Werthen, die Ag(é) annimmt, 
wihrend € das Intervall von a bis 2 durchlauft. Sonach kann man 


setzen 
A O(a — 
(2) = m'- Bela + 6iz — a) — “24 om Rp any 


(0<O8<1), 


und sonach besteht, zufolge der oben gefundenen Relation, die 
Gleichung 


y(“) = (a — 2) (— O(a — a) — Ae), , 


und es ist also: 


f(a) = f(a) + (a — «) Af@ 








A" f(a + O(@ —a)) 
A a” 





A*-1 F( 


; 2) . P 
->+ (a— 2 )e—1 +(a—2)(90(a—z)—Az) 


A" f(a+0 (a—a)) 
n—1 Aa” 

Diese Gleichung, welche der allgemeine Ausdruck der Taylor’ - 
schen Summe ist, mit der von Cauchy dem Restgliede gegebenen 
Form, und zwar gebildet fiir endliche Differenzen, findet sich in der 
Abhandlung von Crelle (Journal, Bd. 22): ,,EKinige Bemerkungen 
iiber die Mittel zur Schiittzung der Convergenz der allgemeinen Ent- 
wicklungs-Reihen mit Differenzen und Differentialen.“ 

Die Grésse Aw kann nun beliebig klein gewahlt werden, sie ist 
nur der Bedingung unterworfen einen aliquoten Theil von a — % zu 
A" f(x) 

.n 


bilden. Wenn nun die Function gleichmiissig nach 0 conver- 


A" f(a + O(a —a)) 
Az” 

auch die Verinderliche © annehmen mag, ebenfalls zu 0, und man 

erhalt die Gleichung: 


girt, so wird, wenn Az Null wird, , welche Werthe 


f(a) = f(#) + (a — a) lim Sf) 4 Cig SEO 
jo—aey" .. A*“*fs) 
er lim - a , 


die fiir alle Werthe von a und ~« giiltig ist, also wenn man a als 
Variabele, x als constant ansieht, f(a) als ganze rationale Function 
n-—1ter Ordnung definirt. Man kénnte nur noch die: Frage auf- 
werfen, ob diese Grenzwerthe nicht auch vollig unbestimmt werden 
kénnen, und ob sie wirklich unabhingig von a sind, da Aw nicht 







os SE aia rk i 


ae 
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stetig nach 0 convergirt, sondern aliquote Theile von a — x durch- 
liuft? Da die linke Seite bei allen Werthen von a eine bestimmte, 
stetig sich andernde Function sein soll, so ist diese Méglichkeit in 
der That ausgeschlossen. Denn wenngleich die Summe zweier oder 
mehrerer Gréssen, welche unbestimmt werden, immerhin noch be- 
stimmt sein kann, so ist dieses doch nicht méglich, falls die Gréssen 
mit verschiedenen Variabelen multiplicirt sind. Indessen kann man, 
um nichts in Zweifel zu lassen, auch folgendermassen verfahren. Es 
seien @,a,... a, beliebige Stellen des fiir f(z) gegebenen Intervalles, 
und die Strecken a,@,,@,a,,...,@,@, seien unter einander commen- 
surabel. Bezeichnet dann x eine beliebige Stelle, und ist a,2 commen- 
surabel mit a,a,, so erhilt man, wenn Az ein gemeinsames beliebig 
kleines Maass dieser Strecken bezeichnet, da dann auch die Strecken 
@y%, A,X%,+++, 4,2 durch Aw messbar sind, und da die Werthe 
A*fla+O@—a)) A*f(m+O@—a) | A*f(a,+0(e-a,)) 
Ax" . Ax” Aa” 

durch Wahl von Az siimmtlich kleiner werden, als eine beliebig kleine 
Grésse 0, die Gleichungen: 


f(a) & (< 8) =f) + (a — 2) A + by ~~, See .. 


Ax 
Aarts ) 
(a, ong L)n—1 errs ’ 
A 2f/( 
f(z) + (< 8) =f (@) + (& — 2) “KE + (a, — 2), “LO 
ar 4 
(a, Pd L)n—1 ae ; 


f(a) + (<8) =f (@) + (a —2) ate) in — arf 


List man diese Gleichungen nach f(x) auf, so folgt: 
| 1 (@,—2) +++ (@, — 2a | 
| 1 (a, —2) ih ee (dy — %)n-s | 
f(a) - ; : eke - | 
| 1 (@,—2) +++ (Qn — %)n-1 
| f(a) + (< 8) (@,—2) --- (4, — 2H 
- f(a) + (< 8) (@,—2) +++ (dy — 2-1 


f (an) + (< 8) (@n—2) ... (@n—2)n—1 | 








un 


O: 
vo 


ah 
de 


so 
ul 
de 
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und convergirt A(x) nach 0, so geht diese Gleichung iiber in: 


| f(a) (a, ae Z) - - (a — x)! 
Tar) (a, — — ae, ial x)" 
f(#) TT (a; = ay) = « E 


\f(ax) (an — x) eee (dn a z)j-? 


Sie definirt also f(x) fiir jeden Werth von x, bei welcnem a,x 
mit a,a@, commensurabel ist, als ganze rationale Function » — Iter 
Ordnung; da f(«) stetig ist, so ist die Function damit fiir alle Werthe 
von & definirt. 

Zusatz. Man kann die allgemeine Entwickelungsformel auch so 
abiindern, dass das Restglied die Form erhalt, welche Lagrange 
der Taylor’schen Reihe gegeben hat. 

Definirt man die Function p(w) durch die Gleichung: 


f(a) = fla) + (a — 2) Sf 4 (a— 2), SPO ... 
- (@— 2)n—1 <— ai + (@— Zn 9(2), 


so folgt, wenn man an Stelle von x den Werth «+ Az einsetzt, 
und von der andern Gleichung die urspriingliche subtrahirt, auf Grund 
der oben benutzten Relation: 


(a — £)n = (@— & —Atz), + (a —&— At)n-1- Ax 
fir die Function (x) die Kigenschaft: 


A” f(x) / : g(@ +a) — p(x) 
Az” + (a@—%— 42), Aun 


— (a — « — A&)n-1- O(a“) = 0, 


(a — 2 — AL)n 1 


die, wenn man den Factor (a — « — Az),_-1 beseitigt, iibergeht in 


aon ) 4. 2 8 mhe (p(x +A2)—9(a)) — p(x) =0, 








nAx 
oder: 
A" f(x) a—xz—nhe —£—* att 
es + sAe p(x+Ax = 9(2) ( 


Es sei nun Az ein aliquoter Theil von «—a und zwar «—a=—mAz, 
(m ganze Zahl); dann bilde man die vorstehende Gleichung fiir die 


Werthe: z=a, a+ Az,---,a+m—1Az, so erhalt man: 
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ALO _ 9(a-+A2)=0, 
Az 
A*feth2) _ 14% 5 gigant 1 g(a+Az) =0, 
Ax" n n 
AN fates) _ 2+" 9 (g43Az)+ 29(a4+2A2)—=0, 
Ax" n n 


A" f(a+-m—1A2) __ m—1+n 9(a+mAz) + m— 
Ax” n d n 


' p(at+m—1Ax)=0. 

Man addire die Gleichungen, nachdem man sie zuvor mit solchen 
Factoren multiplicirt hat, dass die Gréssen p(a+Az),---, p(a-+-m—1 Az) 
sich dabei fortheben, so folgt: 


n n ) n flag 
A°T@) 4 4 A” f(a + Az) +n de, he A" f(a + 242) 


Ax" Aa" Ax” 
> n(n + 1)... (m+ m — 2) A" f(a +m —1Az2) 
m— 1! Aza" 
1 pee —1 
ae (n + a ) rs - ) g(at+mA az). 
Hieraus erkennt man: (a+ mAz)= (x) ist gleich einem 
n nei — . 
Mittelwerthe aus den Gréssen 40% .., A-fla-+m—1A2) , und da 
Aa” Az" 
ney 
a eine stetige Function ist, so kann man setzen: 
x 
» a hat 
p(z)— Set ee—9) = o<e<)). 
xz 


Sonach hat man die Gleichung gewonnen: 


fa) — f(a) + (a — 2) YS + (@ — a “Kee 


A" f(a) 


rR (2 — 
++ (@— L)pr- ree ) A" fla+ O(@ a)) 


--+ (a— 2) A. 


Ax" 
Dabei ist wie friiher: 


F (a — x) (a— a2 — Az)...(a—a —k—1Az) 
— dow ARE 2 00... be 53a 


und Az bedeutet einen aliquoten Theil von a — z. 
Lehrsatz 2. Der Werth des nten Differenzenquotienten, gebildet 


n , 
ae, ist unter den 


fiir einen endlichen Werth des Incrementes h, 
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Werthen enthalten, die lim Ate in dem Intervalle von z bis 
x 


x-+-nh annimmt, falls der nte Differenzenquotient gleichmiissig nach 
seinem Grenzwerthe convergirt. 
Beweis. Fir n= 1 ist 
. A ] 
fle +h) = f(a) +h ALE EOD | 
sobald Aw einen aliquoten Theil von h bezeichnet. Convergirt der 
Differenzenquotient gleichmissig nach seinem Grenzwerth, so giebt es 
eine Stelle im Intervalle, an welcher der Grenzwerth des ersten Diffe- 


) renzenquotienten beliebig wenig vom Werthe i <2 =f) abweicht. 


Da der erste Differentialquotient zufolge der gleichmiissigen Convergenz 
nicht unstetig sein kann, so folgt weiter, dass es eine Stelle geben 


° E — ) -s ° ° 
muss, an welcher er genau gleich fer) = FO) ist, Uebrigens ist 


der Satz unter allgemeineren Bedingungen schon im § 2 bewiesen. 
Lehrsatz 6. 
Fiir die héheren Differenzenquotienten kann man demnach den 
: Schluss von » — 1 auf m anwenden. 
Es sei fiir den nm — 1ten Differenzenquotienten die Gleichung be- 
n wiesen : 
AN @) _ AX *fle+ O(n — 1h) 
R*-1 Axg®™ 


wobei Az beliebig klein ist, und lediglich der Bedingung zu geniigen 
hat, einen aliquoten Theil von h zu bilden, so soll bewiesen werden, 
dass auch 

A" f(@) __ A" fw + Onh) 


. Ax" 
ist. Nun ist 
fle +h) — f(a) 
Af) _ h 


h" PT ae ; 








also, wenn man den Quotienten fet o— fe mit (x) bezeichnet: 


A" @(a) _ A” * p(w + O(n — 1) h) 
a ea Aa* 


an fa@+h+ O(n—1)h) —f(e@+ Om—1)h) 
h 


let — Se iced Te tal 





Wenn aber Az einen Theiler von h bildet, so ist auch: 













» —————— 
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f(a@+h+ 0 (nm — 1) h) — f(@ + O(m — 1) A) 
h 


_ Af(a+(m—1)Oh4+O'%) _ Afw+Onh) 


Ax ba Az ? 





wobei © einen neuen Bruch zwischen 0 und 1 bezeichnet. Mithin ist 
in der That: 
A*f(x) _ A" f(x+ Onh) ; 
h" a re 


Wenn nun der Quotient fiir Az —9 gleichmiissig nach seinem . 
Grenzwerthe convergirt, so ist 


A" f(a + Onh) = A" f(a + Onh) + (< 8d) 
Az" Azr=0 Az" ait os 
also ist: 
A" f(x) 


Az og 


h” 42=0 


Es giebt mithin eine Stelle, an welcher der Grenzwerth des 
nten Differenzenquotienten um weniger als die beliebig kleine Grésse d 


vom Werthe af ) differirt; und da zufolge der gleichmiissigen Con- 
x 


vergenz der nte Differentialquotient nicht unstetig sein kann, so muss 


es eine Stelle geben, an welcher er gleich aie). ist. 
) 
Aus der abgeleiteten Gleichung folgt noch: 
Lehrsatz 3. Der Werthevorrath der Function ae im Inter- 
x 


valle von x bis x + nh, d. h. die Gesammtheit der Werthe, welche 

man erhilt, wenn man nach Fixirung einer beliebig kleinen Grdésse 

Az den Quotienten fiir alle Werthe von 2 bildet, und sodann Ax 

nach 0 convergiren liisst, schliesst immer auch den Werth des Diffe- 
A" f(a) 

Az" 

von Az, in sich ein. 


renzenquotienten - 





, gebildet mit einem festen endlichen Werthe 


Dagegen brauchen die Werthe lim _™ 
x 


42=0 


, gebildet fir simmt- 


liche Stellen des Intervalles von x bis x + nAz keineswegs mehr den 


Werth des nten Differenzenquotienten it = in sich zu enthalten, 
x 


sobald, wie dies beim Lehrsatz 3 gedacht ist, die gleichmissige Con- 
vergenz nicht mehr besteht. 

Die Bedingungen der Sitze 1 und 2 enthalten die gleichmissige 
Convergenz. Da nun aber der Nachweis gleichmissiger Convergenz in 
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jedem einzelnen Falle haufig nicht ohne Schwierigkeit gelingt, so ist 
die Frage nicht iiberfliissig, ob man dieselbe nicht durch andere Be- 
dingungen zu ersetzen vermag. Die in den ersten Paragraphen aus- 
gefiihrten Untersuchungen haben darin ihren Werth, dass sie dieser 
Bedingung nicht bediirfen. Dieselben werden fiir den nten Differenzen- 
quotienten durch den folgenden allgemeinen Satz generalisirt: 
Lehrsatz 4. Hat eine stetige Function f(#) die Eigenschaft, dass 


der Werthevorrath des Quotienten Ate) durchaus endlich bleibt, 
xz 


und dass lim 


A fei. = () wird fiir jeden einzelnen Werth von x, so 
x 


ist f(#) eine ganze Function von » — lter oder niederer Ordnung. 
Beweis. Man kann zunichst beweisen, dass die Function fiir 
jeden Werth von x eine bestimmte Ableitung von der Ordnung » — 1 
hat, und dass diese Ableitung stetig ist. 
A" fle Be) — a" 
Aa" 
K bei allen Werthen von 2, wie klein auch Aw wird. Wenn nun 
die Function an der Stelle « keinen bestimmten Werth des » — lten 
Differentialquotienten besitzt, so heisst dies, es lisst sich nach Fixirung 
einer beliebig kleinen Grésse Az, noch immer eine beliebig kleine 
Grosse A’x < Ax bestimmen, so dass die Differenz 
AN fe) _ A™*F@) 
Aa*—t Ax 

dem Betrage nach grésser ist als eine endliche Zahl 6, die nicht mit 
Az nach 0 convergirt. Der Quotient 

A" *f@)_ 

Aa™ 


1 
e Zz . . . eo 
Es sei (2) kleiner als eine endliche Grésse 


‘n—1 
ist aber nach dem vorigen Satze gleich et , wenn & einen Werth 
Aa" 


im Intervalle von x bis + »—1Az, und A’a@ einen aliquoten be- 
liebig kleinen Theil von Az bezeichnet. Dass man in der That A’x 
auch als einen aliquoten Theil von Aw bestimmen kann, folgt daraus, 
dass der Differenzenquotient bei allen endlichen Werthen von Az eine 
stetige Function von Az ist. Es ist also auch 


[A —a™" fo) — a 
A'a® + (§ — a) s—# 
Man kann von vornherein Az so klein wihlen, dass = grosser 
ist als K. Demnach ist 


[ A"-* f(&) — A" f(x) 
A’a*—!(— — x) 








]>x 
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Wahlt man h beliebig klein, so giebt es im Intervalle von a bis & 
auch eine Stelle z,, fiir welche 


Ca" f(a, +h) — A’ fied | S K. 


Aa" "h 


Denn die Grenzwerthe fiir h = 0, gebildet fiir alle Werthe von 
x bis —, miissen die Werthe der Differenzenquotienten in sich ent- 
halten. Hat man h so fixirt, dass es einen aliquoten Theil von A’z 
bildet, so wird nach dem vorigen Satze im Intervalle von 2, bis 
< 2, +n—1A’‘«x auch eine Stelle x, ausfindig gemacht werden kénnen, 
fiir welche 
A" 'f Xa + h) — A" f (wa) > K. 
h™ 
Dies widerstreitet aber der Voraussetzung; d. h. es existirt an 
jeder Stelle eine » — 1te Ableitung der Function. Diese Ableitung 
ist stetig. Denn aus den Gleichungen 


n—1l ¢ a n—1 
An" f(z ee A*~ f(%)_ < KAz, 


A" *f(@+2h2)—A™*f@+Aa) — KAz, 


Aa" 


gebildet bis zu dem Werthe « + nAz = xz,, folgt durch Summation: 


A” 1 F(a) A®"-! f(x) 
Aa™ 1 see Aa” . 


< K(x, — 2). 


Hier bedeutet Ax einen aliquoten Theil von 2, — wz. Lisst man 
aber Az nach 0 convergiren, so kénnen x und a, zwei beliebige 
Stellen bezeichnen, und es ist, wenn f"—'(x) den » — 1ten Differential- 
quotienten darstellt, 


f(a) — f°-1(a) < K(x, — 2), 


woraus die Stetigkeit hervorgeht. Ferner kann man beweisen, dass 
der » — Ite Differenzenquotient gleichmissig nach seinem Grenzwerthe 
convergirt. Denn wenn es bei noch so kleinem Werthe von Az 
Stellen giebt, an welchen fiir A’x < Az die Differenz 


A"—! f(x) A’ f(x) 
A 2"! _ N ag! 


gleich oder grésser ist als eine endliche Zahl 6, die nicht mit Ax 
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, m P . A” f(a 
nach 0 convergirt, so kénnte auch, wie eben gezeigt wurde, <5 ~ 
x 

nicht durchaus endlich sein. 
Aus der gleichmissigen Convergenz des » — 1ten Differenzen- 
, ' > “ee : 
quotienten und der Bedingung, dass lim - f allenthalben 0 ist, 


kann man schliessen, dass der » — lte Differentialquotient durchaus 
constant ist. Denn es ist nach dem vorigen Satze: 


A" f(a + Aa) — A"! f(a) 


Az" 
A” #(@ + Ax + O(m — 1) Aw) —A™—' f(a + O(n — 1) Az) 
. * at—l - ? 
Az - Ax 


wenn A’ eine beliebig kleine Grésse bezeichnet, die einen aliquoten 
Theil von Az bildet. Liisst man dieselbe nach 0 convergiren, so er- 
kennt man, dass es auch eine Stelle «+ «¢ im Intervalle von 2 bis 
x -+ (n — 1) Az giebt, an welcher 

fe + s+ Ae) —f*"@t+s) _ ANN @+ Aa) — A Tf) | 


Ax Ax” 


Lisst man Aw stetig nach 0 convergiren, so convergirt auch ¢ 
nach 0. Auf Grund des Lehrsatzes 10 im § 2 kann man hieraus 
schliessen, dass, da bei jedem Werthe von x 


f"— (@ + e+ Aa) — ff" (a+ &) 


a 
lum 
Ax 


4x=0 e=0 
und da, wie vorhin bewiesen wurde, iiberall 
nm—1 ’ “n—1 
se oe 
x,— 2 sie 


wird, f*-'(#) eine Constante ist. Bezeichnet man mit C den Werth 
dieser Constante, so ist 


f(") — 


eine stetige Function, deren » — 1ter Differenzenquotient gleichmdssig 
nach 0 convergirt. Also ist (xz) eine ganze rationale Function 
von »—2ter oder niederer Ordnung, und also f(x) von der Ord- 
nung »—1. 

Auf Grund des Lehrsatzes 13 im § 2 erkennt man, dass auch hier 
der Satz besteht: 


C 


n—1! iii 9 (x) 


: . A” f(a 
Lehrsatz 5. Der Werth des nten Differenzenquotienten - Ke). 


gebildet bei endlichem Werthe von Az ist, falls der Werthevorrath 
dieses Quotienten im Intervalle von « bis 2 + Aa durchaus endlich 
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bleibt, unter den Werthen enthalten, die lim Af) im Intervalle von 
x 


az bis x + nAz annimmt. 

Denn es ist: 

A"f(z) _ f"—*(4#+ (n—1) OAx + Az) —} f"—" (@ + (—1)OAz) 

Aa" Ax 
und der Quotient auf der rechten Seite ist unter den Werthen ent- 
halten, die 

OR ali + Aa + (n—1)0Az) — f"—' (a+ (n — 1)0Aax) 
Az 
im Intervalle von 2+ (n—1)0Az bis « + (n—1)0Axz-+ Az an- 
nimmt. 

Lehrsatz 6. Hat eine stetige Function f(#) die durch successive 
Differentiation nach einander gebildeten Ableitungen: f’(x), f’(x)--- 
f* (x), und sind diese Functionen ebenfalls stetig, so ist auch 

n m—1 n—1 
im 2). .. tim £ +8 - f*~*(z) 
42=0 Aa” A=0 
tiberall, wo die rechte Seite tiberhaupt einen bestimmten Grenzwerth besitzt. 

Beweis. Man kann zeigen, dass der Satz, wenn er fiir n — 1 
giiltig ist, auch fir m gilt; fiir den zweiten Differenzenquotienten 
wurde er bereits direct bewiesen (§ 4, Satz 1). 

Ist die Gleichung richtig: 

A" f@) _ f*(@+ m—2) Ode + Az) — f**(@ + (n— 2) Od2) 
— — Ae Ri. 











unter der Voraussetzung, dass {"-*(x), sowie alle vorangehenden Ab- 
leitungen stetig sind, so folgt aus derselben, weil auch f*—'(x) eine 
durchaus bestimmte und stetige Function sein soll, 


n—1 
= fie) =f" (x + (n— 1) OAz), 
Ax 
also wird 
A"—* f(z + Aa) — A*~*f(@) 
Ax* 
_— (e+ (m—1) OAz+ Az) — f*—"(x@ + (n—1) Oz) 
dh Anu 


A* f(a) _ f**(@+ (n—1) OAx+ Ax) — f**(a)_ 
Ax" ((m—1)0+ 1) Az 
7 f"—" (w + (mn — 1) OAw + Aa) —f*"*(@ 
+ (m 1) 0} (@—1) 0 +1) Aa 


_ f**(@+ (n— 1) OAz) — f*"@) 
(n— 1) 0Aa@ 





woraus die Behauptung hervorgeht. 
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Ich will zum Schlusse noch anfiihren, dass man die fiir die ersten 
beiden Differenzenquotienten hinsichtlich der Existenz von Maxima und 
Minima geltenden Beziehungen fiir den mnten Differenzenquotienten 
allgemein so aussprechen kann: 

Lehrsatz 7. Convergirt der nte Differenzenquotient gleichmiissig 
nach positiven Werthen, d. h. ist ein und dieselbe obere Grenze von 
Aw ausreichend, so dass bei allen Werthen von # innerhalb eines 

AN f(e) 
Aa" 


Intervalles nur positiv ist, so kann die Function im Innern 


dieses Intervalles nur héchstens » — 2 mal den Wechsel eines Mini- 
mums und eines Maximums erleiden, und zwar muss, wenn diese 
grésste Anzahl zu Stande kommen soll, bei einem geraden » die Reihe 
mit einem Minimum, bei einem ungeraden » mit einem Maximum im 
Innern beginnen. 

jst 0 fe + Aa) — Aa" *f@) 

Aa” 
F(@ + h) — fa) 
h 


Beweis. gleichmiissig positiv, so 


wird fiir die Function (#2) = , in welcher h eine be- 


liebig kleine feste Grosse bezeichnet, 


lim 4° 9@) 

Aa" -1 

gleichmiissig positiv. Denn wire nach Fixirung eines beliebig kleinen 
Werthes Az, der zugleich als aliquoter Theil von h bestimmt werden 
moige, der Quotient 

art fet W)— fe) 


A**p(@) __ 
a2 Aa" 


negativ, so giibe es auch eine Stelle x + Oh, zwischen « und « + h, 
fiir welche der Quotient 
A" fiw + Oh) 
Aa" 
negativ wire, was durch die Voraussetzung ausgeschlossen ist. Dem- 
nach kann man durch Schluss von m — 1 auf n folgendermassen ver- 
fahren. 


Aus der Gleichung = > 0 folgt, dass lim - 


x Ax 

(x) eine wachsende Function ist. Mithin kann die Function /(2) 

kein Maximum haben; denn es liesse sich h so bestimmen, dass vor 

4 fe+h—Ka) 
h 


af (2) See 5 0, also 


dem Maximum der Quotien positiv, an der Maximal- 


stelle dagegen negativ wird. 


Aus der Gleichung ate > 0 folgt, dass lim ae > 0, also 
x x 





dass »(x) im Intervalle kein Maximum besitzt. Wiirde nun bei der 
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Function f(x) auf ein Minimum ein Maximum folgen, so wiirde sich h 
so bestimmen lassen, dass die Function g(a) successive die Vorzeichen 
minus, plus, minus erhilt; sie wiirde also ein Maximum besitzen. 

At f(a) 
Ax' 


Aus der Gleichung > 0 folgt, dass lim a >0, dass 


x 
also @(x) eine Function ist, die im Intervalle nicht die Folge eines 
Maximums auf ein Minimum erfahren kann. Wiirde nun bei der 
Fonction f(x) die Reihenfolge Maximum, Minimum, {Maximum ein- 
treten, so wiirde (x) die Reihenfolge plus, minus, plus, minus er- 
fahren, und wiirde auf ein Minimum ein Maximum folgen u. s. w. 
Auf Grund dieses Satzes kann man zu der Erkenntniss, dass das 
gleichmiissige Verschwinden des nten Differenzenquotienten nur bei 
einer ganzen rationalen function von » — 1ter oder niederer Ordnung 
eintritt, durch eine Reihe von Schliissen gelangen, die den beim 
ersten und zweiten Quotienten angewandten ganz analog sind. 
Das Ergebniss der Untersuchungen in diesem Paragraphen liisst 


ih , -_ F , a” 
sich in dem Satze zusammenfassen: Die Differentialgleichung F ¥ = (0, 
dx 


gegeben fiir ein bestimmtes Intervall von 2, besitzt als Integral in 
diesem lntervalle nur eine ganze rationale Function von » — 1 ter Ord- 
nung mit »” willkiirlichen Constanten, wenn man von dieser Function 
ausserdem noch verlangt, 

entweder, dass sie eine stetige Function ist, fiir welche die »—1 


nm 
ersten Ableitungen ebenfalls stetig sind, und fiir welche Ls I den 


Differentialquotienten der » — lten Ableitung bedeutet, 

oder, dass der nte Differenzenquotient der stetigen Function gleich- 

miissig nach dem Werthe 0 convergirt, 

oder, dass der nte Differenzenquotient der stetigen Function durch- 

aus endlich bleibt, und iiberall den Grenzwerth. Null hat. 

Werden diese Bedingungen nicht hinzugefiigt, so giebt es noch 
unermesslich viele andere stetige und unstetige Lésungen derselben 
Differentialgleichung, d. h. Functionen, fiir welche der vorwirts ge- 
bildete nte Differentialquotient iiberall den Werth Null hat. 


Dresden, im August 1883. 
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Notiz tiber die Abbildung einer stetigen linearen 
Mannigfaltigkeit auf eine unstetige. 


Yon 


Axret Harnacx in Dresden. 


Kann eine stetige lineare Mannigfaltigheit auf eine in jedem kleinsten 
Theile unstetige derart umkehrbar eindeutig bezogen werden, dass zweien 
Elementen der letzteren a,, a,, welche eine Folge bilden a, < a,, immer 
zwei Elemente der stetigen Mannigfaltigkeit a,', a,’ entsprechen, fiir welche 
auch a, <a, ist? Es scheint mir bemerkenswerth, dass dieser Satz 

zu bejahen ist, dass er aber zwei wesentlichen Einschriinkungen unter- 
| liegt, die beim ersten Anblick den Satz aufzuheben scheinen: Die 
discontinuirliche Mannigfaltigkeit darf keine isolirten Punkte enthalten 
und sie darf in keinem noch so kleinen Intervalle iiberall dicht sein, 
vorausgesetzt, dass sie dort nicht stetig ist. Das erstere ist unmittel- 
| bar einleuchtend. Denn sind die beiden Punkte a,, a, isolirt, d. h. ent- 





halten sie kein weiteres Element der Mannigfaltigkeit zwischen sich, 

so entspriichen ihnen zwei getrennte Punkte a,’, a,’ der stetigen Mannig- 
faltigkeit, und allen Punkten zwischen a,’ und a,’ kénnte kein anderer 
Punkt mehr zugeordnet werden. Von der Nothwendigkeit der zweiten 
Forderung tiberzeugt man sich zuniichst auf Grund der allgemeinen 
| Siitze tiber stetige Functionen. Angenommen es liesse sich eine Func- 
tion y = f(z) bilden, welche, wihrend x ein stetiges Intervall durch- 
lauft, discontinuirliche Werthe annimmt, die iiberall dicht in einem 
Intervalle gelegen sind, (etwa bloss alle rationalen Werthe), und die 
dabei der Forderung geniigen, dass fiir 7, <a, auch f(a) < f(%») 
ist, so miisste diese Function f(z) auch die Eigenschaft haben, dass 
zu jeder noch so kleinen Zahl 0 eine obere Grenze fiir h gefunden 
werden kénnte, so dass 


abs [f(# + h) —f(#)] <4 
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wird, Die Function f(x) wiirde also unter die iibliche Definition der 
Stetigkeit fallen, wihrend sie doch nicht, dem aus derselben abge- 
leiteten Lehrsatze gemiiss, siimmtliche Werthe zwischen zwei vorhan- 
denen anuimmt. 

In der That kann man die zweite Forderung direct beweisen. Es 
seien die Werthe der Function f(x) in jedem kleinsten Theile eines 
Intervalles iiberall dicht, jedoch discontinuirlich. Man fixire einen 
Werth A innerhalb dieses Intervalles, der von der Function f(x) nicht 
angenommen wird, und definire eine unendliche Reihe von Werthen 
der Function 


hi <fees*<ha<-es, 


welche nach A convergirt. Diesen Werthen entsprechen die Punkte 
Ly y+ ++ CX, < +--+ der stetigen Mannigfaltigkeit, die ebenfalls 
einen Grenzwerth X definiren. Der Stelle X kann nun nicht der 
Werth A entsprechen, da A von der Function f iibersprungen wird. 
Es kann ihr auch nicht ein Werth kleiner als A entsprechen, da sonst 
die Aufeinanderfolge der Functionswerthe f und der Argumente z ge- 
stért wird. Mithin gehért zu X ein Werth A-+ 0, und keiner der 
Werthe zwischen A und A-+ 0 kann von der Function f(z) ange- 
nommen werden, da das zugehérige x weder grésser noch kleiner als 
X sein kann. Die Function f(z) ist also nicht iiberall dicht in dem 
Intervalle. 


Es eriibrigt noch zu zeigen, dass man trotz dieser Einschriinkungen ° 


die Abbildung eines Discontinuums auf ein Continuum mit Wahrung 
der Aufeinanderfolge entsprechender Elemente ausfiihren kann. Dis- 
continuirliche Punktmengen, mit denen das mdglich ist, sind Mengen 
ohne Isolationen, die in keinem Intervalle iiberall dicht sind. Wie 
man solche Mengen construiren kann, habe ich an einem Beispiele 
(Annalen, Bd. XIX, pag. 239) gezeigt; ein ihnliches hat Herr Cantor 
(Bd. XXI, pag. 590) gegeben. 

Es giebt bekanntlich stetige Functionen, die in jedem kleinsten 
Intervalle oscilliren. Die von Herrn Weierstrass gebildete Func- 
tion (Mittheilung an Herrn du Bois-Reymond, Journal Bd. 79, 
pag. 29) welche Herr Wiener geometrisch discutirt hat (Bd. 90, 
pag. 221), gehért zu denselben. Fiir solehe Functionen kann das Vor- 
f (@ + Az) — f x) 

Ax 
kleinen Intervalle schliesslich tiberall positiv, oder schliesslich itiberall 
negativ werden; denn die Function wiirde alsdann in diesem kleinen 
Intervalle nur wachsen, oder auch nur abnehmen; vielmehr bilden die 


zeichen des Differenzenquotienten -in keinem poch so 


Stellen, an denen das Vorzeichen von lim fe bee) — fe) positiv 
ist, (einschliesslich von + 0) sicherlich in jedem Intervalle ein Discon- 
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tinuum. (Vergleiche den vorhergehenden Aufsatz § 2). An irgend 
einer Stelle x sei ein endlicher Werth Az so fixirt, dass 


f(a+ Ax) — f(a) => 0. 


Convergirt Aw nach 0, so convergirt auch y stetig nach 0, und zwar, 
da die Function eine oscillirende ist, derart, dass es bald wiichst, bald 
abnimmt. Man kann Az so fixiren, dass der Werth 7 im Innern nicht 
mehr erreicht wird, und ebenso x derart waihlen, dass der Werth 0 
im Innern nicht vorkommt. Es geht also » stetig mit Oscillationen 
in den Werth 0 iiber. Bedeutet nun ¢ einen Werth <7, und x+A’xz 
die Stelle, an welcher zum erstenmale f(a -+ A’x) — f(x) =« wird, 
so ist 


f(a + Ax) —f(e#+ Az) =—=y—e> 0. 


Die Stelle «+ A’x hat jedenfalls die Kigenschaft, dass der Dif- 
ferenzenquotient daselbst positiv ist; denn convergirt Ax stetig nach 
A’x, so ist diese Differenz, indem sie nach 0 convergirt, nur positiv. 
Alle Stellen, an denen der Werth ¢ zum erstenmale erreicht wird, 
sind, wenn ¢ alle Werthe von y bis 0 durchliiuft, eindeutig bezogen 
auf das Continuum y bis 0. Aber alle diese Stellen gehéren zu den- 
jenigen, an denen der Differenzenquotient positiv wird, und bilden daher 
sicherlich in keinem noch so kleinen Intervalle ein Continuum, Die 
Abbildung hat zudem die verlangte Eigenschaft, dass die Aufeinan- 
derfolge entsprechender Elemente in beiden Mannigfaltigkeiten die 
leiche ist. 

Die charakteristischen EKigenschaften der Weierstrass’schen 
Function stehen, soweit ich es iibersehe, immer in Zosammenhange mit 
discontinuirlichen Punktmengen ohne Isolationen, die aber auch iiberall 
dicht in einem Intervalle gelegen sein kénnen. Will man den Begritf 
des Unendlichkleinen, seiner Entstehung gemiiss, nur bei stetigen 
Mannigfaltigkeiten beibehalten, so werden durch Punktmengen ohne 
Isolationen riiumliche Trennungen innerhalb des Unbegrenzt- oder 
Unmessbar-kleinen definirt. *) 


oe 
5 


Dresden, im August 1883. 


*) Der vorstehende Satz tiber Abbildung eines Discontinuums auf ein Con- 
tinuum ist aus der Erkenntniss hervorgegangen, dass es stetige, nicht constante 
Functionen giebt, fiir welche der erste Differentialquotient an allen Punkten Null 
ist, mit Ausnahme von solchen, die nur ein discretes System ohne Isolationen 
bilden, und an denen der Differentialquotient unendlich ist, Wenn solch eine 
Function, wihrend w von a bis b wichst, das Intervall von f(a) bis f(b) durchaus 
wachsend (monoton) durchliuft, so sind alle Werthe dieses stetigen Intervalles 
eindeutig, und zwar in der geforderten Weise, auf ein Discontinuum abgebildet, 
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sobald man jedem Functionswerthe f(a) das Argument 2 desjenigen Punktes zu- 
ordnet, bei welchem zum ersten Male der Werth f(a) erreicht ist. In dem 
zweiten Theile meiner Untersuchungen iiber Differentialquotienten werde ich 
etwas ausfiihrlicher auf diese Functionen eingehen, da durch dieselben, was mir 
friiher entgangen war, und was durch diese Note vorbereitet werden soll, der 
Fundamentalsatz der Integralrechnung eine Einschriinkung erleidet, wenn man 
ihn auf den Fall ausdehnen will, dass die cu integrirende Functiou in allge- 
meinster Weise Unendlichheitsstellen besitzt. Inzwischen habe ich auch von 
Herrn G. Cantor brieflich erfahren, dass er auf dieselben bemerkenswerthen 
Functionen gefiihrt worden ist. 


December 1883. 
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Ueber die 27 Geraden der cubischen Flache. 


Von 


Rupotr Srurm in Minster i./W. 


Die interessante Configuration der 27 Geraden der cubischen 
Fliiche scheint noch lingst nicht eingehend genug untersucht. Die 
Dupel, Tripel,... von windschiefen Geraden der Fliche wurden von 
mir im 2. Kapitel meines Buches iiber die Flichen 3. Ordnung Nr. 21, 22 
betrachtet; ich begniigte mich dort im Ganzen damit, bei jeder dieser 
Gruppen die Zahl derjenigen unter den iibrigen Geraden der Fiche 
zu bestimmen, welche keine oder 1, 2,... Gerade der Gruppe treffen. 
Aber die durch diese Geraden entstehenden neuen Gruppen haben selbst 
merkwiirdige Eigenschaften, die ich neuerdings untersucht habe und 
die mich auch zu geschlossenen durch Gerade der Fliche gebildeten 
Figuren: Vierseiten, Fiinfseiten, Sechsseiten gefiihrt haben. Die Vier- 
seite (die sich als Degeneration einer Raumcurve 4. Ordnung 1. Species 
auffassen lassen) hatten schon a. a. O. Nr. 23 Erwihnung gefunden; 
die Fiinfseite und Sechsseite hat, wie ich nachtraglich bemerkt habe, 
Herr Affolter gefunden und behandelt*). Jedoch lehnt derselbe an 
eine bestimmte Erzeugung sich an, wihrend meine Betrachtung eine 
solche nicht voraussetzt und auch viel eingehender ist; auch meine 
Bezeichnung, denke ich, ist iibersichtlicher. 

Kine Mittheilung weiterer Eigenschaften der 27 Geraden dirfte 
nicht blos an und fiir sich von Interesse, sondern vielleicht auch 
fiir algebraische und analytische Untersuchungen von Nutzen sein. 
Ich erinnere an den Zusammenhang der 27 Geraden mit der Drei- 


*) Grunert-Hoppe’s Archiv, Bd, 56, 8. 113. — Auch Herr Zeuthen be- 
schiftigt sich in seinem Aufsatze iiber die Situationseigenschaften der Fliiche 
3. Ordnung (Math, Ann. Bd. VIII, 8. 1) mit auf derselben gelegenen Polygonen; 
indem er als Seiten nur Segmente der reellen Geraden nimmt, bildeter aus diesen 
Figuren Netze, welche die ganze Fliiche bedecken; so dass z, B. die Fliiche mit 
lauter reellen Geraden aus 10 Dreiecken, 30 Fiinfecken, 90 Vierecken (die in 
zwei Arten von je 30 und 60 zerfallen) zusammengesetzt ist. 
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theilung der hyperelliptischen Functionen von 4 Perioden, welcher 
1869 von Herrn Camille Jordan bemerkt wurde*), so wie an den 
Zusammenhang einer andern geometrischen Configuration, der Kegel- 
schnitte auf der Kummer’schen Fliche, mit den Thetafunctionen. 

Die Vierseite, Fiinfseite, Sechsseite finden sich in eigenthiimlicher 
Weise insbesondere beziehlich mit den Quadrupeln, Dupeln (oder Quin- 
tupeln II), Tripeln von windschiefen Geraden verbunden und gelangen 
wir deshalb auch zu ihnen am besten, wenn wir von diesen Gruppen 
ausgehen. 

Die blosse Geschlossenheit geniigt tibrigens noch nicht zur Defi- 
nition der Vielseite; es muss noch bestimmt festgesetzt werden, dass 
nur benachbarte Seiten sich schneiden, nicht benachbarte windschief 
sind (windschiefe Vielseite). 

Die EKigenschaften der Dupel, Tripel, ..., so weit ich sie a. a. O. 
angegeben, setze ich als bekannt voraus, insbesondere auch den Be- 
griff der Doppelsechs. Sei 

Ay Ay Ay hy As, Ae, 

b b, bs by b; be 
eine soleche, so mégen entsprechend die Configurationen, welche von 
den 6, 8, 10 Geraden gebildet werden, die in 3, 4, 5 dieser Colonnen 
stehen, eine Doppeldrei, Doppelvier, Doppelfiinf genannt werden. Da- 
mit freilich verstehe ich nun unter Doppeldrei etwas anderes, als was 
ich in meinem Buche, aber eben nicht der von Herrn Schlifli ge- 
schaffenen Terminologie entsprechend, mit diesem Worte bezeichnet 
habe. Dort nannte ich Doppeldrei den Inbegriff zweier Tripel, welche 
zusammen den vollen Schnitt einer Fliiche 2. Ordnung bilden; zwei 
solche Tripel werden wohl besser (sich gegenseitig) ergénzende Tripel 


genannt. 


I. 


1. Wir betrachten zuerst ein Quadrupel (von windschiefen Geraden) 
und die Figuren, welche es inducirt. Es seien g,, go, G3, gy seine 
4 Geraden; wir haben dann 2 Gerade Il’, |”, welche alle 4 treffen; 
dann weiter 4 Gerade l,, 1,, 15, l,, die nur je drei von ihnen treffen 
(z. B. l, die g,, g,, gs) und deshalb gegen einander windschief sind. 
Beide Quadrupel bilden eine Doppelvier: 


*) Comptes rendus Bd. 68, S. 865; Traité des substitutions S, 368; vergl. 
auch dazu Sylvester, Proc. London Math. Soc. Bd. II, 8. 155 Anm.; Clebsch, 
zur Theorie der biniren Formen 6, Grades und zur Dreitheilung der hyperellip- 
tischen Functionen, Abh. der Gétt. Ges. der Wiss, Bd. 14 (1868—69); Cremona, 
sulle ventisette rette di una superficie del terzo ordine, Kendiconti dell’ Istituto 
Lombardo, ser. II, vol. Ill, (1870). 
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aus welcher eine einzige Doppelsechs hervorgeht (FI. 3. O. S. 55). 
Die Tripel g, g. g, und l’1” 1, sind offenbar erginzende. Sodann giebt | 
es 6 das gegebene Quadrupel zweimal treffende Geraden, die Schnitt- 
linien m,, der Ebenen g;], und g,1;; sie treffen auch das ,,Gegen- 
quadrupel der 7; zweimal. Sodann geben die 8 Ebenen gjl’, g;l” in 
ihren dritten Geraden n,, n;’ die 8 das Quadrupel der g; einmal treffenden 
Geraden; betrachten wir das Dreieck g,1,m,,, so trifft die m,’ (oder »,”) 
von ihm weder die g,, noch die m,,, da m,'l’ und m,,/, zwei ver- 
schiedene an g, hiingende Paare sind, also die 1,; demnach sind die 
n;, n;° auch die einmal treffenden Geraden fiir das Quadrupel der ];. 
Endlich haben wir noch 3 Gerade, welche gegen alle g; windschief sind; 
zwei von ihnen, g, g’, sind gegen einander windschief und schneiden 
die dritte t. Nennen wir I’, 1", bez. g', g das Dupel der Schneidenden, 
bez. der Windschiefen fiir die g; Die Gerade ¢ ist die fiinfte Gerade, 
welche 1’, 1” trifft, ausser den g;, waihrend g,, g” die dritten Geraden 
in den Ebenen 7” ¢, l’¢ sind. Da demnach g’l”, gl’ zwei Paare sind, 
die an ¢ hingen, so sind jene gegen diese windschief. 
Die 1’, 1” sind windschief gegen die 1;, denn sie bilden, wie ge- 
sagt, mit jeder ein Tripel; also erginzen sie die 7; zum Sextupel, 
> ebenso wie g’, g” die g;; wir haben die Doppelsechs: 


I: 9293919 9's 
U, 0, l, 0, 0° 2”, 
welche aus der Doppelvier der g; und J; oder aus jedem der beiden 
Quadrupel hervorgeht; die g’, g” bilden also das Dupel der Schnei- 
denden fiir die J; Die Gerade ¢ ist auch gegen die J; windschief, zu- 
sammen mit den beiden sie schneidenden 1’, 1”; denn z. B. in ¢g'1” 
trifft 1; die g’, also nicht die ¢t In Bezug auf die beiden Quadrupel 
der g; und der 1; verhalten sich demnach die zweimal und die einmal 
schneidenden Geraden m,n und diejenige windschiefe t, welche die beiden 
andern schneidet, gleichartig; die Dupel der Schneidenden und der Wind- 
schiefen (sowie auch die g;, 1; selbst) haben thre Stellung ausgetauscht. 
2. Die Dreiseite g;i, m;, zeigen, dass zwei Gerade m ohne ge- 
meinsamen Index sich schneiden und solche mit einem gemeinsamen 
windschief sind und dass t alle 6 m trifft; folglich bilden die 6 Geraden 
m die 3 tibrigen Paare m,,m,,, 5, M4, My.Ms, an t, ausser g/l”, g’T. 
Die 8 Geraden n bilden ebenfalls eine Doppelvier: 








, , , , 

My NM, Nz Ny, 

” ” ” rx 

M4” Ny Ng” My 5 

die »’ z. B. schneiden sich nicht, weil sie zu verschiedenen Paaren 
20* 
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an l’ gehdren; die Dreiseite g,l’n,’ und 1” g,n,”" zeigen, dass n, die 
n, schneidet; m,’ und m,” schneiden sich nicht. Aehnlich findet man, 
dass g' die n; trifft, aber nicht die ,", g’ aber diese und nicht jene. 
Endlich zwei Dreiseite wie g;l,m,;, und l’ g, n, beweisen, dass mj, von 
Geraden ,', n,” mit verschiedenem Index getroffen wird. 

Fiiy das Quadrupel der nj werden die Dupel der Schneidenden und 
Windschiefen durch g/l’, gl" gebildet, fiir das Quadrupel der n;’ um- 
gekehrt. Die Gerade t ist auch fiir diese beiden Quadrupel diejenige 
Windschiefe , welche die beiden andern schneidet. 

Also zerfallen die 16 Geraden gj, 1;, n;, n;', welche gegen die Gerade 
t windschief sind, in 4 Quadrupel, welche zwei Doppelvieren bilden; 
diese 4 Quadrupel nehmen ihre Dupel von Schneidenden und Wind- 
schiefen alle aus zwei von den an t hiingenden Geradenpaaren gil”, g’l’, 
in den Zusammenstellungen 

VU IPS IFPI UV; GVA SV; SV, GV. 

Da jedes der Dupel, wie g, g”,... die an ¢ hingen, nur 4 wind- 
schiefe Geraden hat, die auch ¢ nicht treffen (die 6 andern sind die 
Geraden der Paare an ¢, zu denen g’,g” nicht gehéren), so ergiebt sich 
bei den Geradenpaaren g‘l”, gl’ nur dies eine Paar von Doppelvieren; 
denn im andern Falle miisste mindestens eines dieser Dupel gegen 
mehr als vier ¢ nicht treffende Geraden windschief sein. 

Vertauscht man die 2 Geradenpaare g/l”, gl’ mit] zwei andern 
an ¢ hiingenden, so findet sich, dass die 16 einer Geraden t nicht be 
gegnenden Geraden der Fliche auf 10 Weisen in zwei solche Doppel- 
vieren zerlegt werden kinnen. Eine Doppelvier kann man nun stets 
auf drei Weisen in ein Doppelvierseit verwandeln; z. B. die Doppelvier 


9: 9293 9s 
ly ly Uy 
giebt die drei Doppelvierseite : 
I 'y 93 by, 9, |, 94 ls, | 91's Joly, 
L92 ls 94, " Lgely Gs, Us be 43 
die drei weiteren Permutationen reproduciren nur dieselben Vierseite 
in entgegengesetzter Umlaufung. 

Dass die 6 hier auftretenden Vierseite g,l,g,1,,... der obigen Be- 
dingung fiir windschiefe Vierseite geniigen, bedarf keines Beweises; 
wir erhalten hier sofort den Begriff des Doppelvierseits, gebildet durch 
zwei solche Vierseite, die sich in eine Doppelvier umformen lassen. 

4. Bei jedem Vielseite auf der cubischen Fliche haben wir in 
den Ebenen je zweier benachbarten Geraden noch eine dritte Gerade; 
wir wollen diese Geraden die Winkelgeraden des Vielseits nennen. Ls 
seien d,, d,, d,, d, die vier Geraden der Fliche, welche ein Vierseit 
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bilden, und Wyo, Weg, Ws, Wy, Seien die Winkelgeraden. Zwei benach- 
barte der letzteren sind, weil zu zwei verschiedenen Paaren an der- 
selben Geraden gehodrig, windschief; zwei Dreiseite aber, wie d,d,w,,, 
d,d;W,,, beweisen, dass w,,, W,, sich schneiden; mithin bilden w,, wz,, 
W ,W,, ewei gegen einander windschiefe Paare, welche in Folge dessen 
an derselben Geraden | hiingen. Diese ist, weil sie eben alle vier w 
trifft, gegen die Seiten des Vierseits windschief, und da sie die einzige 
Gerade ist, welche alle 4 Geraden w trifft, auch die einzige gegen das 
Vierseit windschiefe Gerade, seine ,Gegengerade*. Die 6 andern 


Geraden, welche / treffen, miissen dem Vierseite — als Degeneration 
einer Raumeurve 4. Ordnung 1. Species — zweimal begegnen; sie 


treffen also zwei Gegenseiten und zwar soleche, die ein Paar an / 
bilden, verschiedene. Die 12 iibrigen Geraden treffen je nur eine Seite 
des Vierseits. 

Die Zahl der Vierseite ist 1080, denn jedes der 216 Dupel nimmt 

an 10 Vierseiten theil, weil es 5 zweimal treffende Geraden hat. Jede 
einzelne Gerade nimmt an 160 Vierseiten theil, da an ihr 40 Dupel 
hingen, deren jedes noch von 4 anderen Geraden zweimal getroffen 
wird. 
1880, 
27 
Gegengerade (vergl. auch Fl. 3. O. 8, 62). Diese 40 Vierseite sind 
aus den 16 gegen / windschiefen Geraden gebildet. Jedes von ihnen 
hat die 4 Geraden von zwei an | hingenden Paaren zu seinen Winkel- 
geraden, demnach sind dieselben 4 Geraden fiir je 4 Vierseite Winkel- 
geraden. Vier solche Vierseite umfassen aber die sdéimmtlichen 16 gegen 
l windschiefen Geraden. Zwei Vierseite niimlich, welche dieselben 
Winkelgeraden haben, kénnen nicht eine gemeinsame Seite haben; 
denn eine gemeinsame Seite zige sofort die Gemeinsamkeit der iibrigen 
3 nach sich. Demmnach zerfallen die 16 gegen eine Gerade | wind- 
schiefen Geraden auch auf 10 verschiedene Weisen in 4 Vierseite je 
mit denselben Winkelgeraden. 


Jede Gerade 1 ist ferner fiir = 40 windschiefe Vierseite dic 


Jede Seite eines dieser Vierseite trifft nur eine Seite eines der 
3 andern, denn sie gehdért ja fiir dieses zu den oben erwiihnten 12 ein- 
mal treffenden; ferner keine zwei Seiten des einen Vierseits treffen 
die niimliche Seite des andern, weil dann diese zu den zweimal treffenden 
des ersteren Vierseits gehéren wiirde. 

Seien d,d,d,d,, €,€,¢,e, zwei dieser Vierseite, derartig, dass 
d,d,, €,@ dieselbe Winkelgerade w,, haben u. s. f., so folgt, dass d, 
gegen ¢,, €,, €, windschief ist, weil sie je zu verschiedenen an w,, 
oder w,, hiingenden Paaren gehéren; es treffen daher d,, d,, d;, d, 
bez. nur €,, €;, @, €. Also erhellt, dass die 8 Geraden die 
Doppelvier 
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d, € dy e, 
e, d, e, d, 


bilden. Folglich erzeugen unsere 4 Vierseite zu je zweien ein Doppel- 
vierseit, und wir kénnen nun auch als Doppelvierseit den Inbegriff 
zweier Vierseite definiren, welche dieselben Winkelgeraden haben, die 
wir deshalb auch die Winkelgeraden des Doppelvierseits nennen kénnen. 

Unsere vier Vierseite mit denselben Winkelgeraden zerfillen die 
16 Geraden auf 3 Weisen in zwei Doppelvierseite, welche dieselben 
Winkelgeraden besitzen; wir werden sofort sehen, dass wir die 16 
Geraden auch auf andere Weise in Doppelvierseite zerlegen kénnen, 
welche nicht mehr in allen vier Winkelgeraden tibereinstimmen. IJm 
Ganzen kann man also die 16 Geraden auf 30 Weisen in zwei Doppel- 
vierseite mit den nimlichen Winkelgeraden zerlegen. 

Die Winkelgeraden eines solchen Doppelvierseits bilden zwei 
Paare, die an | hingen; die Dupel der Windschiefen und der Schnei- 
denden fiir die beiden Quadrupel der zugehérigen Doppelvier gehéren 
ebenfalls zu zwei an / hingenden Paaren; diese sind von jenen ver- 
schieden, denn jede Winkelgerade trifft aus jedem der beiden Quadrupel 
zwei Gerade, kann also nicht fiir das eine eine Schneidende, fiir das 
andere eine Windschiefe sein. Die aus den 4 Vierseiten mit denselben 
Winkelgeraden gebildeten 3 Doppelvieren nehmen ihre Windschiefen und 
Schneidenden aus je zwei der 3 an | hiingenden Paare, die nach Abzug 
der Winkeigeraden bleiben. Die Geraden des jeweiligen fiinften Paares 
treffen solche Gegenseiten der beiden Vierseite, welche in verschie- 
denen Quadrupeln der Doppelvier sich befinden; z. B. bei den obigen 
Vierseiten d,d,, €,¢,; bez. d,d,, e,@. 

4. Gehen wir zuriick zu dem am Schlusse von Nr. 2 erlangten 


Resultate. Die Doppelvier 7 7 . , gab uns dort die drei mit I., IL, 
1 a i 

III. bezeichneten Doppelvierseite. Die Winkelgeraden derselben sind bez. 
1819) Mog, Mgq, 0,43 Myo, Mog, May, My53 3, Moy, M,, m,,. Die- 
selben kénnen sich ja auch nur aus den drei Paaren zusammensetzen, 
die an ¢ hingen, ausser den Schneidenden und Windschiefen der beiden 
Quadrupel der Doppelvier. Und je zwei dieser Doppelvierseite miissen 
ein Paar von Winkelgeraden gemein haben. 

Die zweite Doppelvier, welche aus den 8 iibrigen die ¢ nicht 
m Ny My My , 
», liefert ebenfalls drei 


, 


treffenden Geraden gebildet wird, j arce tie 
M,” Ny” Ny” Ny 


Doppelvierseite : 
Hs 0%, 0, 2, 0,’ Ny n,n, , fe %, 0, Ms , 
1° ” , ” , II,. ” , ” ’ IIl,. ” , ” , 
Nz Ny Ny Ny , 0, NM, 0," Ny , Ny 0, M% My , 
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welche bez. dieselben Winkelgeraden haben wie I., IL, Ill.; so dass 
z. B. m,, die Winkelgerade in g,1,, 1, 9,, 414", MM, ist. 

Gruppiren wir z. B. I und I,, so haben wir zwei solche die 16 
gegen ¢ windschiefen Geraden umfassende Doppelvierseite, welche die 
nimlichen Winkelgeraden haben. Wir kénnen, wie schon oben ge- 
sagt, auf 30 Weisen die 16 Geraden in zwei solche Doppelvierseite 
zerlegen, da wir sie 10 mal in zwei Doppelvieren zerlegen kénnen. 

Gruppiren wir aber etwa I und II,, so bilden die 16 Geraden 
zwei Doppelvierseite, die nur ein Paar der Winkelgeraden gemein 
haben: Myo, Ms, Hine derartige Zerlegung ist also auf 60 Weisen 
moglich. 

Nehmen wir jetzt die 4 Vierseite von zwei Doppelvierseiten mit 
den niimlichen Winkelgeraden, etwa die in I, 1,: g,l,goly, lgolygy 
Ns 2," 2,’ Ny", N;" Ny mn," n,, so kénnen wir diese auf drei Weisen zu 
Doppelvierseiten und also auch zu Doppelvieren gruppiren; wir be- 
gniigen uns die letzteren hinzuschreiben, und fiigen jedem Quadrupel 
das Dupel der Schneidenden zu, das dann je fiir das andere Quadrupel 
das Dupel der Windschiefen ist: 


I 2939, \UV my nm ny nm’ |) gf V 

Lhkkigg” ’ my" msn," 0,” | gob”? 
Jy My” gs 14" | Um, lL, m, 1, ny | gi ms 
my Ly my Ly | gf My,’ Ms Jy Ms gy | U'my,’ 
GJ, % Js % | my, 1, a,” & 9,” | go m,, 
ms” ly my" Ly |g My,’ Ms Jy M gy | Uo my,’ 


so dass die Dupel der Schneidenden und Windschiefen aus den 3 
weiteren an ¢ hiingenden Paaren g'l”, gl’, m,,m,,, ausser den Paaren 
der gemeinsamen Winkelgeraden der obigen 4 Vierseite m,,m.,, My), 
genommen sind. 

Die 16 Geraden einer cubischen Fliche, welche einer Geraden der- 
selben nicht begegnen, lassen sich auf 10 Weisen in zwei Doppelvieren, 
auf 30 Weisen in zwei Doppelvierseite mit den niimlichen Winkel- 
geraden und auf 10 Weisen in 4 Vierseite mit den némlichen Winkel- 
geraden zerlegen. Jede Vertheilung der ersten Art fiihrt zu je 5 von 
jeder der beiden letzten, ebenso jede der letzten zu je drei von den 
beiden ersten. 


II. 


5. Beim Dupel g’, g” giebt es 5 Gerade 1,, l,, 1,, 4, l,, welche 
beide Geraden des Dupels treffen, ferner 2-5 = 10 Gerade, welche 
je blos einer von thnen begegnen, die dritten Geraden ¢;, ¢;° in den 
Ebenen g'l;, g1;; endlich 10 Geraden r, welche gegen g', g windschief 
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sind. dJede von diesen trifft 3 Gerade 1; wnd bildet mit g’, g” das er- 
ginzende Tripel zu deren Tripel; wir nennen deshalb die l,, l,, |, 
treffende r,,.,. Sie trifft dann noch ¢,’, ¢,”, ¢,’, 4,” und darnach 3 andere 
Geraden r und zwar, da. man leicht findet, dass zwei r mit zwei ge- 
meinsamen Indices sich nicht schneiden, 1145, Yo455 1345- Also zwei 
Geraden r, die nur einen Index gemein haben, schneiden sich. Die 
dritte Gerade in der Ebene zweier sich schneidender r ist immer die J, 
welche ihren gemeinsamen Index triigt. An jeder 7; hingen 3 Paare 
von r und g' t;, g” t;’.— Ein Quintupel hat héchstens eine Windschiefe, 
folglich kann aus den 10 gegen ein Dupel windschiefen Geraden kein 
Quintupel gebildet werden. 

Wohl aber lassen sich die 10 Geraden r, die gegen ein Dupel 
windschief sind, auf 6 Weisen in zwei windschiefe Fiinfseite zerlegen; 
von den 3 Geraden r, die eine Gerade eines der Fiinfseite trifft, sind 
zwei thre Nachbarseiten, die dritte liegt im andern Fiinfseit. Keine 
zwei Geraden des einen Fiinfseits treffen dieselbe Gerade im andern. 
Die 5 Geraden |; sind die Winkelgeraden aller dieser 12 Fiinfseite. 
Zwei so zusammengehdrige Fiinfseite bilden ein Doppelfiinfseit; diese 
Configuration wurde zuerst von Herrn Affolter a, a. O. bemerkt. 
Wir stellen die 6 Doppelfiinfseite zusammen, wobei wir uns begniigen, 
die Indices der r zu schreiben: 


135, 241, 352, 413, 524, 123, 345, 512, 234, 451; 
134, 251, 342, 513, 425, 123, 354, 412, 235, 541; 
153, 241, 532, 415, 324, 125, 543, 312, 254, 431; 
132, 541, 325, 413, 254, 153, 342, 215, 534, 421; 
531, 245, 312, 453, 124, 523, 341, 152, 234, 415; 


435, 214, 352, 143, 521, 423, 315, 542, 231, 154. 


Dass diese Figuren windschiefe Fiinfseite sind, ist aus der obigen 
Regel iiber das Schneiden und Nichtschneiden der Geraden r sofort 
klar. Das Gesetz in der ersten Zeile bedarf keiner Erlinterung; die 
andern Zeilen sind aus ihr durch Vertauschung von 5, 4; 5, 3; 5,2; 
5, i; 4,1 hervorgegangen. Mit diesen Vertauschungen sind die von 
3,1; 2,1; 4,3; 4,2; 3, 2 bez. iquivalent, indem sie dieselben Figuren 
in entgegengesetzter Umlaufung hervorbringen. Denn aus 12345 
gehen z. B. durch die Vertauschungen 5,4; 3,1 die Permutationen 
123854, 32145= 14532 von entgegengesetzter Reihenfolge 
hervor. Fassen wir das erste Doppelfiinfseit ins Auge, so sind beim 
linken Fiinfseite die aufeinanderfolgenden Winkelgeraden 1, , 1,, 1, , 1,, 1s, 
beim rechten aber /,, l;, 1,, l,, 1,3; bei dem einen benachbarte sind 
beim andern durch eine oder zwei (je nach dem Umlaufungssinne) ge- 
trennt. Daraus folgt auch, dass die Geraden des einen Fiinfseits, die 
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von benachbarten Seiten des andern getroffen werden, selbst nicht be- 
nachbart sind. Die Gerade r,,, des linken Fiinfseits trifft die Winkel- 
geraden /,, 1; und kann also, da die Geraden zweier an derselben 
Geraden hiingenden Paare windschief sind, nicht die von diesen ge- 
troffenen 4 Geraden 15,; 5 7512, 4515 7123 treffen, sondern nur die r,,,, wie 
dies ja auch aus den Indices hervorgeht; ebenso trifft 7,,, die r,,,, die 
von 7, durch 7;,. getrennt ist. 

Man sieht aber aus den Indices auch, dass die Winkelgeraden 
nicht blos je die beiden benachbarten Seiten eines Fiinfseits treffen, in 
deren Ebene sie sich befinden, sondern auch je die dem Winkel gegen- 
iiberliegende Seite; z. B. 1, auch v,,, im linken und ¢,,, im rechten 
Fiinfseit, welche beide Geraden selbst ein an 1, hiingendes Paar 
bilden. 

Bei einem Dupel haben wir also, ausser dessen beiden Geraden, 
ein Quintupel II (mit zwei Schneidenden), gebildet durch die zweimal 
treffenden Geraden, zwei Quintupel I (mit einer Schneidenden), ge- 
bildet durch die einmal schneidenden Geraden, und auf 6 Weisen ein 
Doppelfiin{seit, gebildet durch die gar nicht treffenden Geraden. 

Da die beiden Geraden eines Dupels mit den 10 einmal schnei- 
denden Geraden eine Doppelsechs bilden, in der sie Gegengerade sind, 
so zeigt sich, dass die 15 ausserhalb einer Doppelsechs befindlichen 
Geraden auf 36 Weisen ein Quintupel II und ein Doppelfiinfseit 
bilden. 

Statt vom Dupel auszugehen, kann man auch vom Quintupel II 
ausgehen, da dies dieselben Geradengruppen inducirt. Seien U1’, 1” 
dessen beide Schneidenden, so sind die 10 Geraden, welche nur eine 
Gerade des Quintupels treffen, die 10, welche blos eine Gerade des 
Dupels 1’, 1” treffen, die 10, welche 3 Quintupelgeraden treffen, die 
10 gegen 1’, 1” windschiefen. 

6. Behandeln wir nun das Fiinfseit selbststindig ; es sei d,d,d,d,d,. 
Nennen wir wieder seine 5 Winkelgeraden w,,, w,,, .-.; von dem 
Dreiseite d,d,w,, trifit d, nicht d,, @,, also w,,; so dass jede Winkel- 
| gerade auch noch die ihrem Winkel gegeniiberliegende Seite des Fiinf- 
seits schneidet; wir wollen sie deshalb Wy9,,, Wo3,5) -+ +, nennen. Weil 
aber W,,, die d, trifft, so trifft sie nicht w,,,, ,;,., aber auch nicht 
) W435) W549, da 2. B. Wyo, Woe35 Zu verschiedenen Paaren an d, 
gehdren. Demnach sind alle 5 Geraden w gegen einander windschief. 
) Seien nun 1’, 2” die beiden Geraden, welche 4 von den w treffen, so 
: sind sie deshalb gegen alle d@ windschief, weil sie z. B. in d,d,w,,, 
) schon die Seite m,,,, treffen; also schneiden sie auch in d,d,w,,,; die 
Seite w,,. Demgemiiss bilden die 5 Winkelgeraden eines windschiefen 
Fiinfseits ein Quintupel mit zwei schneidenden Geraden wnd diese beiden 
Schneidenden sind windschief gegen die Seiten des Fiinfseits und, da 











298 R. Srurm. 


eine Gerade, die dies ist, nothwendig die Winkelgeraden schneiden 
muss, die einzigen. Wir sehen daraus, dass die Fiinfseite, welche wir im 
Vorhergehenden aus den gegen ein Dupel windschiefen Geraden geformt 
haben, die einzigen sind. Da die Zahl der Dupel 216 ist, so haben 
wir 216 . 12 — 2592 Fiinfseite und 1296 Doppelfiinfseite. Suchen wir 
diese Zahl auf anderem Wege zu erhalten, um zugleich zu ermitteln, 
an wie vielen Fiinfseiten jede Gerade d, der Fliche theilnimmt. Wir 
haben 40 Dupel, welche sie mit beiden Geraden treffen; sei d,, d, 
eins derselben und seien w5;,3, Wi2,4 die dritten Geraden in d, d,, d, da). 
Die Gerade d, muss nun die windschiefen Geraden d,, w5;,3 treffen 
und deshalb gegen d,, d, windschief sein; wir haben solcher Geraden, 
ausser d,, 4. Sei eine derselben gewihlt; die Gerade w,, trifft von 
selbst d,, da d,, d, es nicht thun. Die noch fehlende d, hat nun 
d,,d,, Wi2,4 zu treffen; es giebt deren, da diese windschief sind, 3, 
darunter keine der schon vorhandenen. Jede Gerade participirt an 
40.4.3 = 480 windschiefen Fiinfseiten und die Gesammtzahl derselben 
ist 0 . 37 
0 


a= 2592. 


7. Fir das Fiinfseit d, d, d,d,d; haben wir I’, I’ schon als die 
einzigen nicht treffenden Geraden erkannt, ebenso die Winkelgeraden 
Wi2,4,--. als dreimal treffende. Da unter den 10 eine Gerade schnei- 
denden Geraden jede nur einer andern begegnet, so kann keine Gerade 
drei benachbarte Seiten des Fiinfseits schneiden; jede aber, die 3 (oder 
mehr) Seiten schneidet, muss zwei Nachbarseiten treffen, also haben 
wir keine mehr als dreimal treffenden und als dreimal treffende allein 
die 5 Winkelgeraden. 


Kine nur zweimal schneidende Gerade muss zwei nicht benachbarte 
Seiten treffen ; solcher giebt es 10; denn z. B. das Dupel d,, d, besitet, 
ausser d,, Ws1,3, W311, noch zwei beide Geraden schneidende Geraden 
fis, fis. Dieselben treffen von den Winkelgeraden nicht w51,5, 12,4, 
We3,5, Wss,1, weil sie d,, d, treffen, wohl aber w4;,2. Sie sind die 10 
einmal schneidenden Geraden des Quintupels II der w; auch umgekehrt, 
jede Gerade, die nur eine der w trifft, z. B. w4;,9, trifft nicht d,, d,, 
und in jedem der Paare d,d,, d,d.,, d,d, je nur eine, also nur d,, d;. 

Wir haben jetzt fiir jede der 5 Seiten des Fiinfseits schon 9 schnei- 
dende Geraden, 2. B. fiir d, die Paare d, Ws1,3, d, Wi2,4, ferner fi, 
foi, far, fst> Wear. Es bleibt eine, welche d, allein trifft, und die wir 
e, nennen wollen. Dieselbe muss, da das Quintupel der w nur fiinf- 
mal, dreimal, einmal treffende Geraden hat, zu den 10 dreimal treffen- 
den Geraden gehéren; zu diesen 10 gehéren ersichtlich die 5 Geraden 
d; selbst, indem z. B. 51,3, Wi2,4, Ws. Von d, getroffen werden; die 
5 tibrigen miissen also drei benachbarte w treffen, z. B. was,5, Ws4,1, 
Ws,2 und in Folge dessen von den d; nur d,. Also bildet e, wnd wsa, 
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ein Paar an d, und mithin auch die vier f zwei Paare. Seien analog 
Cy, C3, Cy, @; die allein bez. d,, d,, d,, d, treffenden Geraden, so zeigt 
die Zusammenstellung des Dreiseits d, e, 34,1 mit d,¢,W45,2 und dye, Ws1,3, 
dass ‘e, und e, sich nicht treffen, wohl aber e, und e,. Mithin bilden 
die 5 Geraden e; das windschiefe Fiinfseit e, e,¢, e,e,, welches das ge- 
gebene zum Doppelfiinfseit ergénat. 

8. Jedes der 2592 Fiinfseite der Fliiche hat zwei windschiefe Ge- 


‘ ‘ "3 2 . 2592 
raden; demnach sind gegen jede Gerade | der Fiche a7 *'192 


Fiinfseite windschief. Die Kegelschnitte in den Ebenen durch die 
Gerade sind je durch die Spuren der Seiten eines solchen Fiinfseits 
bestimmt. Dies fiihrt zu der von Herrn Affolter behandelten und, 
wie er mittheilt, schon Steiner bekannten Erzeugungsweise der 
cubischen Fiche, fiir die ich nun einen allgemeineren Beweis geben 
will, als ihn Herr Affolter gegeben hat, welcher sich begniigt zu 
zeigen, dass jede der Diagonalen des Fiinfseits der erzeugten Fiche, 
ausser in den Kecken, noch einmal begegnet. 

Ks ist also gegeben ein riiumliches Fiinfseit d, d, d, d, d, und ein 
Ebenenbiischel um die Axe uw. Die Spuren der Seiten des Fiinfseits 
in einer Ebene des Biischels seien D,, ...,.D,. Ist nun noch FR die 
Spur einer beliebigen Geraden y in der niimlichen Ebene, so fragt es 
sich, in wie vielen Ebenen des Biischels bilden diese 6 Spuren ein 
Pascal’sches Sechseck, oder liegen die 3 Schnitte (D, D,, D, Ds), 
(D, D,, D; R), (D,D,, RD,) in einer Geraden? Der erste derselben 
bewegt sich auf der Schnittlinie s der Ebenen d,d,, d,d;, welche 
durch die Ecke d, d, geht; der zweite und dritte auf den Kegelschnitten, 
in denen die Hyperboloide (wrd,) und (wrd,) durch die Ebenen 
d,d,, d,d, bez. geschnitten werden. Auf beiden Hyperboloiden liegen 
auch « und die Gerade v, welche durch d,d, geht und wu, r trifft; 
also begegnen auch beide Kegelschnitte denselben. Weil sie von u 
getroffen werden, so ist die Zahl der Geraden, welche u, s und beide 
Kegelschnitte treffen, 4 und unter ihnen auch v, da d,d, auf s und 
v liegt. Die drei iibrigen geben mit w die gesuchten Ebenen. 

Uebrigens sieht man auch, dass durch die 5 Ecken des Fiinfseits, 
je zwei weitere Punkte auf jeder Seite und vier Punkte auf w eine 
cubische Fliche eindeutig bestimmt ist, die alle 6 Geraden enthiilt. 

Aus den 6 Geraden d,,...,d,, w kann man die 21 tibrigen linear 
construiren. Man verbinde in der Ebene d, d, die Spuren von d, und 
u, die wir nun lieber 7’ nennen wollen, durch die Gerade w:,4 und 
in der Ebene /' wi2,4 die Spuren von d,, d, durch die Gerade /j;; und 
analog in den entsprechenden Ebenen. Wird jetzt die zweite Gerade 
l” construirt, welche vier der Geraden w trifft, (was linear geschehen 
kann) so muss sie von selbst die fiinfte treffen; in den Ebenen 
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U" wi2,4,... construire man die Verbindungslinien /3;, ... der Spuren 
von d,, d;,.... 

Man sieht nebenbei, dass die Geraden f’, f’, welche je zwei Seiten 
des Fiinfseits schneiden, bez. U’, l treffen, und demnach die f’ sowohl, 
wie die f” gegen einander windschief sind. Die beiden an d, hiingen- 
den Paare sind also f3; f{2, foi fis. 

In den Ebenen d, ws,,:, ... verbinden wir die Spuren von 2y3,5 
und @45,2,... und erhalten die 5 Geraden e,, @,.... 

9. Zwei cubische Flichen, welche sich liings der beiden Geraden 
eines Dupels tangiren, haben auch die 5 dasselbe zweimal schneiden- 
den Geraden gemein und erzeugen einen Biischel, so dass fiir eine 
Fliche 3. Ordnung die Beriihrung mit einer andern cubischen F'liche 
lings einer Geraden derselben eine neunfache Bedingung ist. Ebenso 
umgekehrt, wenn zwei cubische Flichen die zwei Geraden eines 
Dupels und deren 5 Schneidende gemein haben, (d. i. 2.4-+-5(4—2) = 18 
Punkte), so beriihren sie sich lings der ersteren; die beiden Involu- 
tionen, die auf jeder der beiden Dupelgeraden durch die beiden Flachen 
entstehen, sind projectiv, indem sich je zwei Punktepaare entsprechen, 
in denen die niimliche Ebene beriihrt. Da aber in unserm Falle fiinf- 
mal zwei entsprechende Paare einen Punkt gemein haben, so sind beide 
Involutionen identisch; also jede Ebene durch eine der Dupelgeraden 
beriihrt beide Flichen in den nimlichen zwei Punkten.*) 

Indem so die 7 Geraden den vollen Schnitt der cubischen Fliche 
mit einer andern cubischen Fliche bilden, ergiebt sich der einfachste 
Beweis der a. a. O. Nr. 1 (und Journ, f. Math. Bd. 88, 8. 213, Nr. 36) 
behandelten Relation: 


dn = 2(s + 8) + 2q 

zwischen den Zahlen s,s’, g,, ..., q;, der Schnittpunkte einer auf der 
cubischen Fliiche liegenden Curve n'** Ordnung mit den beiden Dupel- 
geraden und den 5 Schneidenden. In dem Biischel von cubischen 
Flichen haben wir auch zwei Regelfiiichen, welche je die eine Dupel- 
gerade zur doppelten, die andere zur einfachen Leitgeraden haben 
und sich mit den iibrigen Fliichen des Biischels nur lings der letzteren 
tangiren. 


Ill. 

10. Die 3 Geraden eines Tripels seien g,, 92; 93; das erginzende 
Tripel der alle drei treffenden Geraden sei 1, 1, 1,. Weil beide eben den 
vollen Schnitt der cubischen Fliche mit einer Fliche 2. Ordnung bilden, 
so sind die 6, 9, 6 Geraden, welche das erste Tripel zweimal, einmal, 
gar nicht treffen, fiir das zweite die gar nicht, einmal, zweimal treffen- 


*) Vergl. meinen Aufsatz Math. Ann, Bd. XXI, S. 457, Nr, 19. 
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den Geraden. Die 9 einmal treffenden Geraden sind die dritten in den 
von g; und J, gebildeten Ebenen, die wir deshalb n;, nennen wollen ; 
so dass ; von ;; verschieden ist. Damit haben wir schon drei an 
g, hiingende Paare: 1, ,,, 1, ,,, ; %3; die beiden iibrigen miissen 
allein durch zweimal treffende Geraden gebildet werden. Zwei, welche 
ein Paar an g, bilden; kénnen nicht dieselbe von den beiden andern 
Geraden g,, g, treften; indem wir eine Gerade, welche g; und g, trifft, 
mit m;, bezeichnen, moge also, da ja hier noch die Bezeichnung frei- 
steht, g, von den Paaren m2 mis3, migmiz und g, Von migmi3, Moms 
getroffen werden, dann wird g, von mis m3, mis m3 getroffen; denn 
mis und m3; kénnen sich nicht schneiden, weil mi: m3 schon g, zur 
dritten Geraden haben, also nicht auch noch mj. 

So zeigt sich, dass die 6 Geraden m, welche das Tripel der g; 
zweimal treffen, ein Sechsseit bilden: m23m3, mi2m3 m3 Miz, und da die 
gar nicht treffenden die zweimal treffenden fiir die 1; sind — sie mdgen 
entsprechend piz,... genannt werden —, so bilden auch diese ein 
Sechsseit. 

Aus den Dreiseiten g, mi2mi3, 1, pi2pi3 ergiebt sich, dass, weil g, die 
1, trifft, mig eine und nur eine der beiden Geraden pis, pis treffen 
muss. Da die Bezeichnungen der / und der g von einander unabhiingig 
sind, so gilt das auch fiir die Bezeichnungen der m und p. Wir kénnen 
also annehmen, dass die von mz getroffene Gerade die piz sei, andern- 
falls hiitten wir die Benennung fiir J, und 1, zu vertauschen, was 
noch freistiinde; trifft aber mi: die pig, dann trifft mi; die pis. Aus den 
Dreiseiten g, mi2mis, 1, p23 pis zeigt sich, dass mie die ps3, und analog, 
dass sie ps; trifft. 

Also jede Gerade des einen Sechsseits trifft die 3 abwechselnden im 
andern, die mit ihr gleichen Accent haben. 

Wir erhalten so die Figur, welche Herr Affolter als ein Doppel- 
sechsseit bezeichnet hat. Wir kénnen dieselbe wiederum leicht in eine 
Doppelsechs umformen : 


Mog M31 Miz P23 Psi Pi2, 
Mos M's, M12 Ps P31 Pir. 
Umgekehrt kann man natiirlich auch jede Doppelsechs : 
Gy A, Ay Ay a; Ay, 
b, b, by by bs b, 
auf 10 verschiedene Weisen in ein Doppelsechsseit transformiren: 2. B. 
* 
a, b, a, b, a, bs, a, b; ag by a; b,.*) 
*) Wihrend Doppelvier und Doppelvierseit, Doppelsechs und Doppelsechs- 


seit im Grunde nicht wesentlich verschiedene Figuren sind, gilt dies nicht fiir 
Doppelfiinf und Doppelfiinfseit. 
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Jede Doppeldrei lisst sich also in ein Sechsseit umformen. Jedes Tripel 
fiihrt zu zwei Doppelsechsen (Flichen 3. O., 8. 55), d. h. es lisst sich 
auf zwei Weisen zu einem Doppeldrei vervollstiindigen. Die beiden 
Tripel, welche 9, 9.9, 2u einer Doppeldrei vervollstindigen, sind die 
Tripel der abwechselnden Seiten des Sechsseits (oder der Doppeldrei) der 
6 zweimal treffenden Geraden m3 mg, mz, ms Ms, Miz; sO dass diese 3 
Tripel zu je zweien ein Doppeldrei oder ein Sechsseit bilden. Das 
ergiinzende Tripel jedes der Tripel der Doppeldrei der m oder der p 
befindet sich in der andern Doppeldrei und zwar ist es das gleich- 
accentuirte. 

11. Jedes Tripel und die durch dasseibe inducirten Gruppen fiihren 
zu drei Triederdurchschnitten: einen bilden die Geraden des Tripels selbst 
und die 6 es zweimal treffenden Geraden, einen zweiten also die des 
ergdinzenden Tripels und die 6 dieses zweimal, das erste gar nicht 
treffenden Geraden, den dritten endlich die 9 beide Tripel einmal treffen- 
den Geraden*). Schreibt man die Triederpaare so, dass je die in der- 
selben Flaiche des einen oder andern befindlichen Geraden in derselben 
Zeile oder Colonne stehen; so sind die beiden ersten Triederpaare: 


, 7 , ” 
9g; My2 My lL, Piz Pis 
” i ” ” 
Miz Jo Mog und Pio 1, pos 

’ ” ’ ” 
Miz M23 Js Pis Pos ly. 


Nimmt man umgekehrt aus einem Triederdurchschnitt 


Wi % Is 


%, "2 


ein Tripel heraus, was auf 6 Weisen mdglich ist, etwa gq, 7r, s,, so 
sind die 6 iibrigen Geraden, welche ein Sechsseit q, q, 7, 7, $, 8, oder 
eine Doppeldrei 

G2 5; %3, 


"1 Ws S2 


bilden, die 6 jenes zweimal schneidenden Geraden**). 


*) Vergl. iiber 3 Triederdurchschnitte, welche alle 27 Geraden umfassen, 
Flichen 3. O., 8. 63; ganz besonders aber Herrn Cremona’s oben erwihnte 
Note, in welcher die 40 Ternen von Triederpaaren tabellirt sind und aus ihnen 
40 + 160 Neunflache (Enneaeder) abgeleitet werden, deren Ebenen alle 27 Ge- 
raden enthalten, und von denen die 40 der ersten Serie mit der erwihnten 
Dreitheilung zusammenhiingen. 

**) Schubert, Math. Ann. Bd. XVII, 8. 467. 
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Mit Hilfe zweier Dreiseite g; i, »;, findet man, dass zwei Gerade 
n sich stets und nur dann schneiden, wenn sie weder im ersten noch 
im zweiten Index iibereinstimmen; demnach schneidet n,. die n.,, ,», 
Ms;, Mg. Der durch die 9 Geraden », welche die beiden Tripel der 
g; und der J; einmal schneiden , gebildete Triederdurchschnitt ist: 


M1, Noy Nye 
. 

No, Nz, Nyy 
M32 M3 My - 


12. Betrachten wir ein windschiefes Sechsseit auf der cubischen Fliiche 
selbstiindig: d,d,'d,d,"d,d,. Da die Paare d, d,’, d; d, gegen einan- 
der windschief sind, so ist die Schnittlinie ihrer Ebenen w,, dritte 
Gerade fiir beide; gegentiberliegende Winkel des Sechsseits haben je die 
niimliche Winkelgerade; Herr Affolter nennt diese 3 Winkelgeraden 
Wi, Wy3, Ws, die Hauptdiagonalen des Sechsseits, Die 6 Geraden des 
Sechsseits sind fiir die Bestimmung einer cubischen Fliche mit 
6 + 6(4 — 2) = 18 Punkten dquivalent; die Grundcurve des Biischels 
wird durch die 3 Winkelgeraden vervollstindigt. Da w,,, w,, zugleich 
von den windschiefen Geraden d,, d, getroffen werden, so sind sie 
selbst windschief. Mithin bilden die 3 Winkelgeraden ein Tripel und 
die Seiten des Sechsseits sind die zweimal treffenden desselben. Wir 
erhalten demnach keine anderen Sechsseite, als die im Vorhergehenden 
besprochenen, Ferner erkennen wir die eben erwiihnte Grundcurve 
als einen Triederdurchschnitt: 


, 


W,, a, a, 
dy Ws, ds 
d, dy Wes. 


wer 
. 


Das erginzende Tripel zu dem der 3 Winkelgeraden sei U, U’, U"; 
da diese alle Winkelgeraden treffen, so sind sie gegen alle Seiten des 
Sechsseits windschief: die Gegengeraden des Sechsseits. 

Wir schliessen an d,, was, wie oben, auf 40 Weisen méglich ist, 
das Dupel d,' d,’ an und fiigen sofort die Winkelgeraden w,,, w,, 
hinzu. Die Gerade d, soll die windschiefen Geraden d,' und w,, treffen, 
wodurch sie dann gegen d,, d, windschief wird; es giebt, ausser d,, 
4 Gerade, welche das thun; nachdem eine gewiihlt, werde die Winkel- 
gerade w,, zugefiigt; sie trifft von selbst d,', wie die Dreiseite d,'d,w,,, 
d,’ dy Wy, beweisen. Die fiinfte Seite d,’ muss d, und w,, treffen und 
ist als dritte Gerade in deren Ebene eindeutig bestimmt; da sie w,, 
trifft, ist sie gegen d,',d, windschief, und weil d,' w,,, d, w., zwei 
Paare an d, sind, auch gegen d,’. In Folge dessen schneidet sie w,,. 
Die sechste Gerade d, ist die dritte Gerade in d,’ w,,; weil sie w,, 
trifit, ist sie windschief gegen d,, d,’ und, da d,w,,, d,w,, an d, 
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hiingen, auch gegen d,, schneidet aber d,, wie die Dreiseite d,d,'w,,, 
d, d, w,, zeigen. Demnach erfolgt der Schluss der Figur von selbst, 
und so erhellt, dass es keine Vielseite von mehr als 6 Seiten giebt, 
ebenso wie keine Gruppen von mehr als 6 windschiefen Geraden. 
Nach dem Vorhergehenden nimmt jede Gerade der Fliiche an 
40.4.1, 1 = 160 Sechsseiten (oder Doppeldreien) theil, und es giebt 
160 . 27 


deren tiberhaupt r 
) 


= 720, offenbar eben so viele als Tripel; denn 
ein Sechsseit und das Tripel seiner Winkelgeraden oder ein Sechsseit 
und das Tripel seiner Gegengeraden bestimmen sich gegenseitig ein- 
deutig. 

Die beiden Sechsseite , fiir welche zwei ergiinzende Tripel bez. die 
Gegengeraden sind oder in umgekehrter Beziehung die Winkelgeraden, 
bilden ein Doppelsechsseit. 

In dem Biischel von cubischen Flichen, dessen Basis durch die 
Seiten eines Sechsseits und die 3 Winkelgeraden gebildet wird, erfiillen 
die jeweiligen Gegengeraden die andere Schaar des Hyperboloids der 
3 Winkelgeraden, und die Tangentialebenen dieser Fliiche sind dem- 
nach die Ebenen, in denen die Spuren der 6 Seiten des Sechsseits je 
einem Kegelschnitte angehéren.*) 

13. Wir wollen jetzt noch das Verhalten der 21 iibrigen Geraden 
gegen das Sechsseit untersuchen. Die Gegengeraden sind windschief 
und, weil sie allein simmtliche Winkelgeraden treffen, die einzigen; 
sodann haben wir die 3 Winkelgeraden, welche 4 Seiten treffen, Jede 
andere Gerade, welche d, trifft, schneidet nicht w,,, w,,, also von den 
Paaren d,d,', d,d,’ eine und nur eine Gerade, demnach entweder d,, d, 
oder dy’. Also haben wir noch Gerade, welche je drei abwechselnde 
Seiten treffen, und solche, welche zwei Gegenseiten treffen. Der ersten 
giebt es 6, fiir jedes Tripel der abwechselnden Seiten 3, je das er- 
giinzende Tripel. Da jede dieser Geraden 3 abwechselnde Seiten trifft, 
kann sie keine der Winkelgeraden treffen: wir erhalten das Sechsseit, 
welches das gegebene zum Doppelsechsseit ergdnzt. In der That, wenn 
€; & €, sich mit d, d, d,, e, e, e,; aber sich mit d,’ d,'d,' ergiinzt, so 
muss jede e; von den 6 Geraden d,, d,, d,, €,, €), 3, welche den 
vollen Schnitt einer Fliche 2. Ordnung bilden, zwei treffen, also zwei 
der e;, und ebenso jede e; zwei der e;. Folglich kénnen keine zwei 
e; dieselben e; treffen. So entsteht ein Sechsseit aus den e;, e, 
sei, da die Benennung ja noch freisteht, e, e,'e,¢,'e,e,. — 

Je zwei Gegenseiten d,, d,’ werden, ausser von W,,, W;,, noch von 
3 gegen einander windschiefen Geraden getroffen: f,', f,", f;", und es 
ergeben sich so 9 Gerade f. Die 3 Geraden /, treffen von den Winkel- 


* ag 
> &s 


*) Steiner, System. Entw. Anhang Nr. 67, (Werke Bd. I, 8S. 453); 
Affolter, a. a, O, 
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geraden nur w,,. Wir haben also die einmal treffenden Geraden des 
Tripels der w. 

_ Die Gerade d, wird von den Paaren d,’w,,, d,'w,. und den 6 Ge- 
raden ¢€,, €, €3, f;, fi’, fy” getroffen, welche letztere sich also auch 
noch paaren miissen. Da wir die /,; noch nicht unterschieden haben, 
so moégen e¢, f;’, e, /;", ef," zasammengehéren; ebenso an d,': e,' fy, 
ey fy", es fo”. Weil nun d, mit d,', e, mit e,', e,, aber nicht mit e,’ 
sich trifft, so begegnet /;’ den e,’, f,”, f.”, ebenso /;” den e,', f,, fy” 
und f," den e,', fy’, fr”. 

An d, sind also gepaart e,’ f,’, e'f,", ef", und an d,: e, fy, 
sf", €,f2"; seien endlich an d, gepaart e,f;, e,f;', e,f;”, so sind an 
dy’: e;' fy, € fy’, es fy". Und auch jede der f, trifft die nicht gleich 
accentuirten /;, f,; der Triederdurchschnitt:' 


fi hh” fs 
fs” fi" fe’ 
fy" fs fy” 
ist auch bei der jetzigen Ableitung dieser Geraden, der einmal treffen- 
den des Tripels der w, nachgewiesen. 
Die 9 Geraden, welche ein Sechsseit zweimal (je zwei Gegenseiten) 
treffen, bilden einen Triederdurchschnitt. 


IV. 

14. Es bleiben noch das Quintupel I und das Sextupel. Bei jenem 
9, 9293 9,9; mit der Schneidenden /’ haben wir 5 bloss je 4 Gerade 
treffende Geraden: 1, 1,1, 1,1,, die mit dem Quintupel eine Doppelfiinf 
bilden, und die windschiefe g’, welche alle fiinf J; trifft, wihrend 
’ gegen sie windschief ist; so dass die Doppelsechs 


I I2 Is Is Is g; 
Ul, ly Uy bs; U 


entsteht. Die 15 iibrigen Geraden treffen von jedem der beiden Sex- 
tupel zwei und zerfallen in die 10 Geraden, welche auch von jedem der 
beiden Quintupel zwei treffen: mi,,..., my,, WO mx die Schnittlinie 
(gil, gel) ist, und die 5 je nur eine Gerade treffenden Geraden 
My',-+.+)%;, Wom; die Schnittlinie (g,I', l;g’) ist, so dass auch diese 
Geraden gegen beide Quintupel gleichartig sind. Letztere bilden ein 
Quintupel mit zwei Schneidenden g', 1; die Geraden m aber, welche 
gegen g’, l’ alle windschief sind, lassen sich auf 6 Weisen zu einem 
Doppelfiinfseit umformen, z. B. 


Myo Mg, Ms, Moy My,  Myg Moy My, My, Mso5 


XXIII. 2t 
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denn zwei Gerade m schneiden sich oder sind windschief, je nachdem 
sie keinen oder einen Index gemein haben. Das Gesetz der Indices 
bei dem hingeschriebenen Doppelfiinfseit ist einleuchtend; die tibrigen 
ergeben sich durch dieselben Vertauschungen wie in Nr. 5. 

In Bezug auf das Sextupel und die aus ihm hervorgehende Dop- 
pelsechs : 
9: 92 Is Is Is Go» 

244%, 


aus der, wie schon erwahnt, auf 10 Weisen ein Doppelsechsseit ge- 
bildet werden kann, geniige die Bemerkung, dass die 15 ausserhalb 
befindlichen Geraden m;, = (gil, gx li), welche von jedem der beiden 
Sextupel zwei Gerade treffen, auf 10 Weisen in zwei erginzende Tripel 
und einen Triederdurchschnitt sich zerlegen lassen, z. B. 
014 Mos Mog, 

My, Mz, Myo, tag ag ag 

Ms, Mg, My: 5 tins Wag se 
wihrend die Doppelsechs selbst auf 10 Weisen in zwei Paare er- 
giinzender Tripel zerfallt, z. B. 


91 92 Is 91 Is Io» 

l, l; l,; l, l, l,. 
Alle 27 Geraden kann man auf 120 Weisen in einen Triederdurch- 
schnitt und 3 Paare ergdnzender Tripel zerlegen. 


V. 

15. Aus dem eben Gesagten geht hervor, dass, wie bekannt, die 
12 Geraden einer Doppelsechs (oder eines Doppelsechsseits) einen vollen 
Schnitt F? #4, die 15 iibrigen einen vollen Schnitt /°L°°, alle 27 Ge- 
raden einen vollen Schnitt #* F° bilden; man kann iibrigens 30, 45, 
155 Punkte so auf die 12, 15, 27 Geraden vertheilen, dass auf jeder 
5, 6, 10 Punkte liegen und also jede durch diese Punkte gelegte 
I‘, F°, F® die Geraden ganz enthilt. 

Da bei einem Dupel die Geraden desselben mit den 10 je nur eine 
von ihnen treffenden Geraden eine Doppelsechs bilden, so fiihrt dies 
auch zu einem Beweise der in Nr. 9 erwiihnten Relation; denn mit 
den genannten 10) Geraden hat die Curve 

mM —S—Q;,NM—S—q,.--,N—S —4|q, 
Punkte gemein; also: 


s+s' + 10n — 5s — 5s’ — 254; = 4n, 
oder: 


3n = 2(s + s’) + LH. 

















es 
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Doch die erwihnten vollen Schnitte haben relativ geringeres Interesse, 
weil die einschneidenden Fliichen in solche niedrigerer Ordnung zer- 
legt werden kéunen. Als solche durch Gerade der Fliche gebildete volle 
Schnitte, die nicht durch zusammengesetzte F'liichen eingeschnitten wer- 
den, habe ich nur gefunden: 

1) das Dreiseit, 2) zwei sich ergiinzende Tripel, 3) ein Dupel mit 
seinen fiinf Schneidenden, wobei die Dupelgeraden doppelt zu rechnen 
sind (Nr. 9). 

Ob es noch andere dem letzten Schnitte analoge giebt, bei denen 
auch mehrfach zu zihlende Geraden auftreten, bleibt noch zu unter- 
suchen; ich habe einige Relationen gefunden, welche darauf hinzudeuten 
scheinen und die ich hier noch mittheilen will. 

16, Es sei S die Gesammtzahl der Schnitte einer auf der cubischen 
Fliche befindlichen Curve x'*" Ordnung mit den Geraden einer gewissen 
Gruppe von g windschiefen Geraden, S; hingegen die Gesammtzahl 
der Schnitte mit denjenigen weitern g; Geraden, welche i Gerade der 
Gruppe treffen, so lautet die obige Formel fiir das Dupel: 

2S + 8S, = 3n; 
ferner haben wir noch: 


S+ S, = 4n, S, + S, = 5n, 
weil die Geraden, auf die sich die erstere dieser beiden Formeln bezieht, 
eine Doppelsechs bilden. 
Beim Tripel haben wir: 
S + S, = 2n (Hyperboloid), 
S + S, = 3n (Triederpaar), 
S, + S, = 3n (Triederpaar) ; 
woraus dann folgen: 
S, = 3n (Triederpaar), 
S, + S, = 4n (Doppelsechs). 
Beim Quadrupel haben wir, ausser: 
S-+ 8S, + 8, + 8S,’ = 4n (Doppelsechs) , 
worin S,” sich nur auf die beiden gegen einander windschiefen das 
Quadrupel nicht treffenden Geraden bezieht, noch: 
S S a. 4S, + S, =— 8n, 
3S +f. 38, +. 28, = 12n, 
28, + 38, = 12; 
beim Quintupel mit einer Schneidenden, ausser: 


S+ 8, + 8, + 8S, = 4n (Doppelsechs), 


noch: 
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3S + 5S, + 2S, = 10n, 
28+28,+ S,—10n. 


Diese Formeln sind erhalten, indem Quadrupel und Quintupel in Dupel 
und Tripel zerlegt, die auf diese beziiglichen Formeln addirt und trans- 
formirt wurden. Eine nothwendige, aber freilich nicht hinreichende 
Bestitigung der Vermuthung des vollen Schnitts ist, dass sich in der 
That richtige Formeln ergeben, wenn S,S,,S,,...,% dureh g,9,,g, ...,3 
ersetzt werden; denn wenn z. B. die erste Formel: 


3S + 48S, + 8, = 8n 
wirklich einem vollen Schnitt mit einer Fliiche 8. Ordnung entspricht, 
so muss ja: 3g + 49, + 9, = 8.3 sein; was der Fall ist, da g = 4, 
9, = 2, Gy = 4. So auch bei den andern. 


Anhang. 


In diesem Anhange erlaube ich mir eine Zusammenstellung der 
mir bekannten Erzeugungsweisen der cubischen Fiche mitzutheilen in 
der Hoffnung, dass dieselbe nicht unwillkommen sei. 

1) Die Kegelschnitte, in denen sich die entsprechenden Elemente 
eines Flaichenbiischels 2. Ordnung und eines ihm projectiven Ebenen- 
biischels durchschneiden, erzeugen eine Fliche 3. Ordnung: zweite 
Steiner’sche Erzeugungsart, von welcher die dritte ein Speciaffall ist 
(Journ. f. Math. Bd. 53, 8. 133; Monatsberichte der Berl. Akademie 
Jan. 1856; ges. Werke, Bd. II, 8. 649*). 

2) Ein windschiefes Fiinfseit und ein Ebenenbiischel sind gegeben, 
die Kegelschnitte in den Ebenen des letzteren je durch die Spuren der 
Seiten des Fiinfseits erzeugen eine cubische Fliiche: Steiner-Affol- 
ter’ sche Erzeugungsweise (Grunert-Hoppe’s Archiv Bd, 56, 8, 113); 
vergl. oben Nr. 8. 

3) Ein vollstindiges riiumliches Fiinfeck und ein Ebenenbiischel 
sind gegeben. In jeder Ebene des letzteren existirt ein Kegelschnitt, 
fiir den als ausgeartete Fliche 2. Classe das Fiinfeck ein Polfiinfeck 
ist, d. h. fiir welchen die Spur jeder der 10 Seiten des Fiinfecks und 
je die der gegeniiberliegenden Fliche Pol und Polare sind; alle diese 
Kegelschnitte erzeugen eine Fliche 3. Ordnung: Picquet’sche Er- 
zeugungsweise (Bull. Soc. math. Bd. IV, 8S. 128). 

4) Durch die Schnittpunkte homologer Ebenen dreier collinearer 
Ebenenbiindel entsteht eine cubische Fliche: Grassmann’sche Er- 


*) In Bezug auf den letzten Absatz des Steiner’schen Aufsatzes sehe man 
mein Buch S. 110 und Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie, 3. Aufl. Litteratur- 
Nachweis Nr. 149. 
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zeugungsart (Journ, f. Math., Bd. 49, 8. 62), von welcher die vierte 
Steiner’sche ein Specialfall ist. 

5) Ein fester Biindel B von 9 Ebenen £,, ..., 8B, ist gegeben; 
sowie 9 Punkte %,, ..., YM. Der Ort aller Punkte A, deren Biindel 
auf den Biindel B so collinear bezogen werden kann, dass die Ebene, 
welche zu £; homolog ist, durch A; geht, ist eine Fliiche 3. Ordnung. 
Die Ebenen, welche in den verschiedenen Biindeln A je der niimlichen 
Ebene von B homolog sind, laufen in einen Punkt zusammen und 
alle diese Punkte erzeugen dieselbe Fliiche 3. Ordnung (Reye, Geom. 
der Lage, Abth. Il', 21. Vortr. der ersten, 24. Vortr. der zweiten 
Auflage; Sturm, Math. Annalen Bd. XII, 8S. 292). 

6) Kin Punkt A, und 4 Gerade a,, a,, a,, a, sind gegeben nebst 
einem einférmigei Grundgebilde von 5 Elementen 0,, b,,...,0;. In 
jeder Ebene durch A, giebt es einen Punkt A von der Beschaffenheit, 
dass der Biischel der Strahlen von A nach A, und den Spuren von 
(ly, +++, @; Zu dem Gebilde b,, ..., 0; projectiv ist, Der Ort der 
Punkte A ist eine cubische Fliiche (am eben angef. O. 8. 289). 

7) Drei Ebenenbiischel a, b, ¢ sind beziehlich projectiv zu drei an- 
dern a’, b’',¢; ein Punkt X’ beschreibe eine Ebene, dann durchliuft 
der Schnittpunkt X der Ebenen, welche in a,b, ¢ zu den Ebenen von 
a’, v', c, die nach X’ gehen, bez. homolog sind, eine Fliiche 3. Ordnung: 
Grassmann-August’sche Erzeugungsart (Grassmann, Journ. f. 
Math. Bd. 49, 8. 64; F. August, de superficiebus 3. ordinis, Diss. 
Berlin 1862). 

8) Drei Ebenenbiischel seien in trilinearer Beziehung, d. h. ihre 
Elemente haben einen solchen algebraischen Zusammenhang, dass man 
in zweien der Biischel je ein Element beliebig annehmen kann, um 
dadurch im dritten ein einziges entsprechendes zu erhalten. Der Ort 
der Schnittpunkte entsprechender Ebenen ist eine cubische Fliiche: 
Schubert’sche Erzeugungsweise (Math. Annalen Bd, XVII, 8. 457, § 6), 
von welcher die vorige ein Specialfall ist. 

9) Ein Flichennetz 2, Ordnung sei auf einen Biindel reciprok be- 
zogen, so dass jeder Fliiche des Netzes ein Strahl des Biindels, jeder 
Grundcurve des Netzes eine Ebene des Biindels entspricht. Die Schnitt- 
punkte entsprechender Fliichen und Strahlen, entsprechender Curven 
und Ebenen erzeugen dieselbe cubische Fliiche, Specialfall: Man be- 
ziehe die Ebenen eines Biindels reciprok auf die Sehnen einer cubischen 
Raumeurve (die dann allen Flichen des Netzes gemeinsam ist), d. h. 
so, dass den Ebenen eines Biischels im Biindel die Geraden einer 
Regelschaar entsprechen, so ist der Ort der Schnittpunkte entsprechen- 
der Elemente eine cubische Fliche (meine FI, 3. O. Nr. 110). 

10) Der Punktraum & sei collinear auf ein Gebiisch >’ von Flichen 
2. Ordnung bezogen und also der Ebenenraum 2 auf die Gruppen von 
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8 associirten Punkten des Gebiisches. Der Ort der Punkte von 2, die 
auf ihre entsprechenden Flichen in 2” fallen, ist eine Flaiche 3. Ord- 
nung, welche zugleich der Ort von Punkten von &” ist, deren jeder in 
die Ebene von & fallt, zu deren entsprechender Gruppe von associirten 
Punkten er gehdrt (v. Escherich, Wiener Sitzungsber. 1877). 

11) Die Grundcurven zweier Flichenbiischel 2. Ordnung bestehen 
je aus zwei Kegelschnitten K, K,, bez. K’, K,, und K und K’ be- 
finden sich in derselben Ebene. Die Biischel seien so projectiv be- 
zogen, dass die beiden Ebenenpaare homolog sind, das Erzeugniss 
der Durchschnittscurven entsprechender Fliichen ist eine cubische Fliche 
(meine Fl. 3. O. Nr. 109). 

12) Zwei Trieder sind gegeben, so wie ein Punkt; in jeder Ebene 
durch letztern ist durch ihn und die Spuren der 9 Schnittkanten der 
Flaichen des einen Trieders mit denen des andern eine Curve 3. Ord- 
nung eindeutig bestimmt; alle diese Curven erzeugen eine Fiche 
3. Ordnung: erste Steiner’sche Erzeugungsweise (a. a. O.) 

13) Es seien a,,a,,b,,b, 4 beliebige Geraden, B ein beliebiger 
Punkt. Ist dann & eine veriinderliche Ebene des Biindels B, welche 
b,, b, in X,, X, schneidet, so erzeugt der Schnittpunkt der Ebenen 
a,X,, @, X, und & eine cubische Fliche. (Grassmann, Crelle’s 
Journal Bd. 49, S. 64 ff.) — Im Uebrigen verweise ich, um hier nicht 
zu wiederholen, auf meine Besprechung der Grassmann’schen Er- 
zeugungen in den Math. Ann. Bd. XIV, S. 19. 


Miinster iW. den 13. September 1883. 
































Rationale Ausfiihrung der Operationen in der Theorie der 
algebraischen Functionen. 


Von 


M. Nowruer in Erlangen. 


In der Theorie der algebraischen Functionen, welche Herr Brill 
und ich in unserem — in der Folge mit B. N. zu citirenden — Auf- 
satze ,Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung in 
der Geometrie*, Math. Annalen Bd. VII, aufgestellt haben, ist eine 
beliebige irreducible homogene Gleichung 
f(%, %_, %) = 0 
einer algebraischen Curve als gegeben zu Grunde gelegt; und bei der 
Angabe der dort auftretenden Operationen ist weiter angenommen, 
dass die vielfachen, auch singuliren, Punkte der Curve einzeln mit- 
gegeben seien.’ Die letztere Annahme war auch dort erlaubt; einmal, 
weil diese Punkte durch bekannte, aber irrationale, Processe, bei 
Singularitiit mittels eindeutiger Transformationen nach B. N. § 5, aus 
der Gleichung f(x) = 0 einzeln auffindbar sind; sodann, weil es sich 
dort wesentlich um die Aufstellung von unbeschrinkt giiltigen Sdtzen 
handelt. 

Wenn man aber zur wirklichen Ausfiihrung der dortigen Opera- 
tionen, der Darstellung der zu f(x) = 0 gehdrigen algebraischen Iunc- 
tionen und Zahlen aus dieser Gleichung allein, schreitet, tritt der 
Gesichtspunkt hervor: keine fiir diesen Zweck vermeidliche Irrationalitdt 
einzufiihren. Ich werde nun, indem ich in dem vorliegenden Aufsatze 
diese Darstellungen gebe, zeigen, dass sie iiberhaupt in durchaus 
rationaler Weise, ohne Auflésung von irgend hodheren, als linearen 
Gleichungen, nur aus der gegebenen, beliebig singuliiren Gleichung 

f(a) =0 
allein abzuleiten sind. 

Der hierbei leitende Gedanke ist einfach der, dass bei der Her- 
stellung des Verhaltens der sog. ,,zu f adjungirten‘‘ Curven (IV.), auf 
welche unsere Theorie sich allein stiitzt, in den vielfachen Punkten 
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von f(x) =O, sei es direct, sei es durch eine Reihenfolge eindeutiger 
Transformationen, immer nur bekannte Gruppen dieser Punkte zu be- 
trachten sind. Dasselbe tritt bei der rationalen Zerfillung der Re- 
sultante aus f(z) =O und f,(7) =, wo f.(x) eine beliebige erste 


Polare von f(z), — analog der Kronecker’schen Zerfillung der 
Discriminante*), der Resultante in z aus f(1, z, s) = 0, ef =(0 — in 


zwei Factoren, den ,,Doppelfactor und den ,, Verzweigungstactor“ ein, 
der eine den Schnittpunkten von f(x) mit einer beliebigen zu / adjungirten 
Curve, der andere den iibrigen, die Polare vor einer solechen Curve 
auszeichnenden, Schnittpunkten entsprechend. 

Als Hiilfsmittel fiir diese Entwicklungen werden ausschliesslich 
einige einfache Sitze aus der Theorie der Elimination aus zwei homo- 
genen Gleichungen mit 5 Variablen benutzt. Dass diese Siitze hier 
in Il. eine eingehende Ableitung gefunden haben, bedarf einer Er- 
klirung. In dem citirten Aufsatze, B. N., (1873) sind dieselben eben- 
falls zu Grunde gelegt, aber (mit Ausnahme von B.N., §7) als 
bekannt angenommen. Nun enthalt aber keines der vorhandenen 
Lehrbiicher von diesen Siitzen einen strengen, in allen Filles giiltig 
bleibenden Beweis; nur von den lingst bekannten Sitzen sind in ver- 
schiedenen Vorlesungen, besonders iiber Geometrie, gelegentlich solche 
Beweise gegeben worden. Da zudem der §7, B.N., sehr knapp ge- 
halten ist, so méchte sich aus Beidem erkliiren, dass jener Aufsatz, 
nach dem Verhalten von analogen spiiteren Arbeiten zu schliessen, 
nicht immer richtig beurtheilt worden zu sein scheint, vor Allem in 
Bezug auf die rein algebraische Grundlage; in der That wird aber dabei 
von geometrischer Anschauung keinerlei Gebrauch gemacht und es 
werden, wie es auch hier geschehen soll, nur einige wenige geometrische 
Benennungen fiir bestimmte algebraische Processe eingefiihrt. Von 
Beweisen, wie sie in neuerer Zeit von St. Smith (London, Math. 
Soc. 1876) und Stolz (Math. Ann. XV, 1879) verdéffentlicht worden 
sind, sehe ich hier ab, weil dieselben von den Wurzeldifferenzen und 
Reihenentwicklungen Gebrauch machen. Die jetzigen Begriffe der 
Eliminationstheorie erlauben aber, alle Beweise und Resultantendar- 
stellungen ausschliesslich auf den Process des Bestimmens des gréssten 
gemeinsamen Divisors zweier algebraischer Formen zuriickzufiihren. 

Um diesem Standpunkt, der dem Zweck der vorliegenden Arbeit 
allein entspricht, gerecht zu werden und um diesen Aufsatz (wie den 
B. N.) algebraisch unabhiingig zu stellen, mussten die Eliminations- 
sitze hier behandelt werden. Dieses, und die daraus unmittelbar zu 
ziehenden Schliisse auf die Definition der ,,mehrelementigen“ Punkte 


*) Journal f. r. u. a. Math., Bd. 91, pag. 301. 
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einer Curve und der ,, Multiplicitiit des Schnittpunkts zweier Curven, 
vermoge der ,,allgemeinen“ und der ,,speciellen“ Resultante, sowie das 
Verhalten bei eindeutiger Transformation der Curven, bilden die Ab- 
schnitte I., lI. dieser Arbeit. 

Abschnitt ILI. beschiiftigt sich mit der Anwendung von II. auf den 
Schnitt einer Curve mit ihren Polaren, wobei die Nr, 18, die Speciali- 
sirung in die Discriminante, nur zum Vergleich mit anderen Arbeiten 
hinzugefiigt wurde. Nachdem dann in IV. die ,,adjungirten“ Curven 
definirt sind, lést V. die in diesem Aufsatz gestellte Aufgabe: die 
rationale Zerfiillung der Resultante von III. in die beiden Factoren, 
die rationale Aufstellung der Geschlechtszahl und der adjungirten 
Curven. 

VI. endlich giebt solche Entwicklungen, welche die Stellung 
dieser Betrachtungen in dem System der Theorie der algebraischen 
Functionen, wie sie durch den Aufsatz B. N. und durch meinen Auf- 
satz ,,Ueber die invariante Darstellung algebraischer Functionen“, 
Math. Ann. Bd. XVII, geschatien ist, betreffen. Aus den Eliminations- 
betrachtungen folgen niimlich einerseits die Siitze von B.N., andrer- 
seits der vorliegende Abschuitt V.; dabei kann die vorliegende Nr. 28, VI., 
durch ausfiihrlichere Behandlung den §7, B.N. ersetzen. Die Siitze 
von B.N. liefern dann noch fiir die rationalen Darstellungen von V. 
wichtige Modificationen (Nr. 30, 31, VI.), wenigstens fiir die Aufstellung 
der zur Curve m'* Ordnung, /() = 0, adjungirten Curven (m— 3)'*" 
Ordnung, »(x) = 0; Darstellungen, die iibrigens vermége der Nr. 31 
auch ohne die Siitze von B, N. bewiesen sind. Die Aufstellung dieser 
Functionen g(x) geniigt aber nach meinem oben citirten Aufsatze, 
Math, Aun. Bd. XVII, fiir die Darstellung aller zu f gehdériger Func- 
tionen und Zahlen: es sind die Zihler der zu f gehdrigen Differentiale 
erster Gattung (Nr. 32). 


I. 
Elimination aus zwei bindren Formen. 


2 
Wir benutzen aus der Eliminationstheorie fiir zwei binaére Formen 
folgende Siitze, die als bekannt angenommen werden kénnen: 
a) Als Resultante der beiden Formen 
(1) f= ayt™ + a,t?—'t + ath ?t? +--+ +a”, 
p=) +b, +b, ttt. +50,e" 


wird der Ausdruck 
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|\@yo @, Gy --. Om 
Gi Gy ss Am 
(2) D= 
bh b b = : 


by b, cee e . Dn 


bestehend aus » Reihen der a und m Keihen der b, bezeichnet. 

b) Die Resultante D ist eine rationale ganze homogene Function 
der @ vom Grade n, ebenso der b vom Grade m, und vom Gesammt- 
gewicht mn; d. h., wenn 


a, 


Qo 7 3 en a 
i 
Qa, a, 


ee x Gy 


O 0 1 n 


irgend ein Glied von D ist, wo @ ein Zahlenfactor, so wird 


(3) fq +a ---+o,=—n, 
1B +6, +:+-+p.—m, 


(4) Ll-a@,4+2-a,4+---+ ma, +1-8, +2-8,+---4+ 8, 

= m- & + (m—1)-a@, +--+ + 1- anita: By + (n—1)-B, 

+---+1-B.-1—mn. 

ce) Das Verschwinden der Resultante D ist die nothwendige und 
hinreichende Bedingung, dass die beiden Formen f und @ einen in 
den homogenen Variablen ¢, ¢ wenigstens linearen Factor gemein- 
sam haben. 

d) Der fiir D =O auftretende von den ¢,¢ abhingige grésste ge- 
meinsame Factor von f und » ergiebt sich als ganze rationale Function 
der Coefficienten a und b. 

e) Hat man an Stelle der beiden homogenen Formen (1) 


1G t), Pp (é, t) 


die nicht homogenen Formen m'*", bez. n'** Ordnung in t 


(1’) f(r,1) fF: 1); 9(t,1)=9(, 1) 


gegeben, so bildet D immer noch die Kesultante von (1’) und es gelten 
die Siitze b), c), d); nur ist hinzuzufiigen dass, wenn das Verschwin- 
den der Resultante D = 0 durch 
ly =, by = UV 

hervorgebracht ist, in den gréssten gemeinsamen Factor, welcher dann 
in d) einen Factor ¢* (x > 0) enthilt, jetzt an Stelle dessen kein 
endlicher gemeinsamer Factor von f(t, 1), g(t, 1) tritt, sondern nur 
eine gemeinsame x-fache Wurzel tr = co von 


f(x, 1) =0, g(t, 1) =0. 
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f) Seien 
f= Gi; pn—i + Art —F-1e +- a ft Cnt ™—*, 
— = b, @—* -{- Vets {*- x—l ff a seins ah -{- a,t*-*, 
r — ay t + a, t- 17’ -f- a! ae 4 ant ™, 
Gaby LOPE fe EOE; 
sei ferner D die Resultante von f und g, also vom Grade n — x in 
den a, m —i in den b, und D, die Resultante von 
t'ftef, t*p+eq, 
also vom Grade » in den Gréssen a, a’, vom Grade m in den Groéssen 
b, b'; und sei x >7%. Dann zeigt die Determinantenform (2) fiir D,, 
dass man bis auf Glieder von héherer als i’ Dimension in « erhilt: 
dD, = é! (dy. Db; - by ajia*— . D, 
wo b; = 0 fiir x >i. Ebenso tritt, wenn auf irgend andere Weise 
zwei Formen m'*" und n' Ordnung, I’ und ®, vermége « = 0 in f 
und @ iibergehen, immer D als Factor des in ¢ niedrigsten Gliedes 
der Resultante von J’ und ® auf; so wird die Resultante D, von 
Cita, tpteg’ 
bis auf Glieder von hdherer als (ix)'*" Dimension in é zu 


D, = &*(ay* bi +--+ + (—1)*b,'‘a¥) - D. 


I. 
Elimination aus zwei ternéren Formen. 
2. 
Die allgemeine Resultante. 


Wir betrachten zuerst zwei Formen 


(1) f [(,, Ly, Xs) Hy" fy rg fy Hy" fy + + hms 

\p P(X, Ho Ls) Ly"My- 2" 9, + 2" "gat +++ +O; 
wo f; und g; homogene ganze Functionen 7°" Ordnung der Variablen 
%,, &, bedeuten. Von den Formen / und @ setzen wir dabei voraus: 

a) dass dieselben keinen variablen Factor gemeinsam haben; 

b) dass die Constanten f, und g, nicht zugleich verschwinden. 

Die beiden Formen f und gp haben dann bei Elimination von x, 
eine nicht identisch verschwindende Resultante D, welche in Bezug auf 
XY, %, ganz, homogen und vom Grade m -n ist. 

Denn wenn die nach Nr. 1 existirende Resultante D in 2,: x, 
identisch verschwiinde, wiirden nach Voraussetzung b) und nach Nr. 1, 
d) und e) die beiden Formen f und @ als Functionen von x, einen ge- 
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meinsamen Factor in x, besitzen, der eine ganze Function von 2, und 
auch eine ganze Function von «,, 2 wiire. Sei P dieser Factor, 
so wire 
f= P. Q, 

wo Y eine ganze Function von 2,, eine rationale Function von 2,, x, 
wiirde; der Nenner von Q, eine ganze homogene Function von 2,, 2,, 
miisste dann in P theilbar sein, und der Quotient wire eine in 
X3, #,, 2, gauze Function, die in f und » theilbar wire — gegen die 
Voraussetzung a). 

Der Grad m-n von D in x,, x, ergiebt sich aus Gleichung (4) Nr. 1. 


2 


Ur 
Aus Nr. 2 geht hervor, dass die Gleichungen f= 0, » =O nur 
durch eine endliche Zahl von durch D = 0 gegebenen Werthsystemen 
= und durch eine endliche Zahl zugehdriger Werthe von —* erfiillt 
: 1 . . : 1 . 
werden. Man kann daher durch eine vorgingige lineare Transforma- 
tion der Variablen immer erreichen, dass irgend 2 endlich verschiedenen 
? 5 
gemeinsamen Werthsystemen, welche f—0, go = 0 erfiillen, auch 2 
: : , Xe ° . 
endlich verschiedene Werthe von =. d. h, zwei verschiedene Factoren 
- . 
von D, entsprechen, und dass zugleich die Voraussetzungen a) und b) 
von Nr. 2 bestehen bleiben. Zu diesen kénnen wir also die folgende 
fiigen: 
c) dass nicht zwei endlich verschiedene gemeinsame Werthsysteme 


von {= 0, mp = 0 auf dasselbe = fiihren. 
i 


4, 
Multiplicitét der Schnittpunkte zweier Curven. 
Wenn unter den Voraussetzungen a), b), c) der Nr. 2 und Nr. 3 
die Resultante D einen Factor 


(a, %, + a,x,)* 
besitzt, wihrend kein weiterer Factor von D mit a,7, + a,” zusam- 
menfallt, so wird dem entsprechenden Werthsystem 2, : 2:3, das 
f=0, » =0 befriedigt — oder, wie wir sagen wollen, dem ent- 
sprechenden Schnittpunkt der beiden Curven f und mp — die Multiplicitat 
a beigelegt. Man hat dann unter Beriicksichtigung dieser so bestimm- 
ten Multiplicitiit und nach Nr. 2 zu sagen: 


dass die beiden Curven f und » m.n Schnittpunkte besitzen. 


5. 
Die nach Nr. 4 bestimmte Multiplicitét eines f—0O und gy = 0 
gemeinsamen Werthsystemes 2,:2,: 2, ist wnabhingig von dem zu 
Grunde gelegten Coordinatensystem. 
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Denn transformirt man die Formen (1), Nr. 2 durch eine nicht 
specielle lineare Substitution zwischen den Variablen z,, 2, 2, und 
neuen Variablen «,’, 2,', 2,;, so bleiben fiir die transformirten Formen 

f° (&y', Xq', 3), P (a1', Hy’, 25’) 
die Ordnungen m,» und die Voraussetzungen a), b), c) bestehen. Die 
Elimination von 2, aus f’ und @ ergiebt also eine nicht identisch 
verschwindende Resultante D’ vom Grade m-n in 2,’, x, welche 
einen, dem Factor (a,x, + a,%,)* entsprechenden Factor 
(a, x,’ + ay’ x)" 

besitzen mége. Da nun die Resultante, als rationale ganze Function 
der Coefficienten, eine stetige Function der oben eingefiihrten Substi- 
tutionscoefficienten, « aber eine ganze Zahl ist, so muss, so weit 
specielle Werthe der Substitutionscoefficienten vermieden werden, «’ 
unabhiingig von diesen Coefficienten werden, also mit «a iiberein- 
stimmen. 

Durch speciellere Werthe der Substitutionscoefficienten — immer 
bei nicht verschwindender Substitutionsdeterminante — kann der Fall 
eintreten, dass entweder zwei im Allgemeinen verschiedene Factoren 
von D’, von den Exponenten a und £, sich zu einem Factor mit dem 
Exponenten « + 6 vereinigen, oder auch, dass die Resultante iden- 
tisch verschwindet; je nachdem Voraussetzung c) oder b) nicht mehr 
erfiillt ist. 

6. 
Bestimmung der Schnittpunkte. 

Um die Coordinaten irgend eines Theils der gemeinsamen Werth- 
systeme von f =0, mo =O zu erhalten, fiihren wir wieder zuerst all- 
gemeine lineare Kunctionen 2,’, 2,2, von #,, 2, %, ein und bilden 
nach Nr. 5 die Resultante aus f° = 0, go’ = 0, a, — Ax, =0: 

D(a). 

An Stelle von D’(A) setzen wir den Ausdruck A’(A), welcher aus D’(A) 
dadurch hervorgeht, dass jeder in D’(4) in irgend einer Potenz ein- 
gehende Factor nur in erster Potenz genommen wird; dass also, wenn 

D(a) = DDD; ... 
wo nicht zwei lineare Factoren eines D, oder zweier verschiedener 
D,, Dy einander gleich sind, 

A’ (4) = D, D, D,... 
wird. A‘(a) wird aus D’(A) dadurch gebildet, dass man D’ durch 
den gréssten gemeinsamen Divisor von D’ und a theilt. — Aus 


A’(A) sei weiter ein beliebiger Factor vom Grade @, 
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A’ (a), 
herausgenommen. ' 
Um mit a), b), c), Nr. 2,3, vertriigliche Specialitiiten zu ver- 
meiden , setzen wir ferner: 


ure 


“2, + a,27, = 
B, Ky -{. BX, — £,, 
Xs + Vi% - Poly = ive 


ore 


wo weder &, noch €, fir ein zu A”(A) =0 gehdriges gemeinsames 
Werthsystem von f = 0, m = 0 verschwinden sollen. Man kann dann 
die Coefficienten der Substitution der x in die 2 so specialisiren, dass 
aus A”(A) = 0 eine nicht identisch verschwindende Gleichung o'" 
Grades in 2 = Se L 
51 
A, (2) = VU, 
entsteht; ferner so, dass eine solche Gleichung o'" Grades in y =-**, 
51 
4, (y) = Q, 
“ . : ‘ ’ a 
und endlich, dass eine solche Gleichung 0" Grades in ¢ = = 
x S> 
A, (2) = 0, 


entsteht. Die Wurzeln seien beziiglich 


By» Bay - + +5 Bg; Dy, by, . «29 Dys Cy, Coy - - oy Cp 


nach den Annahmen a), b), c) sind die Wurzeln a, von einander ver- 
schieden und es gehdrt zu jeder Wurzel a, nur je eine Wurzel b, und 


b 
e - f/ . r ° . . -_ 
eine Wurzel ¢, = a. und diese Wurzeln sind nicht co, da hierfiir 
Lf 
h 
—, und & nicht = 0 sein sollen. Giebt man ferner in der Gleichung 


4 . ’ r 
A, (*) =() der Grisse x einen festen Werth a, aus den Wurzeln 
von A,(a) = 9, so hat dieselbe, als Gleichung in y aufgefasst, die 
Warzeln 
- b, js Dy h . Onsy is Ug r 
a “iat, ” Sava! 7 UT Gua” * 2 
und keine dieser Gréssen, ausser b,, wird mit irgend einer der Gréssen 
b,, b,,...+, be tibereinstimmen, wenn man nur specielle Werthe der 
willkiirlichen Constanten «, 8, y ausschliesst. Unter der Bedingung 
A,(z) =0 haben also die beiden Gleichungen in y: 


A,(y)=90, A; (2) = 0 


immer einen und nur einen in y linearen Factor gemein 


Py+Q, 
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wo P und Q rationale ganze Functionen von « werden und wo P 
auch fiir die Wurzeln a, von A,(x) =0 nicht verschwindet. Vermige 


Q 

aS P 
hat man also fiir alle zu &,(a)=0 gehirigen gemeinsamen Werthsysteme 
von f=0, p=0, y= = als rationale Function von x = e » und 
damit auch > als rationale Function von = (bez., fiir 2, = 0: Zz 


x . 
als solehe von ), unter der Bedingung 
Xe . 
ae: 1 ( % 
A, (x) = A; (*)=0 
: f 


und unter den Voraussetzungen a), b), c) Nr. 2, 3. 

Wendet man dasselbe Verfahren auf / = 0, g’ = 0 an, so ergeben 
sich allgemeiner fiir alle jene Werthsysteme 2,':2,':2,, also auch 
%,:%,22,, als rationale Functionen des Parameters 4, fiir A” (4) = 0, 
wo nur noch die Voraussetzung a) Nr. 2 fiir f und zu erfiillen ist. 


: 
Die specielle Resultante, 


Analog der in Nr. 2—6 an den Formen (1), Nr. 2 gefiihrten Un- 
tersuchung betrachten wir jetzt die bei Elimination von 2,’ entstehende 
specielle Resultante 

D' (a, %2') 

zweier Formen 
2) fg fi ay fig fb fo 

QP =%*-*Qe + Xy"-*—" Merits -> + Qa, 
in welchen /;, 9, homogene ganze Functionen h' Dimension von 
x, 2, bedeuten, und welche aus /, m durch lineare Coordinatentrans. 
formation der %,, 2, %, in %,', 2, %,° entstanden sind. Ks ist also 
nur angenommen, dass von / und @ alle (i—1)*", bez. alle (x — 1)" 
Differentialquotienten, dagegen nicht alle i, bez. alle x" fiir 
(a, = 2, =) verschwinden; geometrisch gesprochen: die Curve f=0, 
bez. p =O, soll im Punkt (a,’ = x,’ = 0) einen i-, bez. x-, elementigen 
Punkt, mit iibrigens beliebigen Singularititen , besitzen. 

Es soll die specielle Resultante D’ mit der allgemeinen Resultante 
D aus Nr. 2 verglichen werden. 

Wie in Nr. 2 folgt auch hier 

a’) dass D’ nicht identisch fiir alle x, : x, verschwindet; 

b’) dass der Grad der in x,, x, homogenen ganzen Function 


D’ = mn — ix wird; denn aus (3) und (4), I. hat man, wenn 
He Oi &m By Byt1 Pn 
Le Vigan cet + Pe Papa +++ Pn 
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ein Glied von D’ ist, hier 
@ + O4i+-+-+a,—n— 4x, 
By + Bey t-+-+ Be =m — i, 
1. Ojst + 2. Qi+e + eee -{- (m — 7) Oy, a 1 - Buss 4- 2. Bris 4 eee 
+ (n—x)B, = (m—i?) (n—x), 
also 
b-a@;+ (¢+-1) a4: +---+m-a,+%-B,+ (x+1)-Buit::: 
+n- Bp, = mn — ix, 


ce’) dagegen kénnen hier, abweichend von Nr. 3, zwei endlich 
Se at oe | ? ? 


verschiedene gemeinsame Werthsysteme von f= 0, m = auf dieselbe 


, 


; 


, x , Nee > . &. zx. 
Wurzel —, von D’—0 fiihren; aber dann auf verschiedene —*,, bez. s 
x x, Le 


8. 

Die gemeinsamen Werthsysteme 2,:2,:2, von f=0, op=0O 
und die #,’: a, : 2, von f’ =0, g =O in 7. entsprechen sich gegen- 
seitig eindeutig, Man kann nun wieder, analog Nr. 4, die Multipli- 
citét eines der letzteren Werthsysteme durch die Potenz des ent- 
sprechienden Factors in D’ definiren. Unter Beriicksichtigung dieser 
Definition hat man dann den Inhalt von Nr. 7 so auszusprechen: 

Die beiden Curven f =0, go’ =O haben ausserhalb des Punktes 
(x, = x,’ = 0) mn — ix Schnittpunkte gemein. Dies gilt, wie singulir 
der i-, bez. x-elementige Punkt von f’ = 0, bez. mp’ = 0, auch sei; nur 
dass bei solcher Singularitét ein Theil der mn — ix Schnittpunkte als 
in die Nihe des Punktes (x,’ = x, = 0) fallend aufzufassen wéire. 

Die Uebereinstimmung dieser Definition mit derjenigen von Nr. 4 
und die bestimmte Fassung des Satzes sollen in Nr. 9 u, 10 behandelt 
werden. 


9 


An Stelle der beiden Formen /', m von Nr. 7 betrachte man zwei 
Formen 
(3) Pref, 9 +e’, 
wo 

{ ’ = Xs, aa -+- Le eats -|- as + oll 

gp =—2,"9) + 23” TD, Ho Gay 
und die f,", gx” ganze homogene Functionen h'" Grades von 2, x,’ 
mit willkiirlichen Coefficienten sind. Die durch Elimination von 2,’ 
aus (3) entstehende Resultante D, wird nach Nr. 1, f) bis auf Glieder 
von héherer als (¢x)'** Dimension 2u 


(4) Dy = "(fy * Qi + + (— 1) gy f'*) - D, 


- 
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insbesondere fiir x = 7 zu 
, 27 ” , wnING , 

(4) (fy Pi — Po fi)’. D’. 

Die Coordinatentransformation in Nr. 7, welche /’, »’ in f, » 
tiberfiihrt, liisst die Formen (3) dieser Nummer in zwei Formen 
(5) f+ef, oper g® 
iibergehen. Die durch Elimination von «2, aus (5) entstehende Re- 
" rT = M4 7 € ° » & rN 
sultante D, geht fiir e—0 in D, Nr. 2, tiber; jedem Factor (a, 2, +a,2,)* 
in D entsprechend, existiren somit in D, — das eine ganze rationale, 
also stetige Function von ¢ ist— genau a@ in 2,,2, lineare Factoren, 
welche sich fiir geniigend kleine ¢ beliebig wenig von a,2, + a,2, 
unterscheiden. 

Nach Nr. 5 hat daher auch D:, wenn dieser Factor (a, 2,-+ a, 2,)* 
von -D zu einem von (a, =, =0) endlich verschiedenen Werth- 

Re ' a : ee n 

systeme von f=0, m=O gehirt, wobei also rg nicht unbestimmt 


“1 

werden kann, @ entsprechende, mit geniigend kleinem ¢ beliebig wenig 
von einander abweichende in a,’, 7, lineare Factoren. Demselben 
Werthsystem entsprechend, habe man in D’ einen e«’-fachen Factor 
(a,x, + a,x)" -(@ > 1), wo a,x,’ + a,'x,' von jenen «@ Factoren 
ebenfalls beliebig wenig abweicht. 

Diese « Factoren treten auch auf der rechten Seite der Gleichung 
(4) auf. Wenn nun zuniichst /; und g,’ keinen Factor gemein haben, 
so kénnen die « Factoren in dem vor D’ stehenden, mit den willkiir- 
lichen Gréssen /,’, gy’ sich endlich tindernden Factor dieser rechten 
Seite nicht enthalten sein, treten also alle in D’ ein; und jeder Factor 
von D' ist auch in D, enthalten, Fiir’ das von (x, = 2, =) endlich 
verschiedene Werthsystem ist also «e’ —«. Zugleich wird dann fiir 


, 


keinen D’=0O geniigenden Werth ry die gemeinsame Wurzel 9 bez. 
‘ i 1 

x . ° ° . 

=, wu oo; d. h, die mn —ix nach Nr. 8 folgenden Punkte liegen 

“2 

alle endlich getrennt von (a, = 2, 


, 


=(). Der Factor (ix)'" Grades 
vor D’ in (4) liefert nur 2,’ = x,’ = 0 und keine zugehérige gemein- 
same Wurzel a, von f =—0, gy —0; wohl aber ein (éx)-faches 
Werthsystem von f=0, g=0. Man hat also: 

Haben fi und g, in (2), Nr. 7 keinen Factor gemein, so fallen 
in (2, = x) = 0) genau ix Schnittpunkte von f = 0, p = 0, wihrend 
die iibrigen Schnittpunkte alle von (a, = 7 =) endlich getrennt liegen 
und sich aus D’ =0 (Nr. 8) mit derselben Multiplicitét ergeben, wie 
aus D = 0 (Nr. 4). 

Wenn aber f; und g,’ einen Factor gemein haben, so variire 
man zuniichst g, in g, + 4- w, derart, dass bei fj und ox + yy. 
dieses nicht mehr der Fall ist, Fiir die variirten Functionen gilt dann 
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noch alles Vorhergehende; und « Schnittpunkte, die auch bei beliebig 
kleinem y von (x,' = 2, = 0) endlich getrennt fallen, werden genau 
« lineare Factoren zu D’ liefern, dagegen keinen zu dem vor D’ 
stehenden Factor in Gleichung (4), Dies gilt also auch fiir 4 = 0: 
In allen Fiillen liefert ein von (a, = x,, = 0) endlich getrenntes 
Werthsystem von f = 0, go =0 in D einen Factor von derselben Multi- 
plicitiét, wie in D; nur dass mehrere in D verschiedene Factoren mit 


den Exponenten a, B,... in D’ sich zu einem Factor mit dem Ex- 
ponenten « + 6+ --- vereinigen kénnten. 
10. 


Trennung der Multiplicitit eines Schnittpunktes in 
mehrere Theile. 


Es mége nun nach Nr. 4 fiir das gemeinsame Werthsystem 
(a, =a, = 0) von f=0, p=O die Multiplicitét w folgen, d. h. 
D habe einen entsprechenden Factor (m,2, + m,x,)". Die iibrigen, 
von 2, = 2, =O endlich getrennten, Schnittpunkte haben also zu- 
sammen aus D, Nr. 4, und nach Nr. 9 auch aus D’, Nr. 8, die Multi- 
plicitit mn — wu. D' hat dann noch einen Factor vom Grade 
(mn — ix) — (mn — w) = uw — ix, welcher sich auf Schnittpunkte 
bezieht, die nicht von x, = %,, = 0 endlich getrennt liegen. 

Somit hat man die w dem Factor (m,x7, + m,x,)" von D xzu- 
gehérigen Schnittpunkte im verschiedene Theile zu trennen. Fiir den 
ersten Theil, aus ix Punkten bestehend, verschwindet der erste Factor 
(¢x)'*® Grades der rechten Seite der Gleichung (4), Nr. 9, wofiir keine 
gemeinsame Wurzel x,’ von f’ = 0, go = 0 auftritt. Der zweite Theil, 
aus « —ix Punkten bestehend, entspricht einem Factor (u —ix)'" 
Grades von D’: 


(6) (1044 Ly yyy) + (Mg, Ly My Ly)". - 
wo 
Hy + a fe =U — tx, 
zerfallt also weiter in Theile von u,, g,, --- Schnittpunkten; und 


fiir jeden dieser Punkte hat, obwohl dafiir 2,’ =z,’ =O ist, doch 
“2 ein ganz bestimmtes, durch (6) geliefertes Verhiiltniss, fiir welches 
fi und g,’ zugleich verschwinden, wihrend f/f =0, g =O die ge- 
meinsame Wurzel =! == OO (und = = 20) haben. 
i 
Wir driicken diese Beziehung geometrisch kurz so aus: dass wir 


die ersten ix Schnittpunkte als in den Punkt (a, =x,’ = 0) fallend 
bezeichnen; dagegen die weiteren u — ix als in die Néiihe des Punktes 
(2, = x, = 0) fallend oder an den Punkt (a, = x,’ = 0) herangeriickt, 
und zwar mw, derselben in der durch m,, 2,’ + m4,’ = 0 gegebenen 
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Richtung, wenn D’ in (6) den beziigl. Factor (m,,2,° + m,)x,')" hat; 

oder auch: in dieser Richtung liegt ein Schnittpunkt von w,-facher 

Multiplicitét dem (ix)-fachen Schnittpunkt (x,° = x,’ =) benachbart. 

Die Aufstellaung von D’ neben D hat somit den Erfolg, dass der 

(2, = 2,’ = 0) zugehdrige Schnitt von w-facher Multiplicitit, welcher 

aus dem beliebig singuliiren i-elementigen Punkt von f und x-ele- 

mentigen Punkt von » resultirt, zerlegt worden ist: 
1. in einen in (a, = x, =) gelegenen Schnittpunkt von 
ix-facher Multiplicitat; 

2. in Schnittpunkte von beziigl. u,-, w,-,... facher Multipli- 
citit, welche in verschiedenen durch (6) gegebenen Rich- 
tungen liegen, fiir die zugleich f/ und g,’ verschwinden; 
wo 


H+ ow +e + =U 


wird. 


Die folgenden Transformationsbetrachtungen lehren weitere Zer- 
legungen. 


11. 
Die specielle Resultante bei eindeutigen Transformationen. 


Die Resultante D’ liisst sich noch anders auffassen. Der Ein- 
fachheit halber sei hierbei, event. vermége einer vorherigen Coordi- 
natentransformation, angenommen, dass D’ nicht den Factor x,’ und 
keinen Factor, fiir welchen x, —0 wird, besitze, (#,' = x,’ — 0) 
sei als Punkt P bezeichnet. 

Setzt man 


7 Taw, Shine 
(1) ar ee ar ees 
und fiihrt dureh 

ae 
(8) ear 


die Variable 4 an Stelle von y ein, so gehen f” und q’ iiber in 


ty” ai» F(x, n), a," a* (x, 0), 


wo 

o) F=fi(1, 9) + efea(l, 4) +++ + at fn(L, 9), 
ite | ® = gx (1, y) +e peqi (1,9) +++ + a fil, 0) 
sind. ‘ 


War nun 
(LO) FE (ary, a’) S (My, Ly PE My 9 y’)* (gy Hy > Myy Ly’)? ++, 
so hatte die Curve /’ =O im Punkte P iy in mp1, + me2%) = 0 
fallende Elemente; und dementsprechend hat nach (9) die Curve 
I’(x,) = 0 in einem Punkte P,, der durch 


x=0, Moi+ Moon = 0 


ve 
to 
* 





: 
: 
: 
} 
; 
’ 
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gegeben ist, die Eigenschaft. daselbst mit a —0O einen Punkt mit 
genau i,-facher Multiplicitit gemein zu haben. 

War ebenso 
CLO) pa (ay, Ly) = (amy Hy! My Hy)" (yy Ly Magy TY)*" + +, 
so wird derselbe Punkt P, auch ein Schnittpunkt von genau x, - facher 
Multiplicitat fir «—0, O(z,4)=—0. Dabei sind, wenn uy in (6) 
> 0 war, zugleich 7, und x, > 0, und umgekehrt. 

Der Punkt P selbst wird fiir / =O ein i-elementiger, wo 
ip < ty, fiir & =O ein x,-elementiger, wo xp < xQ. 

Die durch Elimination von x aus (9) entstehende Resultante ist, 
nach Nr. 1, e), identisch mit 
(11) D'(1,%), 
wenn J’(x,',2,’) die Resultante aus (2), Nr. 7, war. Da nun nach 
der Annahme fiir keinen der Schnittpunkte, zu denen D’(z,’, x.) ge- 
hort, 2 == oo oder y = oo wird, so kann man sagen: 

D , n) ist auch als Resultante der transformirten Formen F', ® 
in (9) aufzufassen und liefert alle den Schnittpunkten von [’, yp’ ent- 
sprechende Schnittpunkte von F’, ® genau in derselben Multiplicitit, 
wie D' (a, x.) jene. Insbesondere folgt die Multiplicitiéit w des. Punktes 
P auch = ix + den Multiplicititen w,, u,,... der Punkte P,, P,,.... 





12. 

Die Transformation (8) ist eime specielle quadratische und ein- 
deutige. In dieser Hinsicht liisst sich nun die ganze Auffassung von 
Nr. 11 verallgemeinern. 

So sei zuniichst, unter der Voraussetzung, dass zwar der singu- 
lire Schnittpunkt P von f’, g’ in (a, — 2, = 0) falle, im Uebrigen 
aber keine weitere specielle Lage des Coordinatensystems gegen /’, y’ 
stattfinde, die allgemeine eindeutige quadratische Ebenentransformation 





(12) f Fi > &:& =—: ? Le Fy > ye, 
Uy: Mg i Hy = & 8 : 6, : £8, 
welche einen ,,Fundamentalpunkt“ in (v,/ = x, = 0) hat, auf /’, y’ 


angewandt, die hierdurch, bis auf einen Factor &,', bez. &*, iiber- 
gehen in 


pre 2) = (5 52) = fi (5,8) +, &)"-* 18, fins (§,6,)-+ +6, ae . n (B84) ? 


13) 


( 
(5: 
| (é) =(E, E.) ak *7,(E.,€;) )-+( (,é So a ee (E556) )+- -+&, =e oi, s,)- 
Es gelte (10) und (10), Nr. 11. Dann erhialt auch hier /’(&) 
im Punkte P,, der durch 
E,; = 0, moi8 + mob, = 0 

gegeben ist, einen Schnittpunkt von %,’-facher Multiplicitiit mit &,—0. 
Und ferner wird, sobald alle Iunctionen 
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fipa(ay’, Ly’), fir h= 0, 1, oe (t — 1), 
den bez. Factor (112; -+ mp2%')'@" haben, der Punkt P, fiir F(&) 
‘ein %-elementiger (ip < ig’); eine Kigenschaft, die also von den Con- 
stanten der quadratischen Transformation, wenn dieselbe nur in 
(x, = #,, = 0) einen nicht speciellen Fundamentalpunkt hat, unab- 
hingig ist. 

Ferner wird P, fiir ®(€)—0O und & —0 ein Schnittpunkt von 
xe -facher Multiplicitét; und P, wird ein x,-elementiger Punkt von 
O(§), wo %<,. Fir keinen der Paunkte P, wird §, = 0 oder §,=0, 
nach der Annahme dieser Nummer 12. 

In (€, = & =O) erhiilt F'(&) einen m-fachen, (&) einen n-fachen 
Punkt, deren Elemente durch 

fn (So, &;) = 9, bez. gna (&, &;) = 0 
bestimmt sind; also nach der Annahme ohne Singularitiit und gemein- 
same Elemente. In (§& = & —0) erhilt F’'(€) einen (m — ¢)-fachen 
Punkt mit den Elementen 

Eo" §fi (0,1) + Ey" E3410, 1) +++ Eg" fm (0, 1) = 9, 
entsprechend den m— i den Curven f’ =O, a,) =O ausserhalb P 
gemeinsamen Schnittpunkten, also nach der Annahme mit m — i ein- 
fachen getrennten Elementen; ebenso %(§) n— x solcher, die alle 
von den m—di Elementen von F'(§) verschieden sind. Ebenso in 
(—&, = & —0). Die Curven &, =O und &, = 0 treffen F'(&) oder (&) 
nicht in weiteren Punkten. 

Nun wird die durch Elimination von §, aus (13) entstehende Re- 
sultante nach. Nr. 1 bis auf einen Factor, der eine Potenz von §,&, 


$1 
ist, zu 
D'(&., §1). 
Man erhiilt daher fiir alle ausserhalb der drei Punkte 
(= & =0), (8 = & =9), (& = & = 0) 
gelegenen Schnittpunkte von F = 0, ® = 0 genau dieselbe Multiplicitat, 
wie sie durch D’(x,, x) fiir die entsprechenden Schnittpunkte von 
{’ = 0, gw =0 geliefert wird; insbesondere fiir die Punkte P,, P,,... 
genau dieselben Zahlen w,, Uo,..., wie sie nach Nr. 10 fiir die ent- 
sprechenden dem Punkt P benachbarten Richtungen folgen. 


13. 


Zerlegung der Multiplicitat mittels der eindeutigen 
Trans formationen. 
Man kann nun die allgemeinen quadratischen Kbenentransforma- 
tionen fortsetzen, indem man einen Fundamentalpunkt zuniichst in 
P, legt und aus J’, ® zwei neue Curven I’, 9 ableitet, welche, DP, ent- 
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sprechend, igi-, ig2-,++*, bez. %gi-, %i-,°+- -elementige Punkte 
Poi; Poo, +++ erhalten werden, mit Schnittpunktmultiplicitiiten 
He1,Me2,*** + Die Multiplicitit von P, wird dann 


Ho = te%— + Mer + Meet -'; 


wonach sich also die von P weiter zerlegt. Diese Operationen, nach 
und nach auf die P,, die Pyg,--- angewandt, werden sich wegen 
der Endlichkeit der zu P gehérigen Zahl w nach einer endlichen Zahl 
von Operationen so schliessen, dass kein weiterer Schnittpunkt er- 
halten wird. 

Wendet man aber eine Anzahl von solchen quadratischen Trans- 
formationen an, bei welchen der Punkt P, oder der diesem Punkte 
nach und nach entsprechende Punkt nur cm Mal als nicht specieller 
einfacher Fundamentalpunkt benutzt wird, so setzen sich dieselben zu 
einer eindeutigen héheren Ebenentransformation zusammen: 


By: &) 2 By = pO (a') : wO(a') : YO(@’), 


‘ 


wobei der Punkt P(2, = «,’ = 0) ein einfacher nicht specieller Fun- 
damentalpunkt wird — in dem alle y)(2’) einfach verschwinden, ohne 
gemeinsames Element, wihrend auch die y)(x’) keine weitere specielle 
Lage gegen diesen Punkt haben —. Auch bei dieser héheren Trans- 
formation entsprechen dann nach Nr. 12 dem Punkte P von f/f’, py’ in 
deu transformirten Curven F’,® Punkte P,, P,,.--, fiir F bez. i,-, 
i,-, +++ -elementig, fiir ® bez. x,-, x,-,----elementig, und von den 
bez. Schnittpunktmultiplicitiiten u,, w,,---, Zahlen die identisch werden 
mit den aus (12) gefundenen. Wir kénnen daher allgemeiner als in 
Nr. 12 sagen: 

Unterwirft man f', p einer eindeutigen Ebenentransformation, 
welche den Punkt P, der i-, bez. x-elementiger Punkt von f', bez. q’, 
ist, zum einfachen F'undamentalpunkt hat, ohne dass eine weitere spe- 
cielle Lage der Transformationscurven gegen f’, y stattfindet, so wird 
die Nr. 10 angegebene Multiplicitét w des Schnittpunktes P auch cu 
ix + den Multiplicitéten u,, u,,--- der Punkte P,, P,,---, welche 
in den transformirten Curven den am Punkte P gelegenen Elementen 
entsprechen.*) 


*) Der Satz gilt auch noch fiir einen nicht speciellen héheren Fundamental- 
punkt in P; ferner auch fiir solche rationale Transformationen, welche nur mit Hiilfe 
von f’ = 0 rational umkehrbar werden, Das Letztere folgt am Einfachsten auch 
durch eine vorhergehende quadratische Transformation und eine Grenzbetrachtung. 
Wir bediirfen indess fiir das Folgende dieser Erweiterungen nicht. 
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lil. 
Das Schnittpunktsystem einer Curve und ihrer ersten Polare. 
14, 
Erste Zerlegung der Resultante. 


14. Wir wenden jetzt die vorhergehenden Betrachtungen auf den 
Schnitt einer Curve m'** Ordnung 


(1) f =f (1, %, 23) = 0 

mit einer ersten Polaren 

» _ of _of Me of —< 
(<) fe Oa, ¢ + Oa, C, + Oa, cy = ( 


an, zerlegen aber hierbei in Nr. 14—17 dieses ganze Schnittpunkt- 
system weiter in zwei villig getrennte Theile. 

Zuniichst haben wir wieder vorauszusetzen: dass f und /, keinen 
Factor gemein haben, d. h. da mit diesem von ¢ unabhingigen Factor 
of 


wh 


die drei Ausdriicke verschwinden miissten: dass f(#,, x,,%,) keinen 


Doppelfactor besitze. 
Nimmt man dann, um ein nicht specielles Coordinatensystem zu 
haben, eine Gleichung 


(3) A,A, + A,A, = 0 
hinzu, wo A, und A, willkiirlich gewihlte lineare Functionen von 
“, %y, %, sind, derart, dass fiir A, = A, =O die Functionen f und 


f- nicht verschwinden, und eliminirt 2,, 7,7, aus (1), (2), (3), so 
erhiilt man nach den vorhergehenden Nummern eine Resultante vom 
Grade m(m — 1) in 4,, A,: 

(4) D(A,, 42), 

zu deren verschiedenen Factoren die von einander getrennten Schunitt- 
punkte von f= 0, f, = 0 in durch die Exponenten bezeichneter Mul- 
tiplicitiit gehéren, und aus deren Gesammtheit, oder irgend einem 
Theil A(A,, 4.) derselben, sich die zugehdrigen Schnittpunkte durch 
rationale Ausdriicke 


(5) f % 2%, 2%, —= Y (A,, Ay)? v, (Ay, Ay): Y3 (Ay, a2), 
\ A(A,, A.) =0 
ergeben. 

Die Resultante D(a,, 4,) in (4) kann in zwei Factoren zerlegt 
werden, von denen der erste, D,, von den ¢ ganz unabhiingig ist, 
wihrend der zweite, D., keinen von den ¢ unabhiingigen Linearfactor 
enthilt, also fiir nicht specielle ¢ mit D, keinen Factor gemein hat. 
Diese Zerlegung kann in rationaler Weise geschehen, indem man in 
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der Function D(A,, 4,), welche in Bezug auf die ¢ rational, ganz und 
vom m'*" Grade ist, den gemeinsamen Factor D, der Coefficienten 
aller verschiedenen Producte der ¢ sucht: 

(6) D(Aa,, 4.) = Dy Du. 

Dieser erste Factor D, bezieht sich nur auf die mehrelementigen 
Punkte von f=0. Denn er gehért zu solchen Schnittpunkten von 
f =0 mit f, = 0, fiir welche zugleich jeder der drei Ausdriicke 

of of of 
(7) 


Oa,’ Oi,’ Oly 





zu Null werden. Fiir jeden mehrelementigen Punkt von f = 0 liefert 


D,, alle Schnittpunkte mit f, = 0, welche von den ¢ unabhiingig sind. 
Specialisirt man jetzt c, nimmt man also etwa die Resultante 
of : : 
R von f = 0, oF = 0, so wird immer 
2 


R= D, .F, 


mit dem Factor D,. Es handelt sich jetzt um die weitere Zerlegung 
von D,. 


15. 
Weitere Zerlegung der Resultante durch Transformation. 
Sei (z, = x, = 0) ein i-elementiger (¢ > 0) Punkt, P, von f: 


CLV) FS wy" fi(@,, Hq)  y™- "figs (X, Vo) + +++ + fu(%, 2), 
dann wird 

af af 
2’ c= 2,"-§ —€ . ¢,) ce 
(2) fe= ayn (Sat gia)tes 
also P(x, 2, = 0) fiir nicht specielle ¢ ein (¢ — 1)-elementiger 
Punkt von f,. 

Der auf diesen Schnittpunkt P beziigliche Factor von D, also 
von D,, sei 
(8) (a,4, + a,d,)*. 

Wendet man jetzt eine der im vorhergehenden Paragraphen II. 
behandelten eindeutigen Transformationen auf f und f, an, mit einem 
gewohnlichen Fundamentalpunkte in P, so erhilt man die in Nr. 13 
angegebene Zerlegung von pw in 


ii tatmt--s 

wo sich die Zahlen w,, u,,--+- auf die Punkte P,, P,,--- beziehen, 
welche den P benachbarten Schnittpunkten von f=0, f,=0 ent- 
sprechen. Jede dieser Zahlen up liisst sich nun wieder, wie nun ge- 
zeigt werden soll, der Zerlegung (6), Nr. 14, analog, in zwei Theile 
zerlegen. Es soll dies zuerst wieder an der speciellen Transformation 
von Nr. 11 ausgefiihrt werden. 
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Sei 
2X, Xe 


— = 7. aus ¢@ 
Xe ? Ly Y; 


& |e 


= » 
gesetzt. So wird 


f(x,y, 1) =a - F(a, yn), 
of i OF On _ gi-i OF 
ey ~ @n Oy . ae" 


und @, wird nach Nr. 11 oder Nr, 13 gleich der Multiplicitéit des 
Schnittpunktes P, von F(x, 4) =O mit * == (), 
of 


Wiahrend nun 4 die Polare des Punktes (c, = 0, ¢, = 1, ¢, =), 
; 2 : 
also bei der nicht speciellen Lage des Coordinatensystems gegen f die 
Polare eines nicht speciell gelegenen Punktes darstellt, mithin fiir P 
a 


aus f= 0, == () dieselbe Multiplicitiit uw ‘folgt, wie aus (1) und (2), 


f 
oy 
' . po ea . : ae x ‘ 

Nr. 14, bei willkiirlichen c, so ist die Polare aa die eines gegen F’ 


speciell gelegenen Punktes (#: 4: 1——0:1:0) geworden. 


Die Multiplicitit uw, des Schnittpunktes Pp von = 0, ce = (0) 


zerfallt daher in zwei 'Theile: in einen Theil vg, den der Schuittpunkt 
von I’=0 mit irgend einer beliebigen Polaren von F’ = 0 besitzt; 
und einen Theil uw, — vg, der weiter nur auf den Schnittpunkt mit 
der speciellen Polaren entfillt. 

Dementsprechend zerlegt sich der Factor (8) von D, so: 


(9) (ay Ay + ag Ay) = (aA, + a, 4,)- I] (a, 4, + @,,)"@ 
2 


; IT (a4, + a, 4,/"e~"e- 
ry 


Der zweite Factor von (9), auf den Schnitt von / = 0 mit einer 
allgemeinen Polaren von J’ beziiglich, zerlegt sich alsdann durch 
weitere Transformation in demselben Sinne, wie der Factor (8) selbst, 
der sich auf f—0, f, =O bezog. Man kénnte noch zeigen, dass 
He — Ve = ig — tg wird, wenn ¢, und dp die Bedeutung wie iv Nr. 11 
haben. 

16. 

Die Betrachtung der vorigen Nummer werde jetzt auf die quadra- 
tische Transformation von Nr. 12 (oder auch direct auf die allgemeine 
Transformation der Nr. 13) ausgedehnt. Diese Transformation ist von 
der Form 

; . . _— »"\ 2 . 3 
(10) E,: 8:8, = p)(z): p(x): yO(zr), 


wo w¥(z) rationale Functionen gleicher Ordnung in den @, die 
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fiir (#, =x, =) in gleicher Ordnung verschwinden; mit der Um- 
kehrung der Form 


(11) Dik ik, = py (8) : gp) (§) : gp (&), 
wo 
AY) 9G) —1G-9®™, 9H] —=AEG)-9"® 


wird und mit den Annahmen der Nr. 13. Hiernach enthalt die Deter- 
minante 


(3) 


(12) a= 5+ 298) A9"@) 29% 
O51 0&2 05s 

den Factor A(&) in der ersten Potenz: 
(13) A = A(é)- A’ 
und der weitere Factor A’ verschwindet nicht mehr fiir beliebige, 
nicht speciell gewihlte Werthsysteme &, fiir die A(§) = 0 ist, ebenso- 
wenig alle ersten Unterdeterminanten von A; also auch nicht fiir die 
Werthsysteme, die zu den Punkten P,, P,,... gehéren, die in der 
Transformation dem Punkte P entsprechen. 

Vermége 2; = pg“ (&) wird nun 
(14) f(x) = M@) - Fé), 
wo M(é), dem é-elementigen Punkt P von f entsprechend, den Factor 
A‘(§) erhilt: 
(15) M = Ai(é). M’, 


wihrend der weitere Factor M’ fiir die Punkte P,, P,,... nicht mehr 
verschwindet. Man findet dann fiir P’(§) = 0: 


or —M > oF 06, 


Cx), _ 0g, Ox, 
ferner 
0g, i 1 ( eg ) eq") Za gq”) ¢ gp”) ) 
CX, A C&e 0&3 0&, 0&> ? 
etc., daher 
12 2 Y of M Ww’ oF 
1¢ - = ° Se) = ._ A’ —1/£ : ’ 
( D) » Ch Ox, A @(&) { (&) A » Cy 7 é 
h ’ _ x 
wo 
go oF oF oF | 
0g 0g og | 
a op) ag) dp) 
1 06 Ob  d€% 
(16’) (6) i ale aa 
Op” 0g~ opr 


— Se 
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Mit Hiilfe von F'(§) = 0 wird _: (€) eine ganze Kunction der &. 
Nach Nr. 13 wird die Multiplicitit w des Schnittpunkts P von 
f=0, f.=0 ma i(ti—l) + 4, + 4. +--+, Wo sich wy auf die Multi- 


plicitét des Schnittpunkts P, von /’ =O mit ®(—) = 0, also, da 
mM’ 
oe 
bezieht. Unter den uy Schnittpunkten von 


. OF 
(8) = Dt = 0 


mit £’(§) = 0 in P, sind aber wieder diejenigen enthalten, welche von 
allen C, unabhiingig sind; fiir welche also auch zu gleicher Zeit 
iH a wu 
a = 0, 92 =), a 
Os 0&s 0&3 
und alle linearen Combinationen dieser 3 Gréssen = 0 werden. Diese 
seien v, an Zahl. Diese vy Schnittpunkte lassen sich definiren als 
diejenigen Schnittpunkte von /'(§) = 0 mit einer beliebigen Polaren 
. a ar aF 
(17) F,(&) ae 1 + E Yo + a 
O Se OSs 


Os: 


AY 
fiir Pe weder verschwindet, noch unendlich wird, mit ©(&) = 0 


0 


73= 9, 


welche von den Constanten y unabhiingig sind. 
Wir erhalten daher hier dieselbe Art der Zerlegung von D,, wie 
in Nr, 15. 
17. 


Zerlegung der Resultante in Doppel- und Verzweigungs- 
factor. Geschlecht der Curve. 

Der durch die Transformation Nr. 15 oder Nr. 16 entstandene, P 
entsprechende Punkt P, von /'(§) = 0 midge ein é)-elementiger Punkt 
sein, wobei nach Nr. 12 und Nr. 13 die Zahl é, fiir jede unserer Trans- 
formationen die gleiche wird. Dasselbe gilt von den zu Py nach Nr. 16 
gehérigen Zahlen m. und vp. 

Setzt man die Transformationen in gleichem Sinne fort, so zer- 
legt sich die Zahl vp in 

te(%—1) + Yor+ Vee a 
=ig(ig—1) + 91+ 92 +--+ + (gs — M1) + (OG2 — Me) os 
wo sich vg auf den Schnitt der Curven J” und 0’, die F'(§) = 0 und 
I',(§) = 0 entsprechen, in einem, P, entsprechenden, Punkte Po¢ be- 
ziehen; und aus dieser Zahl sondern sich wieder diejenigen vg, Punkte 
aus, welche dem Schnitt von F”’ =O mit einer beliebigen Polaren 
von ” =0 angehéren. War dieser Punkt Poo ein igg-elementiger 
Punkt von F'(&), so wird also 
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Vea = toa (tga —1)+ Voait Year +°:: | 

= ipe(igo — 1) + %901 + Mee + °** + (Yee — %e1) + °° 

Auf diese Weise zerlegt sich die dem Punkt P zugehérige Multi- | 
plicitit w von f(x) =—0, f, =O auf eindeutige Weise in zwei Sum- 


manden 


von denen 
om i os ae . 
(19) M= i(i—1) + Dig lig—1) + Dyine (igo—1) +--+, 
e Q,¢@ 


wird, auf alle Zahlen i,, igs, ... beziiglich, welche zu den bei den 
suecessiven ‘T'ransformationen dem Punkte P nach und nach entsprechen- 
den mehr- (é-, tgo-, . . -) elementigen Punkten gehéren; wiihrend 
N=u—M 

immer noch eine positive ganze Zahl oder 0 wird. 

Entsprechend zerlegt sich der Factor (8), Nr. 15, von D, in die 
zwei Factoren: 
(20) (a, 4, + a, A.) = (4,4, + a,d,)" . (a, 4, + a,4,)%3 
und, wenn sich das Productzeichen TT’ auf alle von einander endlich ge- 
trennten mehrelementigen Punkte von f(x) = 0 bezieht, D,. selbst in 
die zwei Factoren 
(21) Dy = W'(ay dy + agg)" + TH (ayy + yA) 
Da M eine gerade Zahl ist, so bezeichnen wir den ersten Factor als 
Doppelfactor T* von D(d,, 4,) ((6), Nr. 14) und verbinden den zweiten 
Factor von D, mit D, zu einem Factor V, den wir als Verzweigungs- 
factor von D(A,, 4,) bezeichnen: 


(22) D(d,, 4.) = 17. V, 
wo 

M 
(22) | T = T1'(a,4, + a,A,)* , 


V = D,.1'(a,4, + a, 4,)*. 
Aus den angegebenen Zahlen M definiren wir noch eine Zahl 


(23) p = | (m—1) (m—2) — — 2'M, 


wo sich das Summenzeichen X” ebenfalls auf die von einander endlich 
verschiedenen mehrelementigen Punkte von f(”) = 0 bezieht, als das 
Geschlecht p der Curve m Ordnung, f(x) = 0. 

18. 


Specialisirung der Resultante in die Discriminante. 


Wegen des Zusammenhanges mit anderweitigen Untersuchungen 
hier Folgendes hinzugefiigt. An Stelle der allgemeinen Resultante 


se 


i 











' 
: 
| 
' 
i 
: 
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D(A,, 4.) aus (1), (2), (3), Nr. 14, betrachtet man gewdhnlich nur 

diejenige, welche durch zwei Specialisirungen aus jener hervorgeht, 
und zwar 

a) dadurch, dass man eine specielle Polare von f nimmt; etwa 

Xe 3 of of 

os Cas 


fiir == Z, =s die Polare 


x x 
des Punktes (¢, = ¢, = 0) von [(%,, 2, X3); 
b) dadurech, dass man 4, — zd, =O statt (3), Nr. 14, nimmt, 


von (1, 2, s); also die Polare 


also die durch Elimination von s aus f(1, 2, s) =O, ef = 0 ent- 


stehende specielle Resultante in z, die sogen. ,,Discriminante nach s 
von /,“ aufstellt. 

Die hierdurch entstehenden Modificationen sollen einzéln verfolgt 
werden, 

a) Wenn der Punkt (7, = v7, = 0) von f(a, r,, 2) =O (d. h. 
der Punkt soo von /f(l,2,s)=0) ein ¢-elementiger Punkt P 
(¢ > 0) fiir die Curve m'* Ordnung, f= 0, ist, so wird auch die 
of 9 
Cx 


Polare in P sich specieller verhalten, als die allgemeine 


Polare. War (1): 
f= ag" fi (@, Xp) + +++ hm, 


so wird 


SL = (m1) a 'f\(a,, %) +o, 
; 


ry c * . . 
also erhilt —~ —0O den Punkt P zum i-elementigen, mit denselben 
09 


durch /;(%,, 2) =O gegebenen 7 Elementen, wie f= 0 selbst. Zu 
dem i-elementigen Punkt P von f mégen weiter, wie im Vorigen, die 


Zahlen ip, igg, .-. gehdren; so wird man aus der Resultante von 
f=0, l _. 0 guerst wieder den Doppelfactor vom Grade 


Ons 
wie ; ie 
M =i(i—1)+ > ig(tg—1) +-->, 
v 
(19), auf P beziiglich, abtrennen. 
Vermoége einer 'l'ransformation 
= §,83, % = 636,, 2, = 6,8 
wird nun, wie in (14), (16) von Nr. 16: 
{(«) = &'F(), 
und fiir F'(§) = 0: 
P - ee 2 OF 2 OF po OF 
f= > Ch — E,&> (cf ok, + Cy E> Obs + C3 Ss ok ) ’ 


und man hat, wie in Nr. 16, fir f=—0, f,=0 in P im Ganzen 
i(¢—1) Schnittpunkte, + der Zahl jener Schnittpunkte von 
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’ , OF . 9 OF 
F=0, «6, 7. C252" 7 aie 35° cade. 


Es 
welche in die, P entsprechenden und vee &, = 0 eel Punkte 
P,, P.,... von F =0 fallen. Speciell fiir f= 0, a = 0 hat man 
in P im Ganzen 7(¢—1) Schnittpunkte, + der Zahl der i in P,, Fas--. 
fallenden Schnittpunkte von 


7 
F=0, ¥* oF = (). 
% 0&3 
Diese letzteren bestehen aber aus den in P,, P,,... fallenden 27 
1? 2) 
Schnittpunkten von 
Ff = U0, é,? = 0 
und aus in P,, P,,... liegenden Schnittpunkten von 
F=—0O, oF =, 
0&3 
Hiernach sondert sich hier von dem Verzweigungsfactor von 
5 5 
D(A,, 4.) fiir c, = c, =O ein Factor vom Grade 27, auf P beziiglich 
2 “S i 2 ? 5 ? 
, , —— oF — , . 
ab; ein Factor, der sich, da fiir ihn nicht 3 = 0 wird, nicht auf 
3 
Geraden durch (7, = 2, = 0) bezieht, denen Tangenten an F'= 0 
von (§& = & —0) aus, re 1 und man erhiilt 


? 


D(Aa,, a.) = - (a, 4, + a,4,)?*- V’, 
wo V’ aus V, (22’) Nr. 17, durch Einsetzen von c, = c, = 0 und Ab- 


trennen des Factors vom Gunde 27 — und zwar eines Factors vom Grade 
7 ; ; p 
> (Up — Ye) aus TT (a,4, + a@,4,)%, vom Grade 24 — > (Ug— Vp) aus 
D, — hervorgeht. Dieses V’ ist hier an Stelle von V zu setzen. 
ee . ; of 
b) Eliminirt man speciell 2, aus f(%,, %, %,) =O, oe. = () 
age ae D OX 
- C ° ° Bs “oe 
(a. h. s aus f(1, 2,s)=—0, of =0), und stellt die Discriminante 
R(a,, 2.) auf, so lisst sich diese nach Nr. 7—Nr. 10 direct auf D (A,, 4,) 
in a), diese Nummer, zuriickfiihren. 
Hiernach enthilt R(x,, 7) fiir die von P endlich getrennt liegen- 
of 
o 


den Schnittpunkte von f= 0, = = 9 die entsprechenden Factoren 
3 


in derselben Multiplicitét, und ebenso gesondert, wie D(A,, 4,) in a). 

Fiir den Punkt P dagegen, der i-elementiger Punkt sowohl von f=0, 
é ‘ me ‘ 1 . ar 

als von ve = 0 ist, fallt ein Factor vom Grade 7.7 ganz aus, und 


“3 


zwar aus 7’? der Factor vom Grade i(¢—1), aus dem zweiten Factor 
von D(A,, 4.) noch (a,4, + a,4,)'; und die iibrigbleibenden, auf P 
beziiglichen Factoren zerlegen sich jetzt in weitere, je nach den ver- 
schiedenen getrennten Elementen von / in P. Wenn niimlich 











Vv 


~ 
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"4 5” Vw F 
fil»2%2) =] J mer, + ma), (Dies), 


Q @ 

R(z,,2,)= U?.Q.R, 
wo U? der Doppelfactor, R’ der aus V" sich ergebende Verzweigungs- 
factor ist; so tritt in U, auf P beziiglich, der Factor ein: 


M, 


= 
[ [ome L, + Me2%,)* , 


oO 
S 


sail — > ae 
My, == ig(tg—1) + > tea(tea — 1) + > loat(tgge-~1)+---, 
ao o,f 


> M,= M—i(i—1); 
@ 


wo 


@ wird zu 


ty i - 8, . 
Q -| [ (me: Ly + Mo2 Hy) & = f;(%,,2,) 
J 


¢ 


(wobei s = oo fiir @ = 0); und in F&’ tritt, auf P beziiglich, der Factor 


a N. 
| (Me1 x, + Moe Ly) ¢ , 
o 


wo, unter der Bezeichnung von Nr. 17: 
> - bs , 
Ne —— ’ (Yeo — Vo) - (Voor sian Voar) of eee 
e 0,t 

Dabei wird natiirlich in R’ noch ein weiterer Factor einem der 
auf P beziiglichen gleich werden, sobald dieses in speciellem Fall bei 
V’ geschehen sollte. 

fk’ ist von einem um 2% geringeren Grade, als V, (22’) Nr. 17, 
und zwar vom Grade 

m(m — 1) — 2” M — 2%. 

Man kénnte, durch Einschieben von quadratischen Transforma- 
tionen der Form Nr. 15, wie in jener Nummer zeigen, dass alle die- 
jenigen eindeutigen Transformationen, welche z unveriindert lassen 
d. h. die Einfiihrung von 

s = (Ss, 2), 
wo w eine rationale Function, an Stelle von s — den Factor FP’ der 
Discriminante nicht indern. Es ist dieses R’ der ,, wesentliche Theiler“ 
der Discriminante, nach dem von Herrn Kronecker friiher gebrauch- 
ten Ausdruck*); U? der ,,ausserwesentliche Theiler“, Setzt man 


*) Vel. das Citat der Einleitung. 
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§ = = und betrachtet, wie es gewéhnlich geschieht, statt der obigen 
Resultante R von /(1, 2,s) = 0, or = 0, die Resultante R” von 
a [er (1,5, £)| a [ mr ( 1.5, *)| 
; oP = (), De = (Q, 


so fallt der Factor Q@—/;(1, 2) heraus, und es wird, bis auf einen 
numerischen Factor, 
R’ = U?-. RP. 


IV. 


Die zu einer Curve adjungirten Curven. 


19. 
Definitionen, 


Im Vorhergehenden wurde aus einem 7-elementigen Punkt P einer 
Curve f= 0 durch eindeutige Transformation eine Reihe P,, P,,.. . 
von bez. i,-, 7,--++ elementigen Punkten der transformirten Curve, 
den endlich verschiedenen Richtungen in P entsprechend, abgeleitet. 
Wir wollen diese Thatsache jetzt kurz so ausdriicken: 

Die Curve f = 0 besitzt in P einen i-fachen Punkt und ferner eine 
Reihe von i,-, t,-, + -- elementigen Punkten, welche in endlich verschie- 
denen Richtungen an den i-fachen Punkt herangeriickt sind. 

Transformirt man nach dem Vorigen weiter, so zerlegt sich nach 
diesem Satze jeder der io- elementigen Punkte wiederum in einen ig- fachen 
Punkt und eine Anzahl 7 -elementiger Punkte, etc. und wir kénnen 
zuletzt sagen: 

Die Curve f = 0 besitzt nur (gewdhnliche) h,-, h,-, - - « fache Punkte, 
welche auch zum Theil in bestimmten Richtungen zusammengeriickt sein 
kimnen. 

Dieser Ausdruck findet insbesondere dann passende Anwendung, 
wenn man den Schnitt von f = 0 mit einer zweiten Curve gm = 0 be- 
trachtet. Zerlegt man so auch alle mehrelementigen Punkte von p=0 
in (gewdhnliche) mehrfache, so sagen die Siitze von Nr. 10 und 
Nr. 13 aus: 

In dem Schnitie von f=0 mit pg =O céhlt jeder h-fache Punkt 
von f = 0, der h-facher Punkt von mo = 0 ist, fiir einen Schnittpwnkt 
von hhi-facher Multiplicitét, gleichviel ob mehrere dieser Punkte zusam- 
mengeriickt sind oder nicht. 

In diesem Sinne schreibt sich dann der Doppelfactor 7'* der Re- 


sultante D(a,, 4,) in (22) Nr. 17 und die dort definirte Zahl p (23): 
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(1) T? = Ti (arj ay + aaj.) —, 
1 7 1 
(2) p = = (m—1) (m — 2) — > s4(y—1), 


I 
wo sich die Product- und Summenzeichen, TI; und 3, auf alle (auch 
die einander benachbarten) mehrfachen (h,-, h,-,---+ fachen) Punkte 
von {/ = 0 bezieht. 
Unter Zugrundelegung dieser Ausdrucksweise bezeichnen wir jetzt 
eine solehe Curve, welche jeden h,-fachen Punkt von f=—0O zum 
(h; — 1)-fachen Punkt hat, als eine zu f adjungirte Curve. 


20. 
Die Bedingungen fiir die adjungirten Curven. 


Es fragt sich, wie die Forderung des Adjungirtseins zu erfiillen 
ist, wenn mehrere der vielfachen Punkte zusammen einen singuliren, 
i-elementigen Punkt P von f = 0 bilden. 

Der Punkt P sei fiir f =O ein i-facher Punkt + einer Reihe von 
in verschiedenen Richtungen an denselben herangeriickten i,-, i,-,... 
elementigen Punkten; d. h. die erste eindeutige Transformation (Nr. 
11, 12 oder 13) moge / iiberfiihren in J’, mit i,-, i,-,... elementigen 
getrennten Punkten P,, P,,..., die P entsprechen. 

Die zu bestimmende zu / adjungirte Curvenschaar n'*" Ordnung 
sei mit m bezeichnet, eine ganze Function m'** Dimension in den Co- 
ordinaten 2,,%,, #,. Dann soll die Curvenschaar mg = 0 1) den Punkt 
P zum (i — 1)-fachen Punkt, 2) in den benachbarten i,-, ¢,-,... ele- 
mentigen Punkten alle darin enthaltenen h-fachen Punkte zu (h — 1)- 
fachen Punkten haben. Nachdem die Forderung 1) erfiillt ist, sagt 
aber die 2) nach Nr. 19 nur aus, dass die Schaar ® = 0, welche 


aus m=O durch die obige Transformation zugleich mit F aus f 


hervorgeht, irgend einen h-fachen Punkt, der in den 74,-, é,-,... ele- 
mentigen Punkten P,, P,,... von J’ =O enthalten ist, zum (h — 1)- 
fachen Punkt besitzen soll; d. h. wieder, dass ® in den Punkten 
P,, P,,... sich wie eine ,,zu F adjungirte‘‘ Curve verhalten soll. 
Man hat daher: 

Damit die Schaar von Curven n°” Ordnung, p = 0, sich in einem 
i-elementigen Punkte P von f =0 wie ,,zu f adjungirte’ Curven ver- 
halte, ist nothwendig und geniigend: 1) dass die p = 0 den Punkt P 
zum (gewdhnlichen) (i — 1)-fachen Punkt erhalten, 2) dass die Curven- 
schaar 0=0, welche aus p=0 durch dieselbe eindeutige Transformation 
(Nr. 11—13) entsteht, die f=0 in F'=0 itiberfiihrt, in den i,-, ig-,..« 
elementigen Punkten P,, P,, ... von F =0, die P entsprechen, sich 
wie ,2u EF adjungirte“ Curven verhalte. Nachdem 1), sodann 2) 
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erfiillt sind, ergiebt die Transformation von ® auf g den verlangten 
Ausdruck fiir die p, soweit es den Punkt P von f = 0 betrifft- 

Die Forderung 1) verlangt nur das Verschwinden aller (¢ — 2)' 
Differentialquotienten von gp fiir den Punkt P. 

Da ferner, wie der vorhergehende Abschnitt lehrt, die dem Punkte 
P bei den successiven Transformationen entsprechenden Punkte in 
ihrer Singularitit immer einfacher werden und nach einer endlichen 
Zahl von Operationen die Mehrfachheit der Punkte ganz verschwinden 
muss, so ist vermége einer endlichen Zahl von Transformationen, auf 
alle singuliiren Punkte von f= angewandt, das Verhalten der 
vollig festgesetzt. 

Insbesondere ergiebt Nr. 15, dass alle Polaren von f die Kigen- 
schaft von zu f adjungirten Curven (m — 1)'* Ordnung haben, aber 
dariiber hinaus mit f = 0 noch weitere in die mehrelementigen Punkte 
von f=O0 fallende Schnittpunkte besitzen, als die allgemeinen zu / 
adjungirten Curven (m—1)'*" Ordnung. Der Doppelfactor von D(A, , 4,}, 
Nr. 17, bezieht sich gerade auf jenen Theil der Schnittpunkte, welcher 
nur durch die Eigenschaft des ,, Adjungirtseins“ bestimmt ist. 


V. 
Rationale Ausfiihrung der Operationen der Abschnitte III., IV. 


21. 
Hilfsmittel. 
Es soll jetzt gezeigt werden, dass alle in den vorhergehenden 
Abschnitten vorgenommenen Processe — die Trennung der Resultante 


D aus den Gleichungen einer Curve f und ihrer Polaren f, in die 
beiden Theiler, die Bestimmung der Zahl p, die Herstellung der Glei- 
chungen der zu f adjungirten Curven — in rationaler Weise, ohne 
Auflisung irgend einer hoheren als linearen Gleichung, ausgefihrt 
werden kénnen, wenn nichts weiter gegeben ist, als die Gleichung 
(1) f(%,, %, #3) = 9 
der Curve m'* Ordnung, f, wobei f(x,, 2, 2) eine rationale ganze 
homogene Function der Variablen x,, x,, x, mit gegebenen Coefficien- 
ten ist, die auch reducibel sein kann, aber keine Doppelfactoren ent- 
halten soll. 
Die hierbei fortwihrend anzuwendende Operation ist diese: 
Wenn @ getrennte Punkte durch rationale homogene Functionen 


(2) Wy 2 Hy 2 Ly = Yy (Ay, Ay) = Wo(Ay, Ay) 2 Vy (Ay, 49), 
(3) R(A, » A.) = 6 


gegeben sind, wo die @ Factoren der ganzen Function R(A,, 4.) alle 
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von einander verschieden sind, so sollen die Curven r'*" Ordnung be- 


stimmt werden, welche jeden dieser @ Punkte zum x-fachen Punkte 
haben. 


Diese Operation wird auf rationale Weise so ausgefihrt: 
Sei 
(4) O(7,, 2, 2) =O 
die Gleichung einer Curve r** Ordnung mit unbestimmten Coefficienten. 


Es miissen dann nur alle (x — 1)" Differentialquotienten von ® nach 
den Variablen x,, %,, 3, die allgemein mit 


a *x—1); ——- P 1 
(5) ie (@,) Zyp 2%) (fiir gmz1,2,--- *@T)) 


’ 


bezeichnet seien, fiir die @ Punkte verschwinden, d. h. alle 


oes (¥,(4,, Ay), Ys (4, Ay), v3 (1, ,)) 
miissen 20(A,, 4,) aus (3) zum Factor haben: 
(6) OFF (,, Ho, Wy) = R(A,, dy) - Qi(Ag, Ay), 

; : 1 
Gj =1,2,--:, > *(%+1)) 

wo die Q;(4,, 4,) ebenfalls ganze Functionen von 4,, 4, werden miissen. 
Setzt man aber in (6) die Q; mit unbestimmten Coefficienten an, so 
liefert die Gleichsetzung der Coefficienten aller Potenzen der 4 auf 
beiden Seiten jeder Gleichung von (6) ein System, aus welchem durch 
Elimination der Coefficienten von Q; ein System von genau @, in den 
Coefficienten von © linearen und homogenen, Gleichungen hervor- 
geht — ein System, das man auch erhalt, indem man @-; durch 
R theilt und den Rest identisch fiir alle 4 verschwinden lisst. Aus 


allen Gleichungen (6) ergiebt sich so ein System von @- ser), fiir 
die Coefficienten von ® linearen und homogenen Gleichungen, in 
welche die in (2) und (3) gegebenen Zahlen nur ganz und rational 


‘ . - % (x-+1) f 
eingehen. Dieselben stellen héchstens @ - *®+) von einander unab- 


hiingige lineare Bedingungen fiir die Coefficienten von (4) dar, in 
deren Erfiillung die verlangte Operation besteht. 


22. 
Eindeutige Transformationen. 


Das wesentlichste Mittel bei den Processen der vorhergehenden 
Abschnitte waren eindeutige Trausformationen einer Curve 
f(&,, %, 3) = 9, 
welche einen singuliiren Punkt von f als einfachen, nicht speciellen 
23* 
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Fundamentalpunkt benutzten. Dem Zwecke dieses Abschnittes gemiiss 
sind jetzt solche eindeutige Transformationen von f= 0 vorzunehmen, 
welche gleichzeitig eine ganze Gruppe von @, rational in der Form 
(2) , (3) der Nr. 21 gegebenen, getrennten Punkten von / als einfache, 
nicht specielle Fundamentalpunkte benutzen. 

Statt der allgemeinsten, nur mit Hiilfe von f= eindeutig um- 
kehrbaren Transformation ist es geniigend, eine aus quadratischen 
Ebenentransformationen zusammensetzbare Transformation anzuwenden, 
insbesondere etwa die durch Curven s‘* Ordnung mit (s— 1)-fachem 
gemeinsamem Punkte, wenn man nur s geniigend hoch wihlt. Sei 


namlich etwa (#,—=2, =) ein gegen f nicht speciell gelegener 
Punkt; so ist 

(7) E, : E, : E, = 1° S; ~1:%° Ss—1 : S;, 

wo 

T ' = X3 Us_2(%,, 2) + Us-s(&, 2), 

oe S, =, Vi-1(%, y) + V, (%, £2), 


und U,, V, ganze Functionen h'* Ordnung bedeuten, eine solche 
Transformation, mit der Umkehrung 


H, 2 X_ 3 He mm ES. 2 &, 2-1: 2, 
(8) 2-1 = &, Us-2(&,, &) — Ver (8, &), 
2s = E, U,-1 (,, E.) + VE, £.) . 


Man bestimme nun nach Nr. 21 die Functionen S,_,; und S, derart, 
dass dieselben fiir die @ Punkte (2), (3) je einfach verschwinden, 
wihrend alle iibrigen Schnittpunkte von S,_, = 0, S, = 0 von diesen 
o Punkten getrennt liegen. Man wird dabei s so gross annehmen, 
dass auch keines der Elemente von f = 0 in einem solchen é-elementigen 
Punkte P mit der Richtung von S,_; oder mit der Richtung der Ge- 
raden durch P und den Punkt (7, = x, = 0) zusammenfiallt. Dadurch 
wird bewirkt, dass in der transformirten Curve F'(€) = 0 die P ent- 
sprechenden #,-, i.-,... elementigen Punkte P,, P,,..., die auf eine 
Gerade durch (§, = &, =) fallen, alle von einander, von dem Schnitt- 
punkte der Geraden mit 2,_; = 0 und vom Punkt (&, = & = 0) end- 
lich getrennt liegen. 

Man kann ferner s geniigend gross und den Punkt (7, =a, = (0) 
geniigend willkiirlich wahlen, dass alle Schnittpunkte von f mit S,_, 
und mit den Geraden, die durch (7, = x, = 0) und die Schnittpunkte 
von S,, und S, gehen, ausgenommen die in die obigen @ Punkte 
fallenden, von einander getrennte einfache Schnittpunkte werden. Dann 
werden entsprechend die in den Fundamentalpunkten, den Schnitt- 
punkten von 2,_; und &,, neu entstehenden vielelementigen Punkte 
von F'(§) 0 gewodhnliche vielfache Punkte, ohne jede Singularitiit 
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und von direct angebbarer Vielfachheit; so der einfache Schnittpunkt 
von 2,_; mit der oben bezeichneten Geraden durch P,, P,, ... ein 
(m — i)- facher fiir /’(§) = 0, wenn f von der m'*" Ordnung ist. 

Diese Transformationen fiihren keinerlei Irrationalitit ein. 

Zugleich sieht man, dass, wenn eine Gruppe von Punkten auf 
f(z) =O rational von den iibrigen Punkten getrennt ist, dasselbe 
auch fiir die entsprechende Gruppe von F’(&) = 0 eintritt; und um- 
gekehrt. Denn man erhilt fiir die Gruppe (2), (3), Nr. 21 durch 
Elimination von 4, : 4, aus 


(9) Bi(Ay, Ay) = 0, 2, (Ay, Ay) — %,H,(A;, 42) = 0 
eine Resultaute 
(10) Sar, a) = 0 


° . y > x. . . 
in #,: 2%; und hat zugleich, nach Nr. 6, _ als rationale Function 
wy 


x. oo . ’ . ‘ 
von as Fiir die transformirte Gruppe wird also 
at 


(11) S(§,, &) = 90, 
und diese Gleichung liefert in Verbindung mit F’(é) = 0 
a) die den go Punkten entsprechenden Punkte von Ff’, wobei 
2;—1 nicht = 0; 
b) Punkte von I’, fiir welche 2,; = 0 ist. 

Bildet man daher durch Elimination von &, : &: § die Resultanten 
T(a,', 4.) aus F(&)=0, S(§,,&) =O, A.A, +A,A, =O; 
U(ay, ay’) aus FG)=0, Bu) =0, Apa’ + Aa, =O, 

wo A,, A, allgemeine lineare Functionen der & sind; lisst 7” und U’ 

bez. aus 7' und U dadurch hervorgehen, dass man jeden Factor nur 

in der ersten Potenz nimmt, und bestimmt endlich den gemeinsamen 

Factor V von Z” und U’, so liefert 


(12) PQ, be) = Farah 


V (a's de) 


die gesuchten Punkte a), von allen iibrigen getrennt, indem sich dazu 


&,: & :&, nach Nr. 6 als rationale Functionen von 4, :A,' ergeben. 
Ist umgekehrt ein rationaler Factor P’ von P bekannt, sowie 


(13) 6,2 6.28; = 412 to? Ay 
wo die x ganze Functionen von 4,’, 4,’, so folgt aus 
(14) P'(Ay, Ay) = 9, Ex. — Eom, =O 
durch Elimination von 4,’: 4,’ eine Resultante 
(15) S’(é,, &) =S,'- 8-83 --- SY, 


wo die linearen Factoren jedes S, unter sich und von denen der iibrigen 
S, alle verschieden sind; und wo ferner die einzelnen Factoren 
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S,, S8,, S,,... von 8S’ sich ohne Einfithrung von Irrationalitiiten 


ergeben, indem man nur nacheinander die gréssten gemeinsamen 
Divisoren 


, 


, os 
) 2g 
S® von S’ und DE} 


, as”) 
S® von S® und -——; ete. 
0g, 
sucht, deren letzter S, wird; oder indem man sogleich den gréssten 
gemeinsamen Divisor S, von S’ und-den (x — 1)" Differentialquo- 
tienten von S’ sucht; hierauf S,_, aus S,_, 8,7; ete. 
Dann wird 
(16) S" (@,, %q) = S, (x1, Lp) + Sy(%,, Xp) + + + Se(X,, Xp) 
rationaler Factor von S(x,,%,); ebenso jedes S,(#,,2,). Da hierzu 
. x. . \ . x, ° 
nach dem Obigen auch = als rationale Function von = bekannt ist, 
1 eat 
: ‘ A : 
so liefert endlich, wenn —* mit den x durch 4,4, + A,d, =0 zu- 
“ i 
sammenhing, 


(17) Si(X,,%) = 0, AA, + ALA, =O 
durch Elimination von 2, : 2%, einen rationalen Factor 
(18) Ri (2, &2) 


von R(x, , #,), entsprechend S,(&,, §,) oder einem Theile von P’(4,’, 4,’). 

Eine kleine Vereinfachung wiirde noch dadurch erzielt, dass man 
den Punkt (A, = A, = 0) urspriinglich mit (7, = 2, = 0) zusammen- 
fallen liesse. 


23. 
Erste rationale Zerfallung der Resultante. 


Wir betrachten nun die rationale Zerlegung der Resultante D(A, , A.) 
(aus (4), Nr. 14) von 


(19) f(a)=90, f.(~)=—0, A.A, + A,4,=—0. 
Die erste Zerlegung ist die durch (6), Nr. 14, gegebene, welche 
den von den Gréssen ¢ abhiingigen Theil D, in rationaler Weise aus- 


scheidet. Der Rest D, bezieht sich nur noch auf die mehrelementigen 
Punkte von 


und es sei 
(20) 0 = D,? . D,' . D;' eee D,, 


wo die linearen Factoren jedes D, alle unter sich und von denen 


aller tibrigen D, verschieden sind. Diese Zerlegung von D, in die 


Factoren D,*, D,°,... geschieht ebenfalls ohne Einftihrung von 


Irrationalitiiten, wie in Nr. 22 bei 9’. 
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Man betrachte hieraus Di, wo D, von einem Grade m, sei. Dieser 
Factor gehdrt dann zu gw, Punkten von f(w)—0, deren jeder ein 
Schnittpunkt von w-facher Multiplicitiit von f— 0, f, = 0 ist. 

Dieses D, zerlege man nun nach den Graden der Vielfachheit der 
#, Punkte. Man betrachte niimlich auch der Reihe nach die Resul- 
tanten aus 
(21) f(%) = 0, Aa, + 4,4, = 0, fa=O0 

(fiir h = 2, 3, ..., (x —1)) 
wo f., die allgemeine he Polare von /, und wo 
(x—Il)x<u 

zu nehmen ist, weil ein Punkt, in welchem alle h'" (und nicht alle 
(h+-1)'") Polaren verschwinden, ein (d+ 1)-elementiger Punkt, mit 
wenigstens (h-++ 1)h-facher Multiplicitiét fir f—0O, f,=—0 ist. Der 
von den ¢ unabhingige Kactor dieser Resultante sei beziigl. mit RU+) 
bezeichnet (also R@ = D,). 

Hierauf sind der Reihe nach die gemeinsamen Factoren 
(22) Di O95 5 Bes Oa! 
beziiglich von 
D,, 


D, und R®; as. ae 
‘ x) (x—1) (3) 
aS’ ay ---AS 


und R® 





= st 
Ae und R : : 


ae 


zu bilden. Man hat dann die rationale Zerlegung 
(23) Dy = A. AG-Y... AM; 


und hierbei gehirt A\? nur zu solchen von einander getrennten Punkten, 
welche genau i-elementige Punkte von f(x) = 0 sind. 

Es giebt einen noch einfacheren Weg zu dieser Zerlegung von 
D,(a,, 44). Da A,a, + A,4, = 0, so verbinde man die beiden Curven 


(24) f(z) =9, Dy(— A, A;) =9, 


indem man zunichst allgemeine lineare Functionen «,’, x, 7; an Stelle 
der 2,, %, “, einfiihrt und z,' eliminirt. So ergebe sich als Resultante 
or x. , ai « x 
(25) L(a,,%)=b,'-L,?...Ln, 
wo die linearen Factoren eines Z; unter sich und von denen der tibrigen 
[; alle verschieden sind. Dann gehért LD; gerade zu den 7-elementigen 
Punkten von f(%) = 0, fiir welche D, —0 ist. Specialisirt man nun 
die Substitutionscoefficienten in den Ausdriicken der 2° durch die « 
derart, dass 2,° = — A,, x,’ = A, wird, so verschwindet der so aus 
L(x,', 2’) entstehende Ausdruck nicht identisch, weil (A, = A,—0) 
kein Punkt von f(x) = 0 ist; und die Ausdriicke 
L,, D,, oi? Ly 
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gehen also beziiglich in 
Ay, Bw, + O° 
von (22) iiber. 
Sei A! vom Grade wu”, so hat man durch 
(26) A) = 0 
uw von einander getrennt liegende, i-elementige Punkte von f(x) = 0, 
welchen der Factor 
(as 
von D, entspricht, von den iibrigen mehrelementigen Punkten von 
f(x) = 0 rational abgesondert. 


24. 


Rationale Bestimmung des Doppelfactors der Resultante. 
Von dem Factor (A{?)“ sondert sich, nach Nr. 17, zuniichst 


(27) (ary~™ 

fiir den ,,Doppelfactor“ von D ab. Fir w=i(i—1) ist die Zer- 
legung hiermit abgeschlossen; andernfalls geschieht die weitere Zer- 
legung durch eindeutige Transformation von /. Nach Nr. 6 werden 
die Coordinaten der entsprechenden w® Punkte von f(z) =O rationale 
Functionen von 4, : A,: 


(28) Hy 2 Ly? Ly = W(Ay, Ag) 2 Hy 2 yee 
wo 
(29) Ay (A,, A,) =, 


und man kann daher nach Nr. 22 eine Transformation der dortigen 
Art, welche diese w Punkte als einfache Fundamentalpunkte benutzt, 
in rationaler Weise ausfiihren. Durch diese Transformation gehe f(x) =0 
in F'(&) =O iiber. 

Fiir diese Curve F'(—) =O stellt sich alsdann dieselbe Aufgabe, 
wie sie in Nr. 23 fiir f(z) =O behandelt worden ist. Nur geniigt 
es hier, um die Vielfachheit der den w Punkten entsprechenden Punkte, 
die allein in dem Doppelfactor von D benutzt wird, zu bestimmen, 
den zweiten einfacheren Weg von Nr. 23 einzuschlagen, ohne auch 
nur die Polare von F’() aufzustellen; denn diese Punkte sind ohnedies 
durch die Transformation bekannt. 

Dies geschieht nach den letzten Betrachtungen der Nr, 22, indem 
man nur daselbst A‘ an Stelle von R (9) zu setzen hat. Die dort 
aufgestellten Gleichungen (13), (14): 


e A,’, 4’) = 0, 


(30) Cae i i al 
B17 S22 Ey = %y(Ay Ay) to(Ars Ao) 2 X3(4rs Aa); 











~. = ~~ 


~ 
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wo 
(31) A,A,' + AA, = 0, 
liefern alle Punkte von F’(€)—=0, welche den uw Punkten von f(x”) 0 
durch die Transformation entsprechen, und zwar jeden einfach, da 
die Factoren von P(A,', 4,) alle von einander verschieden sind. Um 
die Vielfachheit dieser Punkte zu bestimmen, wird man daher nach 
Nr. 23 ((24) ete.) in die Gleichungen 

F(§)=0, P(—A,,A,)=0 
allgemeine lineare Functionen &,’, &’, & an Stelle von &,, &, & ein- 
fiihren und &,’ eliminiren, wonach sich, wie dort, 


(32) L(é,,&)=L'. L2--- Ly 
ergebe. Dann liefert 
(33) L;(é,, &) = 90 


nur j-elementige Punkte; und L; ergiebt, nach Nr. 23, durch Speciali- 
sirung einen Factor 


(34) Pi(Ay', 42’) 
von P(A,’, 4,’). 
Aus 
(35) Pi(Ay;, A.) = QO, Ese si Eo == 0 


folgt hierauf eine Resultante 

(36) Si(E, , &.) = Sij + Ss} - S55 - + +3 
dann liefert endlich (Nr. 22, (17), (18)) 

(37) Sy; (%,, 2%) = 0, AA, + AA, =O 


. . ° i ° . 
und Elimination von — einen rationalen Factor 


‘- x. 
nach Hinsetzen von = 


i 
(38) Ae) (ay Ae) 
von Aj? (A,, a) 
In diesen Ausdriicken driickt der Grad von P(A,, 4,), dem der 
Grad des Productes LZ, - L, +--+ Ly gleich ist, die Anzahl der den 


w® Punkten von /(#) = 0 iiberhaupt entsprechenden getrennten Punkte 
von F’'(§) = 0 aus. Der Grad von Z;, dem der von P; und der von 


S; gleich wird, stellt die Zahl der darunter befindlichen j-elementigen 
Punkte vor. Die Potenz h des Factors S,4 von S; bedeutet, dass h 
verschiedenen dieser Punkte, welche durch einen linearen Factor von 
S,; gegeben sind, ein und derselbe Punkt von f(x) = 0, oder viel- 
mehr h diesem in verschiedenen Richtungen benachbart gelegene 
Punkte von f(z) = 0, entsprechen. Dem Grade von S,; wird der von 
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at”) gleich. Nach Nr. 17 sondert sich von dem Factor (Ai? “ fiir 


den Doppelfactor von D, ausser dem am Anfang dieser Nr. bezeich- 
neten Gey" noch, von S;5 herriihrend, in rationaler Weise ab: 


(39) © reed 


Solches ist fiir alle h, dann fir alle j, fiir alle ti, endlich fiir alle 
w auszufiihren, wobei fiir 7, 7, w nur die Zahlen > 2 betrachtet zu 
werden brauchen. 

Der weitere Gang der Zerlegung ist klar: Es werden die durch 
((30), (35) 


(40) Pi(Ay', Ag) =O, 8 2 ys Ey = 14 (y's Ag) 2 tot ds 

gegebenen j-elementigen Punkte von F'(§) = 0 als Fundamentalpunkte 
einer Transformation der Art Nr. 22 benutzt, und hierdurch, auf dem 
in dieser Nummer fiir A‘? eingeschlagenen Wege, jetzt von S,; (&,, &), 
(36), ein rationaler Factor abgesondert, und dementsprechend ein 


solcher auch von Aa, 4,), (38), wobei sich im Laufe der Trans- 
formation wieder die Potenz, in welcher dieser Factor in den Doppel- 
factor von D eingeht, von selbst ergiebt. 

Eine kleine Modification dieses Verfahrens besteht darin, dass 
man gleichzeitig mehrere, rational von einander gesonderte, Punkt- 
gruppen der zu transformirenden Curve, oder auch alle mehrelemen- 
tigen Punkte derselben, als einfache Fundamentalpunkte einer und 
derselben eindeutigen Transformation der Art Nr. 22 nimmt. 


25. 
Rationale Bestimmung der Geschlechtszahl. 


Aus dem Grade 2’ M des Doppelfactors von D und der Zahl m 
bestimmt sich nach Nr, 17, (23) oder Nr. 19, (2) die Zahl p durch 
die Formel 


p= = (m—1) (m —2)— ; =’ M. 


Da es sich hierbei aber nur um den Grad, nicht um die wirkliche 
Aufstellung des Voppelfactors von D, handelt, so geniigt zur Bestim- 
mung der Zahl p schon ein Theil der in Nr. 23 und 24 geforderten 
Operationen. 

Hiernach ergeben zum Grade 2’ M des Doppelfactors die w? durch 
A? = 0, (26) Nr. 23 gegebenen, i-elementigen Punkte von f(x) = 0 
zunichst den Beitrag 


uw. t¢— 1); 
sodann ergeben, wenn L, oder P; (Nr. 24, (33), (34)) vom Grade a) 











Die algebraisch-functionentheoretischen Operationen, 347 


wird, die den w® Punkten auf F'(&) = 0 entsprechenden, bez. durch 
L;(§;', ..) = 0 oder P,(A,’. 4,.) = 0 gegebenen j-elementigen Punkte 
(j = 2,3,...,%) zu 2M den weiteren Beitrag: 


js 


ai? iG-D- 


Zur Aufstellung dieser Zah! hat man also nur bis zur Bestimmung 
der mehrelementigen Punkte von F'(€)=0 zu gehen, d. h. zu den 
Gleichungen (30), (35), Nr. 24: 

(40) Ps(Ay’, Ag) = 0, & 2 Got By = my (Ay Ae’) 2 to 2 Ms, 

und gerade so weit nach Nr. 24 zur weiteren Transformation von 
F(§) = 0; daher fallt hier die weitere Bezichung auf f(z) =O in 
Nr. 24, (36)—(38), weg. 

Es folgt mittels Transformation von J'(§)=0O die Bestimmung 
des Beitrags zu &’M, welche von den, den i j-elementigen Punkten 
entsprechenden Punkten der transformirten Curve herriihrt; ete. 


26. 
Rationale Bestimmung der adjungirten. Curven. 

Auch fir die rationale Aufstellung der Gleichungen der zu f(x)=0 
adjungirten Curven gilt die in Nr. 25 fiir die Zahl p gemachte Be- 
merkung: man hat in Nr. 24 wiederum nur bis zu den Gleichungen 
(40) Nr. 25, zu gehen. 

Die hierzu auszufiihrenden Operationen ergeben sich aus dem Satze 
der Nr. 20. Man ertheilt den zu bestimmenden Curven n‘* Ordnung, 
g(x) = 0, zunichst unbestimmte Coefficienten und schreibt den Curven 
alsdann vor, die durch ((28), (29), Nr. 24) 

An (Ay, Ag) =O, 2, 2 yt By = H(A, Ag) 2 Het Hs 
gegebene Gruppe von uw j-elementigen Punkten von f(x) =O zu 
(gewohnlichen) (i—1)-fachen Punkten zu haben (Nr. 21); die diesen 
Bedingungen geniigenden Curven g(x) = 0 werden hierauf durch die 
Transformation von Nr. 24 in Curven 0(&) = 0 iibergefiihrt, und den 
®(&) = 0 wird weiter vorgeschrieben, die durch ((30), (35), Nr. 24) 

Bj(Ay’, Ag’) = 0, Fy 2 &y 2 Ey == 4 (Ay's Ae’) dot Ms 

(j= 2,3,..., #) 

gegebenen Punkte von F(x) =O zu vielfachen, die i j-elementigen 
bez. zu (j-——1)-fachen, Punkten zu haben; und nach Erfiillung dieser 
Bedingungen ist Analoges weiter bei den weiteren Transformationen 
von F(§)=0, (&) =O auszufiihren. Die siimmtlichen Transforma- 
tionen in ihren Umkehrungen angewandt, liefern dann die gesuchten 
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g(a), soweit es den Factor A‘? von D betrifft; wonach solches noch 
fiir alle ¢ und w zu geschehen hat. 
Die hier fiir die adjungirten Curven (x7) = 0 aufgestellten Be- 
dingungen liefern im Ganzen 
1 


9 


YM =+ Shj(hj—1) 


lineare homogene Gleichungen fiir die Coefficienten von g(a), wo die 
Zeichen dieselben sind, welche in die p-Formel, Nr. 17, (23) und 
Nr. 19, (2) eingehen. In wie weit diese linearen Gleichungen von 
einander unabhingig sind, und wie die Behandlung der Aufgabe dieser 
Nummer iiberhaupt bedeutend modificirt und vereinfacht werden kann, 
dariiber vergl. den folgenden Abschnitt, Nr. 30 und 31. 


VI. 


Bedeutung der adjungirten Curven. 


27. 
Der Restsatz fiir nicht-singulire Curven. 

Sei zuniichst eine Curve w'* Ordnung mit nur nichtsinguldren mebr- 
fachen Punkten vorgelegt: 

Fé) = 0. 
¥(&) = 0 sei irgend eine Schaar von Curven v'* Ordnung, welche, 
ausser gemeinsamen festen Punkten, die Curve /’(&) = 0 in einer 
Schaar 2 von Gruppen f von je r Punkten treffen mégen; ¥,)(§)—0 
eine specielle Curve dieser Schaar, welche fF’ in der speciellen Gruppe 
fT, aus T treffe. 

Bestimmt man nun eine beliebige durch die Gruppe [, gehende 
und zu F’ adjungirte Curve v'' Ordnung, ¥,' (§) = 0, so ist der Rest- 
satz in der Gleichung enthalten (vgl. Math. Ann. VII, p. 271) 

(1) WE). YW (&) — ¥o(E) . M(H HA. Fé). 
in der A und ¥’(&) ganze Functionen der € bedeuten, und aus der 
sich Y'(§) == 0 als eine Schaar von zu /' adjungirten Curven v'' 
Ordnung ergiebt, welche ausser gemeinsamen festen Punkten, die Curve 
F’'(§) = 0 in derselben Schaar XY von Punktgruppen treffen, wie 

W(é) = 0. 


Diese Gleichung zeigt zugleich, dass die auf J/’'(§) = 0 existirende 


lineare Gesammischaar von Gruppen von je r Punkten, unter denen 
[, als eine Gruppe enthalten ist, immer durch eine Schaar Y’(&) =0 
von Curven »’* Ordnung aus 7’(€) = 0 ausgeschnitten werden kann, 
welche keinen anderen Bedingungen unterliegen , als zu F' adjungirt zu 
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sein und durch den Restschnitt von F(é) 0, ¥,'(&) = 0 (ausser [, 
und den mehrfachen Punkten von F’) hindurchzugehen. 

Wenn ferner die Schaar ¥(&) 0 einen j-fachen Punkt R von 
F'(§) = 0 iiberhaupt nicht zum festen Punkte hatte, so brauchen auch 
¥,(&) = 0 und ¥,’(§) = 0 dureh diesen Punkt nicht gelegt zu werden ; 
dann ergiebt die Gleichung (1) fiir ¥'(é) = 0 aber keinerlei auf den 
Punkt R beziigliche Bedingung; und die Gleichung sagt aus, dass 
diejenige lineare Theilschaay von Gruppen von je r Punkten auf 
F(§) = 0, welche die Gruppe [, enthilt und welche iiberhaupt von 
solechen Curven ausgeschnitten werden kann, die den Punkt R nicht 
zum festen Punkt haben, immer vollstiindig durch eine Schaar von 
Curven einer Ordnung v’, Y’(€)=0, aus F’(&) = 0 ausgeschnitten 
wird, welche nur den Bedingungen unterliegen: zu F in allen Punkten, 
ausser Jt, adjungirt zu sein und durch den Restschnitt von F’'(§)—0, 
¥,'(&) = 0 zu gehen. 


28. 
Der Restsatz fiir singulire Curven. 
Sei nun zweitens eine Curve m'** Ordnung 
f(«) = 0, 
mit beliebigen Singularitiiten vorgelegt. Es soll gezeigt werden, dass 
der Satz fiir die Gesammtschaaren von Nr. 27 auch hier gilt, ‘indem 
man zu f(#) = 0 adjungirte Curven benutzt. 

Wir betrachten hier vorerst eine Schaar von Grippen H aut 
{(@) = 0, ausgeschnitten durch Curven n' Ordnung x(x) =O, die 
einen é-elementigen Punkt P von f zum (gewdhnlichen) h-fachen Punkt 
haben, durch die iibrigen mehrelementigen Punkte R,, R,, ... nicht 
gehen und eine Anzahl fester einfacher Punkte von f gemein haben; 
eine specielle der Curven, zy —0, treffe f in H,. Legt man nun 
durch H, eine Curve n''*" Ordnung, x, = 0, welche P zum (i — 1)- 
fachen Punkt hat und weiter f in einer Gruppe H,’ von einfachen 
Punkten trifft, so hat man auch hier eine Gleichung, analog (1), 
Nr. 22, 

(2) L*te —Me tL =A-f, 

wo x und A ganze Functionen der x werden; denn die hierzu hin- 
reichende Bedingung (vgl. meine Note Math. Ann. VI, p. 351), dass 
4% den Punkt P, der i-elementiger Punkt von f, h-facher Punkt 
von yz und Schnittpunkt von nur hi-facher Maultiplicitét ist,- zum 
(kh + ¢ — 1)-fachen Punkt habe, ist erfiillt. y'(v) = 0 wird dann eine 
durch H,’ gehende Schaar von Curven n’'* Ordnung, mit (i—1)-fachem 
Punkte in P, eine Schaar, die f ebenfalls in den Gruppen H trifft. 
Und es folgt, dass die Curven n’'* Ordnung, welehe durch H, gehen 
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und P zum (i—1)-fachen Punkte haben, diejenige allgemeinste auf f 
existirende lineare Schaar von Gruppen ausschneiden, in der H, als 
eine Gruppe enthalten ist, und die von Curvenschaaren, welche P zu 
irgend einem vielfachen Punkte, R,, R,,... gar nicht zu festen 
Punkten haben, iiberhaupt ausgeschnitten werden kann. — 

Sei jetzt die lineare Gesammtheit von Gruppen G auf f(x) = 0, 
der eine Gruppe G, angehért, zu betrachten. Wir legen eine Curve x, 
n't Ordnung durch G,, welche zugleich zu f adjungirt sei; dieselbe 
treffe f weiter in einer einfachen Gruppe H, . x (x) = 0 sei die Schaar 
aller Curven n'‘ Ordnung, welche durch H, gehen und P zum 
(¢—1)-fachen Punkte haben. 

Auf f(x) =O und die eben genannten Curvenschaaren wenden 
wir eine eindeutige Transformation an. Da man durch fortgesetzte 
Transformationen der Art von Nr. 22 die Curve f(z) =O in eine 
Curve ohne singulire mehrfache Punkte verwandeln kann, fiir welche 
dann die Restsiitze von Nr. 27 gelten, so geniigt es, zu zeigen, dass 
bei einer Transformation mit nur einem mehrelementigen Punkte als 
Fundamentalpunkt die Restsiitze fiir die zu transformirende Curve 
gelten, wenn sie fiir die transformirte Curve vorausgesetzt werden. 
Wir machen daher eine, etwa quadratische Ebenen-, Transformation, 
welche von den Punkten von f(x) =O nur P zum einfachen Funda- 
mentalpunkte habe, auf f(z) = 0. Die transformirte Curve, fiir welche 
die Restsiitze gelten sollen, sei F(€) —0. Diese Curve erhilt in den 
Fundamentalpunkten Q,, Y,,... der §-Ebene gewéhnliche mehrfache 
Punkte, hat ferner eine Keihe von mehrelementigen Punkten P,, P,,..., 
den verschiedenen Richtungen von f(x) = 0 am Punkt P entsprechend 
und eine Reihe von mehrelementigen Punkten R,’, R,, ... einzeln 
bez. den Punkten R,, R,, ... von f =O entsprechend und von der- 
selben Singularitat, wie diese. 

Bei dieser Transformation geht die Schaar y'(x) = 0 iiber in eine 
Schaar X(x)—=0 von Curven v'** Ordnung, welche die Punkte Q,, Q,,... 
zu festen mehrfachen Punkten hat und durch die H,’ entsprechenden 
Punkte von F’ geht. Nach Nr. 27 lasst sich diese Schaar in Bezug 
auf den Schnitt mit F’(—) —0O ersetzen durch eine Schaar von Curven 
ve Ordnung, X'(§) = 0, welche 1) sich in den Punkten Q,, Q,,... 
adjungirt verhalten, 2) durch eine feste Gruppe K von einfachen 
Punkten von F'(€) = 0 gehen. 

Aber diese Schaar X'(&) 0 geniigt auch keiner weiteren Be- 
dingung als 1) und 2). Denn die ganze Schaar der Curven »v’'** Ord- 
nung, welche 1) und 2) geniigen, transformirt sich in Curven, welche 
P zu einem mehrfachen Punkte und eine Anzahl einfacher Punkte von 
f(x)=0 zu festen Punkten haben; diese Curven schneiden dann 
f(x) = 0 in Gruppen, zu denen jedenfalls die von den 7’ (~) = 0 aus- 
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geschnittenen Gruppen gehéren. Dann aber treffen, nach den Be- 
merkungen zur obigen Gleichung (2), gerade diese x'(7)=0O die 
f(~)=0 schon in den allgemeinsten Gruppen, also auch die X(§)—=0 
und die X’'(§) = 0 die F(€) = 0 in den allgemeinsten Gruppen, welche 
aus den Bedingungen 1), 2) sich ergeben. 

Schreibt man nun den 4'(%) =O die weitere Bedingung vor, in 
allen mehrelementigen Punkten P, R,, R,, ... von f(z) =O wz f 
adjungirt zu sein, so geschieht dies nach Nr. 20 dadurch, dass die 
X(&) = 0 die weitere Bedingung erfiillen, in den Punkten P,, P,,... 
und R,', R,,... zu F adjungirt zu sein. Dieselbe Bedingung stellt 
sich dann, nach der Annahme tiber F(£)—0, auch fiir die X’(§)—=0: 
und da diese Curven hierauf die allgemeinste Schaar von zu F' ad- 
jungirten, durch eine feste Gruppe K gehenden Curven v' ' Ordnung 
bilden, so schneiden sie, wieder nach der Voraussetzung, F'(§) = 0 
in einer Schaar von Punktgruppen, welche in keiner allgemeineren 
Schaar als Theilschaar mehr enthalten ist. Dasselbe tritt also auch 
fiir die auf f(”) = 0 entsprechende Schaar von Punktgruppen ein; d. h. 
die zu f adjungirten, durch H, gehenden Curven n''” Ordnung schnei- 
den die oben genannte Schaar G aus f(x) =O aus. 

So gilt die Gleichung (2), wenn dabei unter y(v) = 0 eine ganz 
beliebige Curvenschaar, unter ,' (z) 0 eine Schaar von zu f ad- 
jungirten Curven verstanden wird. 


29. 
Die weitere Theorie der algebraischen Functionen. 


Mit dem Restsatze, dessen Ableitung von den Darstellungen in 
Nr. 21—26 natiirlich unabhingig, ist — in eingehenderer Weise als 
im § 7 der Arbeit von Herrn Brill und mir: ,iiber die algebraischen 
Functionen und ihre Anwendung in der Geometrie“, Mathem. Ann. 
VII — auch fiir die beliebig singulire Curve f(z) =O die einzige 
Grundlage gegeben, aus welcher in jener Arbeit §§ 2—6 zuniichst fiir 
nicht singulire Curven die Functicnensiitze entwickelt werden. Diese 
Entwicklungen bleiben, wie dort schon gesagt, auch fiir die singulire 
Curve f(z) = 0 und ihre adjungirten Curven wortgetreu bestehen. 

Insbesondere leitet man also jetzt fiir die irreducible Curve mie 
Ordnung, f(x) = 0, deren Geschlecht p durch die Formel Nr. 17 oder 19 
bestimmt ist, die Siatze her: 

dass jede lineare Schaar von Gruppen von je Q Punkten auf 
f(a) = 0, deren Mannigfaltigkeit g > Q@ — p ist, von zu f adjungirten 
Curven (m—3)'* Ordnung, — den sog. Curven g - ausgeschnitten 
werden kann; dass es von diesen Curven @ iiberhaupt genau co?! 
giebt, von den zu f adjungirten Curven (m — 3 + a)'*t Ordnung aber, 
fiir « > 0, vermége f(x) = 0 genau coptme—2, 
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Hieran schliessen sich fiir die irreducible Curve f(7) =O der 
Riemann-Roch’sche Satz iiber die genauere Bestimmung der Con- 
stantenzahl der von Curven @ aus f ausgeschnittenen Schaaren von 
Punktgruppen; ferner der Satz, dass diese Schaaren bei eindeutiger 
Transformation von f(z) 0 in eine Curve F’(§) = 0 in Schaaren 
von gleicher Mannichfaltigkeit tibergehen, welche aus /’(§) 0 von 
za F adjungirten Curven » ausgeschnitten werden; also dass die Zahl 
p hierbei erhalten bleibt. 

Die in diesem Gedankengange sich ergebenden Definitionen fiir 
die Zahl p sind die folgenden: 

1) fiir eine auch reducible, nur keine Doppeleurve enthaltende, 
Curve f(x) = 0: die numerische Definition aus Nr. 17 oder 19; rational 
nach Nr. 25 zu finden. Damit identisch ist die Definition, dass die 
zu f adjungirten Curven (m — 3 + a)" Ordnung die Curve f(x) = 0 
in Gruppen von je 

2p — 2+ mea 
Punkten schneiden; 
2) fiir eine irreducible Curve f(x) = 0: 
a) aus der Mannichfaltigkeit 
¢= cP 
einer Schaar von je @ Punkten, unter welchen eine Gruppe aus 
ganz willkiirlich (nicht speciell) gewihliten Q@ Punkten besteht; wenn 
q>0 wird; 
b) aus der Zahl p der linear von einander unabhingigen zu f 
adjungirten Curven (m — 3)'*" Ordnung, der Curven g. 


30. 
Modificirte Bestimmung der Verhiltnisse der Curven q. 

Fiir die rationalen Darstellungen der Nr. 21—26 ergeben diese 
Siitze von Nr. 29 noch weitere Resultate. 

Nach diesen Siatzen stellt die Forderung fiir die Curven (m—3-- a)! 
Ordnung, in allen mehrelementigen Punkten von /(2) = 0 zu f ad- 
jungirt sein, d. h. (Nr. 19) alle hj-fachen Punkte von f/(z)=0 zu 
(h; — 1)-fachen Punkten zu haben, fiir @ > und eine irreducible 
Curve f(a) = 0 genau 


> 1 

= h;(h; “on 1) 

lineare von einander unabhingige Bedingungen fiir die Coefficienten 
ge? . 1 

der Curvenschaar dar. Die in Nr. 26 genannten > — hy(h; — 1) 


linearen Gleichungen sind also, sobald nur f(x) = 0 irreducibel und 
die dortige Zahl n>m — 3 ist, von einander unabhingig. 








(9 
di 
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Die in Nr. 26 behandelte rationale Aufstellung der zu f adjun- 
girten Curven kann aber fiir irreducible Curven f(z) = 0 nach Nr. 29 
iiberhaupt noch bedeutend modificirt werden. Denn zunichst gehen 
bei einer eindeutigen Transformation von f(#) =O in eine Curve 
we Ordnung, F'(&)—=0, die zu f adjungirten Curven von der (m—3)'" 
Ordnung, o(x)=O0, in die Schaar der zu F adjungirten Curven 
(uw — 3)" Ordnung, O(§) = 0, tiber; vermége f(7) = 0 und Fg) = 0. 
Wenn es sich daher nur um die Schnittgruppen von f(z) = 0 mit der 
Curvenschaar g(x) = 0 handelt, so geniigt es, durch successive Trans- 
formationen /(#) 0 in eine Curve ohne Singularitiiten, F’(&) = 0, 
iiberzufiihren, die zu F’ gehérige Curvenschaar g, (§) = 0, aufzu- 
stellen und vermége der Transformationen aus (&) = 0 riickwiirts 
eine Schaar g’(x) = 0 abzuleiten. Diese Schaar ersetzt dann vermége 
f(z) = 0 die Schaar m(x#) = 0 vollstindig. 

Die hierzu auszufiihrenden Operationen beschriinken sich auf 
Folgendes: 


Man zerlegt, wie in Nr, 23, den Factor D, der Resultante;D(d,,4,) in 


D, = D,?D,* --- D,, 
bestimmt, wie dort, die Coordinaten der zu 
DD. .-: Runt 


gehérigen mehrelementigen Punkte von f(#) =O und benutzt diese 
siimmtlichen Punkte als Fundamentalpunkte einer ersten Transforma- 
tion von f(z) = 0 in eine Curve f(a) =O, nach Art von Nr. 22. 
Die Unterscheidung dieser Punkte nach dem Grade der Vielfachheit 
ist dabei unndthig. 


Sodann bestimmt man nach Nr. 22 die Coordinaten der allen 


vielelementigen Punkten von f(#) = 0 entsprechenden Punkte von 
{a == 0, durch analoge Gleichungen, wie bei f(#)=—0. Diese 


simmtlichen Punkte, soweit sie héhere als 1-elementige sind, werden 
weiter als Fundamentalpunkte einer Transformation, nach Art von 
Nr. 22, von f“)(2®) =0 auf eine Gleichung /® (z®@)) = 0 benutzt; ete. 
Man gelangt so endlich zu einer Curve /'(§) = 0, welche keine, den 
mehrelementigen Punkten von /(7) = 0 entsprechende, mehrelementige 
Punkte besitzt, sondern nur noch gewéhnliche mehrfache Punkte in 
den Fundamentalpunkten der €- Ebene. 

Fir diese Curve F’(§) = 0 ergiebt sich die Schaar 0(§) = 0 als- 
dann lediglich nach Nr. 23 und 21, ohne dass man noch weitere 
Transformationen, wie in Nr. 24, anzuwenden hiitte. Aus den 0(§) = 0 
folgen endlich die o’(~) = 0, wie oben gesagt. 

Was nun weiter die zu f adjungirten Curven von Adherer als 
(m — 3)'" Ordnung betrifft, so habe ich in meinem Aufsatze ,,Ueber 
die invariante Darstellung algebraischer Functionen“, Mathem. Ann. 
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Bd. XVII, gezeigt, dass sich dieselben fiir f(#) — 0 durch ganze Func- 
tionen der g(x), also auch der g(x) ersetzen lassen. Sei niimlich 
eine Schaar von Gruppen G auf f(x) = gegeben, G, eine specielle 
dieser Gruppen; wenn dann ®,“(7) = 0 wo ®,)(2) eine ganze ho- 
mogene Function gw Ordnung der g’(x) vorstellt, irgend eine Curve 
ist, welche durch G, hindurchgeht, so wird die Schaar der G aus 
f(x) =0 durch eine Schaar von Curven 0“) (x) = 0 ausgeschnitten, 
wo auch ®“)(x) eine ganze homogene Function der g’(x) ist und wo 
alle @) (2) = 0 durch den Restschnitt von f(z) =0 mit 0,“ (x) =0, 
ausser G, und den mehrelementigen Punkten von f(#) = 0, hindurch- 
gehen. Diese Schaaren sind also mit den g'(#) = 0 bekannt. In der 
rationalen Aufstellung von 

o™ (x) 

©,“ (a) 
hat man die einfachste Lésung der Aufgabe, eine rationale Function 
der « zu bestimmen, welche nur in der Gruppe G, von f(#) = 0, 
oder in einem Theil dieser Gruppe, unendlich in der ersten Ord- 
nung wird. 


31. 
Modificirte Bestimmung der Curven q. 


Der in Nr. 30 angegebene Weg liefert zwar alle Schaaren von 
Punktgruppen, welche aus der irreduciblen Curve f(#) =O von den 
zu f adjungirten Curven ausgeschnitten werden kénnen; zuniichst aber 
nicht die Gleichungen dieser Curven selbst, wie es bei dem Verfahren 
von Nr. 26 der Fall war. Denn die Anwendung des diesem Zwecke 
dienenden Restsatzes verlangte noch die Kenntniss wenigstens einer 
zu f adjungirten Curve (m —3)'*" Ordnung, ,(«)=0, welche f(z) = 0 
in derselben Gruppe trifft, wie eine specielle Curve g, (~) =O aus 
der Schaar g(x) = 0. 

Ich will aber jetzt zeigen, dass die Curven, in welche sich die 
(€) = 0 in Nr. 30 transformiren, sich von den Curven (x) = 0 
in der That nur um einen angebbaren Factor unterscheiden. 

Wenn nimlich unsere Transformation gegeben ist durch 


E, = O4(2,, 22, Zs) » (h=1, 2, 3), 
(3) zafiee 80, 20, 30 
a) = P - + Ge, Fe Oa” 
(4) F(§,, &, §;) = A(x) - f(x), 
wo die ©,(xz) von der Ordnung s seien, so soll bewiesen werden, dass 


(5) © (6s, b25 &) = - (2) 








di 


n 
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wird; und zwar, dass diese Identitiit bei unseren speciellen Transfor- 
mationen, wie den von Nr, 22, welche aus gewohnlichen quadratischen 
Kbenentransformationen zusammengesetzt sind, ohne Hiilfe von f(x) 0 
besteht (welch letztere Kigenschaft bei allgemeiner eindeutiger Trans- 
formation nicht mehr stattfinden wiirde). 

Ks ist nur néthig, die Gleichung (5) fiir die quadratische Trans- 
formation und dann fiir die Zusammensetzung mehrerer solcher zu 
beweisen. 

Die quadratische Transformation, mit drei getrennten Fundamental- 
sepa P,, P,, P, fiir die &- Shine, Q:, Q., Qs fiir die 2- Ebene 
(wo &, = & —0O fiir P,, etc.), sei 


b, = 2,23, § —23%,, § — 2, 2,, 


A(a%) = 2%, % 25. 


Die Curve gw Ordnung, F(§) = 0, habe die Punkte P,, P,, P; 
bez. zu 7,-, @-, %-fachen Punkten; dann wird 
7? Sf “a ? 
P(E, , &2, §3) = %"2,%x,% - f(x), 
also 
A (x) a= x," Lo" X5*, 


und die Curve f(z) = 0 wird von der Ordnung m=2u—i,—i, —i,, 
mit (u — i, — i,)-fachem Punkte in Q,, etc. 

Ferner wird, wenn alle Zahlen 7,, ¢,, i, grésser als 0 sind, fiir 
die zu F’ in den Punkten P,, P,, P, adjungirte Curve (u —3)' Ord- 
nung, (§) = 

(51, So, &3) = ayia, a 6-1 - p(w) = e P(x), 
wo g(x) =O eine Schaar von Curven (m — 3)" Ordnung ist, mit 
(uw — i, — iz — 1)-fachem Punkte in Q, etc, also in Q,, G2, Q, zu f 
adjungirt. Schreibt man dann den ®(§) =O weiter vor, auch in den 
iibrigen mehrfachen Punkten von F’'(§) = 0, ausser den Fundamental- 
punkten P,, P,, P,, zu F adjungirt zu sein, so tritt dasselbe auch 
fiir die g’(~)—=0O in Bezug auf f(z) —0 ein, auch wenn die mehr- 
fachen Punkte von F'(~) =O einem der Fundamentalpunkte benach- 
bart liegen (Nr. 20); die Schaar g’(”) wird daher dann gerade zur 
gesuchten Schaar g(z). 
Ist 
is = Q, a >, by > 0, 


so wird 


A(x) = &,"2,%, 


: : 9 , 2A y , 
@(E,, Eos &) = ay ayir? + gy (a) = 4S). aya), 


24° 
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und gq (x) wird in der That zur Schaar g(#); und analog fiir 
i, =i, = 0. 

Die Gleichung (5) gilt daher fiir die quadratische Transformation. 
Seien jetzt zwei successive Transformationen betrachtet, fiir welche 
die Gleichung (5) Giiltigkeit habe: 


Y==Ui(xz), (kK=—1,2,3; s, = Ordnung der y), 


? 


A, (x)= Pa | OW, Oe OWs 


0%, i, dis 








) | AY) =A Gr Yes Hs) = A, (@) + f(@), 
8, Ay ( 
91 (Y) = “Rtg (2) 
a=pwly), (kh=1,2,3; s, = Ordnung der x) 
Dc NY en Cle Cs 
A= 2 ay tn om? 
(7) P(e) = F(x), tes ts) = 42.19) - AY), 
Ss A,(y) 
' — Dat) * PilY)- 
Dann folgt zuniichst aus (6) und (7): 
a= yn (wv, ? W,, ws), 
NY | 0% O8% Of __ ili am 
heal | O%, O%, Of, A, (¥ (x)) 4, (2); 
8 ’ . — 
(8) F(z) = A, (#(2)) - A, (x) - f(x), 
(2) — 848 -Ao(w(a)) - A, (a) - p(x). 





Le (wp (a) - A4(a) 


Beim Zusammensetzen der Transformationen (6), (7) wird sich 
aber im Allgemeinen ein den y,(~(x)) gemeinsamer Factor C(z), von 
einem Grade 7, herausheben, so dass die resultirende Transformation 
wird: 


f= 


h 
(9 C(a) 


A(c)= >) 4+-22 00. 09s | 


- 0%, Oy Os 


=0,(7), (h=1,2,3; s—s,s,—r— Ordnung der 9), 


Die transformirte Curve ist F'(&) = 0, wo F dasselbe Zeichen ist, 
wie in (8); also: 


A,(¥ (a)) - A, (x) 


(10) F(§&) = F(z) = - { (x) = A(a) - f(a), 


C* (a) C¥ (a) 
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‘ 8182 Ag (W(a)) - Ay (x) : 
(11) (8) wm pa (2) 7 _ a( all P x) 


cus. Ae(w(2)) ° Ay (2) 


(r+ 8) - A(x)- C3(ax) 
Ao ((&)) » Ay (x) ~— + (2). 


Aber man hat allgemein, wenn C eine homogene Function re" Ord- 
nung, die ©, solche von der s'" Ordnung sind: 


’ 


S74. 2160) (CO) 2(0®) _ r+ Gs, > 1. 20, 20, 02: 
— Oxy OX, OX; $ —— O@% Ox” OX, 


also hier aus (11): 
s-A(a) P 
(6) = “AG P (2), 


was die zu beweisende Gleichung (5) ist. 

Sonach erhilt man nicht nur nach Nr. 26, sondern auch durch 
diese Gleichung nach Nr. 30 die zu f adjungirten Curven (m—3)" Ord- 
nung, p(#)=90. Zugleich ist durch diese Gleichung (5) der Satz der 
Nr. 28 wenigstens fiir die zu f adjungirten Curven (m — 3) Ord- 
nung von Neuem bewiesen. 


Die Differentiale erster Gattung. 


Fiir eine nicht-singuliire Curve /'(§) = 0, uw Ordnung, sind die 
Differentiale erster Gattung bekanntlich die (von den y unabhiingigen) 
Ausdriicke: 

O(€)- 2+ 712d &, 
oF(é) ? 
og, 


du = 
12 
( ) z, VY, 


wo die ®(&), = 0 gesetzt, die Gleichungen der zu f adjungirten Curven 
(w — 3)" Ordnung vorstellen. 

Auch fiir eine, beliebig singuliire, Curve f(~) = 0, welche der 
Curve F'(&) =O in gegenseitig rationaler Transformation eindeutig 
zugeordnet ist, stellen die du aus (12) die Differentiale erster Gattung 
dar; denn die w sind auch Integrale tiber rationale Functionen der 2, 
fiir f(~) = 0, und sind fiir alle Werthsysteme von f(#) = 0 endlich. 

Durch die Transformationsformeln von Nr. 31 erhilt man fiir 
diese Differentiale den (von den ¢ unabhingigen) Ausdruck: 

“O(O(x ) -A(@)- XL + Gaydixz 
dy = ———_*— een 8 
of (&) 
8+ A(x) + 2.¢, 
Ox, 
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und hieraus nach Nr. 31, wenn, wie wir annehmen kénnen, F'(§) = 0 
aus f(z) = 0 durch eine unserer speciellen Transformationen ab- 
geleitet war: 


w)-U+ qa,dz. 
du = 2% Ee cates 
(13) of (a) 
r,4———— 
Ox, 
D. h. auch fiir eine beliebig singulére irreducible Curve f(x) = 0, von 
der m*" Ordnung, stellen die im Ziéhler der zugehirigen Differentiale 
erster Gattung (13) auftretenden Functionen p(x), =O gesetet, die zu 
f adjungirten Curven (m — 3)" Ordnung, p(x) = 0, vor. 
Die rationale Aufstellung dieser Differentiale aus der gegebenen 
Gleichung, f(x) = 0, erfolgt daher nach Nr. 26 oder nach Nr. 30 
und 31. 


Erlangen, 28. October 1883. 

















Theorie der rationalen algebraischen Punkt-Ebenen-Systeme. 
Von 


A. Voss in Dresden. 


In einer friiheren Arbeit*) bezeichnete ich als Punkt-Ebenen oder 
P-E-System das Gebilde, bei welchem iiberhaupt jedem Punkte des 
Raumes eine bestimmte durch ihn gehende Ebene, also auch umgekehrt 
jeder Ebene ein auf ihr liegender Punkt zugeordnet ist. Bei einem 
rationalen algebraischen P-E-System ist jedem Punkte w eine durch 
ihn gehende Ebene zugewiesen, deren Coordinaten rationale Functionen 
von « sind; es ist das Gebilde von Punkten und Ilichenelementen, 
welches durch die Differentialgleichung: 

fda, + frpdx, + fydx, + fda, = 0 

dargestellt wird. Indem ich riicksichtlich der allgemeinen Theorie der 
P-E-Systeme anf die genannte Arbeit verweise, stelle ich mir hier die 
Aufgabe, den Zusammenhang zwischen der Theorie der rationalen 
algebraischen P-E-Systeme oder des durch eine solche Differentialglei- 
chung von miglichst allgemeiner Form dargestellten Gebildes und der 
der algebraischen Oberfliichen sowie verwandter Untersuchungen zu 
erldutern. 

Dabei werde ich mich eines Theiles der fiir die Ebene geltenden 
Vorstellungen bedienen, welche ich in der Note: ,,Zur Theorie der 
algebraischen Differentialgleichungen ersten Grades erster Ordnung“ 
ausgefiihrt habe. 

§ I enthilt einleitende Bemerkungen, insbesondere auch die 
Integrabilititsbedingung in projectivischer Form, In den §§ II, Ill 
untersuche ich die Beziehung der Brenn- und Wendefliiche des Systems 
zu den ausgezeichneten Punkten desselben. Dabei ergeben sich ver- 
schiedene neue Definitionen dieser Flichen, welche an Stelle der Hesse’- 
schen Fliche einer Oberfliiche treten; so erscheint z. B. die Brenn- 
fliche in doppelter Weise als Enveloppe von oo* sie mehrfach beriihrenden 
Curven; eine Erzeugung derselben, welche bei den algebraischen 


*) Diese Annalen XXIII, 8, 45. 
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Strahlensystemen zweiter Ordnung in die Kummer’sche Erzeugung 
der Brennfliche als Umhiillungsgebilde der Strahlen des Systems iiber- 
geht. Andere Beziehungen vermittelt die Polarentheorie; so entspricht 
z. B. der Wendefliiche eindeutig eine Steiner’sche Kernfliche, sowie 
andere covariante Gebilde, deren Singularitiiten bis zu einem gewissen 
Grade untersucht werden. Besonders einfach gestalten sich diese Ver- 
hiltnisse fiir das P-E-System 2. Ordnung oder das demselben zugeord- 
nete Strahlensystem 2. Ordnung 3. Classe. In § VI gebe ich eine an 
die erdrterten Anschauungen sich anschliessende analytische Theorie 
dieses neuerdings von den Herren Reye und H. Stahl synthetisch 
untersuchten Gebildes. 

Die Theorie der singuliiren Tangenten des Systems (§ VII—IX) 
zeigt die vollistindigste Analogie mit den entsprechenden Problemen der 
Flichentheorie. Diese Uebereinstinmung geht soweit, dass viele aus der 
letzteren bekannten Zahlwerthe*) unveriindert wiederkehren, obwohl 
ein directer Uebergang vom allgemeinen P-E-System zu dem speciellen 
Falle eines Flichenbiischels nicht stattfindet. Zur exacten Ausfiihrung 
desselben wiirde es erforderlich sein, auch Systeme mit singuliiren 
Curven zu betrachten. Doch diirfte aus den vorliegenden Resultaten 
schon erhellen, dass fast alle Untersuchungen der algebraischen Flichen- 
theorie ganz unmittelbar dem Studium der totalen Differentialgleichung 
Xf, dx; = 0 subsumirt werden kénnen, 


§ I. 
Das rationale algebraische P-E-System. 
Bei Voraussetzung homogener Coordinaten ist die Gleichung der 
Ebene, welche im rationalen algebraischen P-E-System dem Punkte mit 
den Coordinaten x, x, 2,2, (Punkt x) zugeordnet ist: 


(1) F=>)Xifi=0 


wo die f; homogene Functionen m». Ordnung der «; sind, zwischen 
denen die Identitdt: 


(2) > xfi=0 


besteht. Die Zuordnung (1) ist, wie man sieht, ein specieller Fall 
derjenigen, bei welcher iiberhaupt jedem Punkt eine Ebene zugewiesen 
ist; sie wird insbesondere durch die Zuordnung der Tangentenebenen 
eines Flichenbiischels zu ihren Beriihrungspunkten veranschaulicht. 
Gleichzeitig erhilt auch der dualistische Fall: 


® => 9 = 0 


*) Wie z. B,: iin — 24, 5(m — 3) (7m — 12), 5n(7n? — 28n + 30), 
2(n — 2) (3n — 2). 
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mit der Identitiit Yu,g;—0, wo die ; homogene Functionen der 
Ebenencoordinaten u; sind, ein selbstiindiges Interesse; doch werde 
ich von einer besonderen Behandlung desselben absehen. 
Bezeichnet man die Differentialquotienten der f; durch Indices, 
so dass: 
of; 
Ox, 


ef, 


= fix, 0a, 02, likty ++: 


gesetzt wird, so hat man die Identitiiten: 
' 
—~ fp => Xi fin y 
n fi -> Xj fei ’ 
2 . Y . . . XQ) . 
(3) (w+ Uf =>) ri(fei — fix), M—-Dh => )0i(fia+ fei), 
a 
> tifivn + lim -- I mk = () 
1, ' ; ; 
Scifeim+ feim -- = -+ fitk == () eeery 
oe 
mithin kann die Gleichung (1) auch in der Form 
(4) (n+1) P= S (Xia; — Xixx) fri => X;4j5— Xxx) (fii — fix) = 9 
geschrieben werden. Die /; haben daher nach (3) die folgende Gestalt:*) 
f= %A+a,B+ 2,0, 
ho =— LA -4- Ls D -f “,£, 
fs 


=—— 1B — D+ %F, 
fi = -— a,C — X, a % iB 


(5) 


wo die A, B,..., F homogene Functionen n—1. Ordnung in den « 
sind. Setzt man fiir die X,a”;— X;a, die Liniencoordinaten p;;,, so 
ergiebt sich fiir den iibrigens nicht weiter zu behandelnden Fall n—1 
aus (4) die Gleichung des linearen Complexes, wie bekannt. 

Dem Punkte «+ dy entspricht allgemein die Ebene: 


0 =»>'Xx, [fi + a> fia + => YY fixe + ° ~|3 


soll dieselbe durch den Punkt 2 gehen, so muss, da fir X =a das 
erste Glied der vorstehenden Gleichung nach (2) verschwindet, 


“= . aN) . . : ] . 
0 -»> Yi fe + -> Ye Yi fiz + fei) + ‘ >) neyvitia aie 
sein. Hieraus folgt: 


Auf jeder Geraden liegen n — 1 Punkte, deren zugeordnete Ebene 
durch diese Gerade geht. 


*) Vgl. Kummer, Theorie d. algebr. Strahlensysteme, 8. 49. 
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Dagegen driicken die Gleichungen 


> uhi= U0, 





> vi yx (fix + fri) => Yi¥clix— O 


aus, dass die Richtung (wy) die einer von 2 auslaufenden Haupttan- 


gente des Systems ist. 
wird daher: 


Die Gleichung der Brennfliche des Systems 


2h) fi2z+ha fis thes fia + ha 
A’ - fi + fo 2 fo. fos + foe fos + fie an ill 
fis + fa fos + fs 2/33 fs + fis 
fia + fa hoy + fire fas + fas 2h 
die der Wendefliiche: 
fi hie his fis 
for foo foes fas 
aan ge er a a 
far hie his hy 


beide sind, wie man sieht, Flichen der 4(n 
’ ? 


-1). Ordnung. 


Ich bemerke hier zuniichst einen allgemeinen Satz tiber geriinderte 
Determinanten , welcher auch bei anderen Gelegenheiten sich niitzlich 


erweisen mag. 


Bezeichnet man die nicht symmetrische Determinante der n? Elemente 


a;,, horizontal und vertical geriindert 


By Hq M%s 


Goo Ao, 


Oy 


Ont 


wobei in bekannter Weise die iibrig 
ersetzt werden, durch: 

° a, G, 

ae 

dagegen 

dieselbe Weise geriindert, durch: 


( 


und endlich die mit denselben Gréssen 
der (ik) = aj, — ay; durch: 


a, Os 


a, a, 


(a, a, 


die symmetrische Determinante der Aj, 


« Oy 


mit & Reihen von Groéssen 
Qik 5] 


Ok, 


One Ong +++ Onk, 


bleibenden Stellen durch Nullen 


- Qy 


? 
QE 


Qik + Gy, auf 
ay 
? 


geriinderte schiefe Determinante 


Ox), 
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so bestehen die Identitiiten: 


| % hyo +s Ons sa) : ee my 


By By ir. Syn Ry Re aes Ogee 


4\% My». + Ono| _ ie Bec 0s Gee 


@, By o.- Ong 


)+ (@, G@, ... Gps), 
thy Ge vse Gd 
in welcher letzteren fiir ein gerades n der zweite Term das Quadrat 
eines Pfaff’schen Ausdruckes ist, fiir ein ungerades » aber identisch 
verschwindet. 

Der Beweis hierfiir ergiebt sich sehr leicht. Denn ersetzt man 
in der Determinante: 
G0, .. stew 


4 


OQ, By . ++ Ono 


jedes Glied 2a,, durch ajx + ay; + ix — ay; Oder Ay, + (ék) so wird 
die Entwicklung derselben, da die Elemente. a;, tiberhaupt nur in 
zweiter Dimension auftreten, aus drei Gliedern bestehen, deren erstes 
und letztes die in der zweiten Identitiit rechts auftretenden Terme 
bilden, wiihrend das mittlere, die (ik) linear enthaltende, wegen der 
Beziehung: 
(ik) + (ki) = 0 
verschwindet. Auf demselben Wege erkennt man die erste Identitiit. 
Man hat nun insbesondere: 


244, Gyy + Ay 3+ dy, w Gy, Ayn Ag U 
| 

Ayo + yy 2 ay, My; F Azy Vv \ Go, Gq Gg ¥ 
143 + Gy, Agg + Azo 2 As wi) As, Gz, Az, W| 
u v w 0). u v w )} 

2 

+ ((te + Bo + Pe) 

wo: 
a == Aso — Ao3> 


> 
! 


M3 — 431, 
Y == Bo, — Ge 
gesetzt ist. Somit findet man: 
of ¢ A’ or . — . eae . 9 
ad & A+ (n | = [fs (hie2—fa) + fe fi fis) +h (fas — S20) 
Mit Hiilfe der Identitiiten (3) aber ergiebt sich: 
4 A’ 
a A+ Goi) +0 
=([(fs1 —fis) (ft2—far) + (far fis) (fea — fhe) + (fia fas) (fos — fae) J? 


Die Bedingung der Integrabilitit des P-E-Systems (specielles System 
erster Art) ist mithin durch die eine Gleichung: 
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(6) O=(fy, —fis)(fi2a—ha +h —fis) (fos —fyd + (fifa) ( fos— fs.) 
oder durch je eine der vier bis auf einen Factor x; dquivalenten Be- 
dingungen ausgedriickt: 
hi (hs —fs2) + fo(fs1 — fis) + fs (fie—far) oe 0, 
fi (faa — fie) + fo (fir fia) + fi (fi2— far) = V 
fi (fsi—fis) + fo (ff) + fa fis—fa) = 9 
fe ( fss— fis) + f3 (fie fos) + fi (fos —fo2) = (0 
deren ijede wieder die Form der Integrabilitiitsbedingung eines drei- 
gliedrigen Differentialausdruckes besitzt. 

Man entnimmt zuniichst den folgenden Satz: 

Brennjliche und Wendefliche des Systems beriihren sich tiberall, wo 
sie sich treffen, also in einer Curve 8(n—1)? Ordnung. 

Ist das ganze System iiberhaupt ein specielles erster Art, d. h. 
verschwindet die Bedingung (6) identisch, so mége in der ersten der 
vorstehenden Identitiiten durch 2**-' dividirt, die Quotienten =, =, = 

. wy ye OG 
durch §,&,&, und die resultirenden Functionen /;/,/,/, durch I’, P’, 1’, F’, 
bezeichnet werden. Es finden dann, falls man mit M einen Multi- 
plicator bezeichnet, die Gleichungen statt: 


gr, 2° 


? 


O81 
’ ¢ R 
MF, = BE? 
i) 2 
‘ Os 
Da 


; Bf, + 8F,+ 62; + Ff, =0 
ist, so wird: 
ork .«§ OR > oR oR 
¥: So +&—=— 4, . 
Ost * 08 ” O83 On, 


Setzt man wieder fiir die § ihre Werthe ein, so entsteht: 


Mf, =a 32, 
Mf, =a" 5, 
Mf, =a" =, 
Mf, = aot 2, 


. . - x x. x . . . . 
wo R eine Function der Gréssen ~! <n. - ist. Mithin ist das Inte- 
wy C4 4 


gral von: 
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> fda: =0 


R = const. 
> 


gegeben durch: 


5 


Diese Gleichung stellt im allgemeinen ein Biischel von Flichen vor. 
Und so hat man den Satz: 

Die speciellen rationalen P-E-Systeme erster Art werden durch 
die Tangentenebenen eines — im allgemeinen transcendenten — Flichen- 
biischels gebildet. 


g Il. 


Die singuléren Punkte des Systems und die Knotenpunkte 
der Brennfliche. 


Die Functionen /; haben im allgemeinen, ihrer oben (I, 5) ange- 
gebenen Form zufolge, eine gewisse Zahl gemeinsamer Verschwindungs- 
punkte. Nach bekannten Betrachtungen erhilt man als Anzahl der- 
selben: 

ns —n?+n—1. 

Diese Punkte, die singuliiren Punkte des Systems*), sind conische 
Knotenpunkte der Wendefliiche, durch welche die Fliiche 2(n—1). 
Ordnung der Integrabilitiit einfach hindurchgeht. Wihrend von jedem 
Punkte im allgemeinen zwei Haupttangenten auslaufen, gehen durch 
einen singuliren Punkt # unendlich viele, welche einen Kegel zweiten 
Grades Ly; yefix = 0 bilden, unter dessen Kanten sich 6 stationiire 
Haupttangenten befinden. ‘ 

Der Tangentenkegel der Wendefliiche in cinem singuliiren Punkte 
wird von den Haupttangenten des Systems gebildet, die von diesem 
auslaufen. Es geht dies aus der leicht zu erweisenden Gleichung: 


aA | . 
dzbe > vith Saday "|5) > visti 


| 
hervor, welche fir einen singuliiren Punkt x bestehen muss. 

Aber auch die Brennfliche hat in den singuliiren Punkten conische 
Knoten. Und die Gleichung des Tangentenkegels der Brennfliche in 
einem dieser Punkte ist, wenn man zur Abktirzung 2y//;, gleich 
a; setzt: 


, 


2 2A ‘ 
Cr i Vik = ac\ _o, 
(M—1)? eee OX; OX, ac 
Nach der in § I entwickelten Identitiit erhilt man aber hierfiir: 
*) Die singuliiren Punkte kinnen zum Theil oder siimmtlich durch singuldre 


Curven vertreten werden. In den folgenden Untersuchungen ist dieser Fall grund- 
siitzlich ausgeschlossen. 
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a ¢ 
4% 4 Bp 
a ce 
wo #, einen Pfaff’schen Ausdruck bezeichnet, oder nach einfacher 
Umformung: 


> | 
—§< Po Ye fix + By = 9. 

Die beiden Tangentenkegel beriihren sich mithin doppelt lings der 
beiden durch die Ebene 6, —0 aus ihnen ausgeschnittenen Geraden. 

Dies Verhalten kann man auch direct daraus entnehmen, dass 
beide Fliichen sich tiberhaupt in ihren gemeinsamen Punkten beriihren. 
Die Ebene £, —0 ist daher zugleich die Tangentenebene der Fliche 
der Integrabilitiitsbedingung im singuliiren Punkte. Bemerkt man, 
dass — vergl. § VII, — fiir n—2 die Brennfliche die Kummer’ sche 
Brennfliiche des zu dem rationalen P-E-System gehérigen Strahlen- 
systems 2. Ordnung 3. Classe ist, welche von Strahlen doppelt beriihrt 
wird, zu denen insbesondere die von dem singuliiren Punkte auslaufen- 
den Haupttangenten gehéren, sowie dass alle 15 Knotenpunkte jener 
Fliche von gleichartiger Beschaffenheit sind, so hat man den Satz: 

In jedem Knotenpunkte der Kummer’schen LBrennjliche des 
Strahlensystems |2, 3) haben die beiden Tangentenkegel zweiten Grades, 
welche von einem solchen Punkte an die Grenzfliche gelegt werden 
kinnen, néiimlich der einhiillende Kegel des conischen Punktes und der 
eigentliche Tangentenkegel zweiten Grades (ausser demselben sind noch vier 
Tangentenbiischel ersten Grades vorhanden) eine doppelte Beriihrung. 

Hohere Singularitiiten, wie sie z. B. durch das Verschwinden aller 
fix + fax bedingt werden, werde ich hier nicht untersuchen. Dagegen 
sieht man ohne Weiteres, dass, so oft der Factor \¢ verschwindet, 


der Tangentenkegel der Brennfliche in eine Doppelebene degenerirt. 
Es wird dies dann der Fall sein, wenn zwei singuliire Punkte unend- 
lich nahe geriickt sind. Denn damit dem Punkte z, fiir den die f; 
verschwinden, ein singuliirer Punkt 2+ day, wo die y; der will- 
kiirlichen Ebene c, = 0 angehéren, verbunden sei, muss es mdglich 
sein, die fiinf Gleichungen: 


> fir =, ¢=0 


fiir beliebige ¢ zu lésen. Das ist aber nur méglich, wenn die 4 ersten 
Gleichungen sich auf 2 reduciren, d. h. wenn alle Unterdeterminanten 
dritten Grades in der Functionaldeterminante der /; verschwinden und 
umgekehrt. Hierzu ist im allgemeinen nur erforderlich, dass eine ein- 
zige dieser Unterdeterminanten Null sei, wie aus der leicht zu er- 
weisenden Gleichung: 
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| . 
VL; Ly ‘| She Cody Aix 
hervorgeht. Demnach hat man: 
Riicken zwei singuléire Punkte zusammen, so erhdlt die Brennfliiche 


daselbst einen uniplanaren Knotenpunkt, die Wendefliche einen drei- 
fachen Punkt. 


Die Brennfliiche hat ausserdem noch 10(m— 1)? Knotenpunkte 
zweiter Art, in denen die simmtlichen Unterdeterminanten dritten 
Grades von A’ verschwinden,*) in denen also: 

fin + fei = 0: Be + Oe Bi 


wird. An diesen Stellen zerfiallt daher die Fliche zweiten Grades 


> Yi Ye fix = 9, 
deren durch den Punkt 2 gehende Erzeugende die beiden Haupttan- 
genten liefern, in zwei Ebenen. Von dieser coincidirt aber die eine 
mit der Ebene 2 y;/; = 0 selbst, denn aus den angefiihrten Gleichungen 
ergiebt sich durch Multiplication mit den 2; und Addition: 
(m — 1) fe = a, By + Ox Be, 


O = ay Bz 


Bz =, fi a By 


be Yi Ye (Lik + fei) = try > vile 


Kinem solchen Punkte ist daher eine gewisse Gerade zugeordnet, die 
Schnittlinie der Ebenen: 


a = (0, > yifi =O, 


sie mag die dem Knoten zweiter Art zugeordnete Gerade heissen. — 
Von einem Knoten zweiter Art gehen, wie man sieht, oo' Haupttan- 
genten aus, welche ein ebenes Biischel bilden, unter dessen Strahlen 
sich drei stationiire Haupttangenten befinden. 

Der Tangentenkegel der Brennfliiche im Knoten zweiter Art, fiir 
den die obigen Gleichungen gelten, hat zur Gleichung: 


Yin Ye Ws Yu % B 
Yr Yr. Yes Yu % B, 
V5, Vso Vos Vor % Bs 
U1 Ye Vs Yu % B, 
| Oty Qo a, a, O 0 


|B, B, B B, 9 O 


also fiir 


und 


! 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, Geometrie des Raumes, 3. Aufl. Bd. II, 8. 539). 
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falls 
Wik =>) wf + fixd 


gesetzt wird, wie sich durch directe Bildung der Form 
*, el’ 
> Yi YE —— 
Yi Yk 0x, 02, 
leicht ergiebt. 


In dem besonderen Falle » —2 entspringt hieraus wieder eine 
Eigenschaft der Kummer’schen Brennfliche. Denn es sind die fj; 
Constanten, und es wird: 


> vil fess + fini) => fix + fei 


wobei das Zeichen /;, anzeigen soll, dass statt der Variabelen 2; die y; 
substituirt sind. Mithin ist die Gleichung des Tangentenkegels durch 
die mit den @ und # geriinderte Determinante der /;, + fi; gegeben. 
Aber diese gleich Null gesetzt liefert den Ort der Punkte, deren 
conische Polare 22;2;,/;, die Gerade a, —0, B, =O beriihrt. Somit 
hat man: 

Der Tangentenkegel der Kummer’ schen Brennfliche des Strahlen- 
systems [2,3] in Bezug auf einen der Knotenpunkte ist zugleich der 
Ort der Punkie, deren conische Polarflichen die diesem Punkte zu- 
geordnete Gerade beriihren. 


§ Ill. 
Covariante Flichen des Systems. 

Durch die Gleichung (1) des § I wird jedem Punkte ein ebenes Biischel 
von durch ihn gehenden Geraden in der zugehérigen Ebene zugewiesen. 
Diese bilden die Tangenten des Systems, der Punkt heisse ihr Be- 
riihrungspunkt, die Ebene eine Tangentenebene. Jede Gerade des 
Raumes ist in » — 1 ihrer Punkte Tangente des Systems. 

Die Tangentenebenen des Systems, welche durch einen Punkt y 
des Systems gehen, haben ihre Beriihrungspunkte auf der Fliche n. 


Ordnung: 
P -> y¥ifi =O 


der n. Polare von y.*) Die Tangentenebene von P im Punkte y selbst 
ist die diesem Punkte zugeordnete Ebene. Jene Fliche enthialt also 
auch die Tangentialpunkte aller durch y gehenden Geraden. Hieraus 
folgt weiter: 

Die durch einen Punkt y gehenden Haupttangenten des Systems 
bilden einen Kegel n(n—1) — 2. Ordnung, der sich auf den Schnitt 


*) Ueber die hier auftretende Polarentheorie vgl.: Diese Annalen XXIII, 8. 159. 
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von P mit der im gewodhnlichen Sinne genommenen Polare von P in 
Bezug auf den Punkt y stiitet. 

Die Haupttangenten bilden daher einen Complex (n+ 1) (n—2). 
Grades, dessen Complexkegel fiir jeden beliebigen Punkt n(n —1)(m—2)—6 


Riickkehrkanten und : (n—3) (n— 4) (n?-++-n-+2) Doppelkanten hat, 
und fiir den die seiner Spitze zugehérige Ebene eine Doppeltangen- 
tenebene ist. Die Riickkehrkanten sind stationiire Haupttangenten 
des Systems. Weiter findet man: 

Die Haupttangenten, welche eine Gerade schneiden, haben ihre Be- 
rithrungspunkte, d. h. diejenigen Punkte, in denen sie Haupttangenten 
sind, auf einer Fliche 3(n—1) + 2. Ordnung. 

Die Gleichung dieser Fliiche erhilt man durch Elimination der y 
aus den Gleichungen: 

= Yili =0, 


az Vi9ela =, 
a = 0, 
By, = 0- 
Die hieraus entspringende Determinantengleichung: 
Vea|f * Bl Lo 
if @ B| 


kann in den heiden Formen: 


(6) —2en(s)+m (2) =0 


az B — a, By | i 
B 'B 
geschrieben werden. Man sieht zuniichst, dass V die Gerade (af) zur 
Doppellinie hat. Ausserdem hat aber V eine Doppelcurve vom Grade 
n®, welche sich in n — 1 Punkten auf die Gerade (af) stiitet, und durch 
alle singuliren Punkte geht. Denn die n. Polaren aller Punkte einer 
Geraden (@f) bilden ein Biischel mit der gemeinsamen Basiscurve n? 
Ordnung, welche offenbar » — 1 Punkte auf (@f) selbst hat. Und 
fiir jeden Punkt dieser Curve muss die zugeordnete Ebene durch (@#) 
gehen, er muss daher ein Doppelpunkt von V sein, was sich tibrigens 
auch leicht aus der analytischer Form von V erkennen liisst.*) Jeder 
Geraden (@f) entspricht so eine solehe Curve n? Ordnung, sie mége 
als Polare derselben bezeichnet werden. Endlich sei noch bemerkt, 
dass V einfach durch alle Knotenpunkte zweiter Art hindurchgeht. 


+/°))+62|*|—0 
a 


| @ 





*) Vel. hieriiber § VII. 
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Die 'in einer Ebene a, = 0 liegenden Haupttangenten haben ihre 
Beriihrungspunkte auf der Curve 3(n—1). Ordnung: 


(¢)=|e|\—o a, =O. 
a | @ | 


Diese Curve ist die Hesse’sche Curve des in jener Ebene liegenden 
Systems von Punkten und zugeordneten Geraden; jedem Punkte ist 
daselbst eine durch ihn gehende Tangente zugeordnet. Andererseits 
erkennt man aus der bekannten Ordnung der Hesse’schen Curve 
wieder die Ordnung von V, sowie auch dass in jeder Ebene durch 
(a@B) n®? —n-+ 1 Punkte der Doppeleurve von V liegen, etc. 

Jede der co Fliichen V beriihrt die Brennfliche iiberall wo sie 
dieselbe trifft, also in einer Curve 2(n—1) (8n—1). Ordnung. 

Der Beweis dieses Satzes, welcher die Brennfliiche als Enveloppe 
eines den Geraden des Raumes zugeordneten Flichensystems charakte- 
risirt, beruht auf der bekannten Identitiit: 


(<) (6) = (0 6) +(5) 


welche auf V angewandt, liefert: 


y (“)— area (“ 8) + [«. (8) —0. (<)]. 


; , i) aa ; 
Daraus geht hervor, dass der Schnitt von (<) V mit A’ stets aus der 


doppeltziihlenden Curve: 


A’'=0, a 5) — te ({) =0 


. 2 a ss 
besteht. Die Fliche (“)—0 ist aber der Ort der Punkte, deren 
conische Polarflichen Dy; y;f;% — 0 die Ebene a, = 0 beriihren. Auch 
diese Fliche beriihrt die Brennfliche nach einer Curve 6(m—1)*. Ord- 
nung. Die Beriihrungscurve von V und A’ kann man auch als ge- 
meinsame Curve der Matrix: 


2h fio tha fis the fiat fa %2B, — & Be 
hie + has 2 fo» fos + hoe feat hr. Ge Be a, Bz 
fist fer fos + hos 2f33 sy + fy3 %xB3 — &3 Be 
fist fan fos hae faa + Lis 2h te By — &, Be 


ansehen. Man erkennt dann ebenfalls ihre einfachen Punkte in den 
Knoten zweiter Art, sowie in den Schnitten der Geraden (af) mit der 
Brennfliche, ferner ihre Doppelpunkte in den singuliiren Punkten. 
indlich kann man den Tangentenkegel von V in diesen letzteren 
Punkten auch in die Form bringen: 











en 
ler 
on. 
en 
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la B| 

lo Bl > yn fix + (Gx By — GyBz) y= 9 

wonach der Schnitt von V und A daselbst zum Theil aus den Fort- 
schreitungsrichtungen: 


7 ' 
z= Yi Ux fix om 0, ay B, bani ay Bz = 


besteht, wie zu erwarten war. 

Aus dem Bewiesenen geht hervor: 

Die Hesse’sche Curve in irgend einer Ebene beriihrt die Brenn- 
fliiche iiberall, wo sie dieselbe trifft, also in 6(n—1)? Punkten, oder: 

Die Congruenz der parabolischen Haupttangenten ist von der Classe 
6(n—1)?. 

Der Hesse’schen Curve, dem Orte der Beriihrungspunkte der- 
jenigen Haupttangenten, die in einer Ebene liegen, entspricht in 
gewisser Beziehung dualistisch eine zweite Curve, welche’ der Ort der 
Beriihrungspunkte von solchen Haupttangenten ist, die durch einen 
Punkt y gehen. Diese zweite Curve ist der Schnitt der » Polare von 
y in Bezug auf jene letztere Fliiche, also von n(n—1). Ordnung. Be- 
zeichnet man sie als Poleurve des Punktes, so hat man folgenden Satz: 

Die Polcurve jedes Punktes beriihrt die Brennfliche iiberall, wo sie 
dieselbe trifft, also in 2n(n—1)* Pumnkten, oder: 

Die Ordnung der Congruenz der parabolischen Haupttangenten ist 
gleich 2n(n — 1). 

Durch die letzten Bemerkungen wird der bekannte Kummer’sche 
Satz, nach welchem jeder Strahl eines Strahlensystems Doppeltangente 
der zugehdrigen Brennfliiche ist, in folgender Weise verallgemeinert: 

Jede Hesse’ sche Curve des Systems ist 6(n—1)?n-fache, jede Pol- 
curve 2(n—1)*n-fache Tangente der Brennfliche. Fir den Fall n=2 
wird jede Hesse’sche Curve aus den 3 Strahlen in der betreffenden 
Ebene, jede Poleurve aus den 2 durch den Pol gehenden Strahlen be- 
stehen. Ganz analoge Verhiiltnisse finden fiir die héheren algebraischen 
Strahlensysteme 2. Ordnung statt. 

Auch wird jede Hesse’sche Curve von 6(n— 1)?” unendlich be- 
nachbarten Hesse’schen Curven, jede Polcurve von 2(n—1)?n be- 
nachbarten in ebenso viel Punkten getroffen, welche man als Focal- 
punkte dieser Curven bezeichnen kann. Und der Ort dieser Focalpunkte 
ist die Brennfliiche selbst. Dagegen ist die Brennfliiche nicht mehr 
die Enveloppe der Focalebenen, wie dies in dem Falle der geradlinigen 
Strahlensysteme stattfindet. 

Den Beweis des oben angegebenen Verhaltens der Poleurven kann 
man einfach daraus entnehmen, dass jede Polcurve als Schnitt von 
zwei Flichen V betrachtet werden kann, welche zu sich schneidenden 
Geraden gehéren. Ein solcher Schnitt ist von der Ordnung (8n—1)?; 


-% 
25 
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er besteht aus der Hesse’schen Curve in der Ebene jener beiden 
Geraden und der Poleurve ihres Schnittpunktes sowie einer ergiinzen- 
den Curve, welche von denjenigen Punkten gebildet wird, deren Haupt- 
tangenten sich auf jene Geraden stiitzen. 

Man kann aber auch ganz direct zeigen, dass die drei Tangenten- 
ebenen ¢,, ¢,, ¢, der Brennfliche A’ = 0, der n. Polare 


a afi =O 
eines Punktes z, und der Polarfliiche von ¢ in Bezug auf die letztere 
Fliche, > Ft fix = 0, in einem gemeinsamen Punkte z ein Biischel 
bilden. Denn es ist 


aA vy - tf 
4D) Ga, MED) Ain (fas! + fon), 


i 


——— 
t, => 4h Xi, 
* ve ' . 
ty => 2: 2x (fini + fees) Yi, 
wo die Y laufende Coordinaten sind. Nun ist aber 
> Y; Y¥if%=—0 
eine Kegelfliiche, deren Spitze in y liegt, und es ist: 
* ‘ 
> (fie + fis) =0, An=— Wy. 


Daher muss man setzen kénnen 


= Ui + AY 


und hiernach wird: 
t, => Yi (fais + fins) Yee 
ty => afi + Ayifi) Yi, 
t, =>' jp QAY: He + A yi ye) (fini + fois) Ni 
= 2(n— 1) S'@ifis + Ayifi)Yi+ ”>! Yi Ye (Lint + fear) Yi 
= 2(n—1)¢, + 4,4’, 


womit die Behauptung erwiesen ist. 
Die Fliiche V steht auch zur Wendefliiche A in gewisser Beziehung. 
Aus der Identitiit: 


a B\|_|{a| |B|__|a| |B 
a Bp a| |B B! ie 


hat man niimlich: 

















Rationale Punkt-Ebenen-Systeme. 373 
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@|_ ,2ale@ Bl, jlal, |e r) 
le ed Bit ie| |B | 





8 | | @| 

c| % — || Bat - 
Demnach zerfallt der Schnitt von V und A in zwei Curven 2(n—1) (3n—1) 
Ordnung. Fiir die eine Curve ist liings der die Gerade (a@B) schnei- 
denden Haupttangente die ihrem Beriihrpunkte zugeordnete Ebene 
stationiir, fiir die andere findet diese letztere Eigenschaft gerade bei 
der anderen, (@#) im allgemeinen nicht schneidenden Haupttangente 
statt. Und ebenso zerfillt der Schnitt der Hesse’schen Curve mit 
der Wendefliche in zwei je 6(m—1)*m Punkte enthaltende Gruppen, 
welche durch die entsprechende geometrische Bedeutung sich unter- 
scheiden. 


§ lV. 
Fortsetzung. 
Soll die ». Polare von y emen Doppelpunkt haben, so miissen 
die vier Gleichungen: 
> Yilix = O 
E- Yilix 
bestehen. Daraus folgt: 

Der Ort der Doppelpunkte der n. Polaren ist die Wendefliiche des 
Systems. 

Die Punkte, deren ». Polaren einen Doppelpunkt haben, liegen 
auf einer Fliiche 4(m— 1)’. Ordnung, der Steiner’ schen Fiche S des 
Systems. Die Steiner’sche EF liche wird gleichzeitig wmhiillt von den 
Ebenen, welche den Doppelpunkten der Polaren, d. h. den Punkten der 
Wendefliche zugeordnet sind. 

Denn aus den Gleichungen: 


Yilix = Q, 


my : + : 
>> dy: firs +> Yi fiz da =O, 


welche fiir jeden benachbarten Punkt y+ dy der Steiner’schen 
Kliiche bestehen, folgt durch Multiplication mit den x; und Addition: 


> uf=0, > dy fi=0, 


wonach sich y und y + dy gleichzeitig in der Ebene 


> “li = (0) 


befinden. Wendefliche und Steiner’sche Fliche sind cindeutig auf 
einander bezogen; jedem Punkte x der ersten entspricht der Punkt y 
der zweiten. Derselbe liegt auf derjenigen Haupttangente, lings welcher 
die zugehérige Ebene nicht stationiir sich verhiilt. 
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Jede Ebene, welche zu einem Punkte x -+ dx gehirt, der einem 
Punkte «x der Wendefliche benachbart ist, enthdlt den zugehdrigen Punkt 
der Steiner’ schen Fléche. Denn die Gleichung einer solchen Ebene ist: 


> Afi + > Zifudon = 0 


und sie ist befriedigt fir 7 = y. 

Eine zweite Fliiche ¥ 4(m —1)*. Ordnung ist ebenfalls der Wende- 
fliche eindeutig zugeordnet, sie wird gebildet von den Punkten y’, 
welche durch die Gleichungen 


> vile = 0 


bestimmt sind. Die Verbindungslinie (xy) zeigt die Richtung der- 
jenigen Haupttangente an, lings welcher die « zugehdrige Ebene sich 
stationiir verhiilt. 

Endlich ist der Ort der Punkte, deren conische Polaren 


sti 
= Yi Ye fix = O 


einen Doppelpunkt haben, die Brennfliche &’ = 0, und der Ort dieser 
Kegelspitzen selbst eine Fliche ® von der Ordnung 4(n—1)', welche 
eindeutig auf die Brennfliche bezogen ist. Die Fliche ® enthilt, den 
10(n — 1)° Knoten zweiter Art der Brennfliche entsprechend, 10(n—1)* 
gerade Linien. 

Fiir die Punkte «x der gemeinsamen Beriihrungscurve von A und 
A’ liegen x und die zugehirigen Punkte der drei F lichen S, ®, ¥ in 
einer Geraden, der entsprechenden parabolischen Tangente und bilden 
auf jener eine Gruppe von vier Punkten des constanten Doppelverhiilt- 

° n 
nisses ——— 

Den Punkten einer Geraden entsprechen Ebenen, welche eine 
rationale Developpabele m. Klasse umhiillen. Da durch die Gerade 
selbst » — 1 Ebenen gehen, so ist jedem Punkte derselben eben ver- 
modge dieser Developpabelen seine Ebene eindeutig zugeordnet. Die 
Riickkehreurve einer solchen Developpabelen ist bekanntlich von der 
3(m—2). Ordnung, sie beriihrt die Steiner’sche Fliche iiberall, wo 
sie dieselbe trifft. Somit ist auch die Steiner’ sche Fliche als Enveloppe 
von oo! Curven charakterisirt, 

Den Punkten einer Ebene entspricht eine Fliiche © von der Classe 
n*, welche jene Ebene zur n*? —n-+ 1-fachen Tangentenebene hat.*) 
Auch diese Fliche muss die Steiner’sche Fliche lings einer ganzen 
Curve beriihren. Es ist leicht, einige charakteristische Kigenschaften 
von © zu ermitteln. 


*) Die Classe erniedrigt sich jedesmal um eine Einheit, so oft die Ebene 
durch einen der singuliren Punkte geht. 
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Denn zu dem Punkte x der Ebene a, = 0 gehdrt die Ebene 
zu dem benachbarten Punkte x + dz also: 
> y fi +>’ Yifix dx, = 0. 


Der zugehérige Punkt y der Fliche © ist mithin bestimmt durch die 


vier Gleichungen: 
> Yifix = UM. 


Soll nun der Punkt y in der Ebene ag = 0 selbst liegen, so hat man 
den letzteren noch die Gleichung: 
ay = 0 

hinzuzufiigen. Damit aber hat man als Curve derjenigen Punkte 2, 
denen Punkte y in der Ebene a, = 0 entsprechen:, 

A, = VU, ian 
Ks ist das die Hesse’sche Curve in jener Ebene. Und so erhilt man 
den Satz: 

Die Fliiche © schneidet die Ebene, zu welcher sie gehirt, in der 
Steiner-Cayley’schen Curve, welche von den in dieser Ebene liegen- 
den Haupttangenten des Systems wmhiillt wird. 

Da nun die Steiner-Cayley’sche Curve von der Ordnung 
2(n — 1)? ist, 12(m—1) (nm — 2) Riickkehrpunkte und ausser den 
n* —»-+ 1 Doppelpunkten, welche mit den Beriihrungspunkten von 
© und seiner zugehérigen Ebene zusammenfallen, noch 
3 (nm —1) (n—2) (8n?—3n—1) 


» 


Doppelpunkte besitzt, so ergiebt sich:*) 
ppery 8 
Die Fliche © ist von der Classe n*, der Ordnung 3(n—1)*, die 
Ordnung ihrer Doppel- und Riickkehrewrve ist 
— (n—1) (n—2) (8n?—3n—11), 12(n—1)(n—2), 
sie hat ferner keine parabolische Curve. 
Kinige von diesen Zahlen lassen sich auch analytisch bestimmen. 
Zuniichst die Ordnung. Das System der sechs Gleichungen: 
> Yi fix = UO, 
ay =O. 


by = 0 
liefert diejenigen Punkte y, welche auf einer beliebigen Geraden (a #) 
liegen. Man erhilt durch Elimination der y die beiden Gleichungen 


*) Vgl. hieriiber: Math. Annalen XXIII, 8, 169. 














376 A. Voss. 








mit 9(n—1)* Lésungen. Aber von diesen sind die 6(m-—1)* Lésungen 
zu entfernen, fiir welche 


a Vili = 9, 
ay, = 0 


ist. Diese Punkte haben eine besondere Bedeutung. Denn in der 
Ebene a, =0 bestimmt der Schnitt mit der Wendefliiche und der 
Hesse’schen Curve Punkte, denen stationire Ebenen zugehéren. Und 
es giebt also 6(n — 1)* Punkte, fiir welche liings der in der Ebene 
liegenden Haupttangente selbst die zugehirige Ebene stationdr bleibt. 
Diese aber sind als Lésungen in Abzug zu bringen. Denn in dem 
genannten Falle coincidiren consecutive Ebenen, und es giebt daher 
auf einer beliebigen Geraden einen den obigen Gleichungen geniigenden 
Punkt y. Diese 6(m— 1)? Punkte liefern czugleich Pinchebenen der 
Fliche ©, und man erkennt weiter, dass durch jeden Beriihrungspunkt 
einer solchen Ebene eine ganz auf der Fliiche © liegende Gerade geht; 
die Fliche © enthilt also auch 6(m — 1)? gerade Linien. Bezeichnet 
man die Ordnung der Doppel- und Riickkehreurve durch D und R, die 
Zahl der Pinchebenen durch j, so besteht in der That die Cayley’ sche 
Gleichung: 
0 = 4 3(m — 1)? [3(m — 1)? — 2] — 8D — 11R — 2j.*) 

Der Tangentenkegel von 0 hat die Classe n?, ausserdem ist er 
eindeutig bezogen auf die Schnittcurve der n. Polarfliiche seiner Spitze 
der Ebene a, = 0. Daher ist sein Geschlecht ~ (n — 1) (n — 2), und 
die Zahl seiner Wendeebenen gleich Null, da, wie gezeigt, zu der 
Ebene a, = 0 nur 6(n—1)? stationiire Ebenen gehéren, von denen 
keine durch einen willkiirlichen Punkt geht. Man hat daher fiir den 
Tangentenkegel folgende charakteristische Zahlen: 

Ordnung 3n(n — 1), 
Classe n?, 
Geschlecht + (n—1)(n—2), 
2 
Zahl der Riickkehrkanten 3n(2 — 3), 
» »  Wendekanten 0, 


1 


» 9» Doppelebenen 3 %(m — 1) (n? + n — 3), 


» 9» Doppelkanten 


; [9n® — 18n? — 13m + 30]. 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, Bd, Il, 8. 674. 
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Ebenso hat man fiir den ebenen Schnitt der Fliiche 0: 
Classe 3n(m — 1), 





Zahl der Doppeltangenten : (n — 1) [Bn3 


> 


dn? — l4n + 16] 

» 9», Wendetangenten 3(m — 1) (4n — 5). 

Ferner wird: 

1 e+ \ 9 9 9 9 / ¢ 2 6 

: > (m — 1) (n? + n — 3) (n? — 2) — 3n(n — 2) (n? — 2) 
+ 3(n — 1) (4n — 5) 


die Zahl der dreifachen Tangentialebenen. Da nun 9 eine n?—n-+ 1- 


{= 


fache Ebene besitzt, welche fiir g (ni + m+ 1) a(n -- 1) (n?— vn — 1) 
; ) 
dreifache Ebenen zu rechnen ist, so hat man als Anzahl der eigent- 
lichen dreifachen Ebenen von 0: 
n(m — 1) (nm — 2) (n — 3) (Bn? + 3n — 5). 
Und endlich hat man als Ordnung der Curve der Beriihrpunkte 
der Doppeltangentenebenen 


@ = 3(n — 1)? (n? + un — 5D), 
sowie als Zahl der scheinbaren Doppelebenen der Fliiche der Doppel- 
tangentenebenen : 


k’ (n — 1) (n— 2) 


= ; [n° + 3n®— Sn! — 15n®+ 15n?+ 27n + 24]. 
Ich wende mich nun zur Betrachtung der Steiner’ schen Fliche S, 
Ihre Ordnung ist, wie oben bemerkt, gleich 4(m— 1)°; ihre Classe 
gleich der Zahl der zu Punkten der Wendefliche gehdrigen Ebenen, 
welche durch eine Gerade gehen, mithin 
4n?(m — 1) — 2(n® — n? 4+ n — 1). 


Um die Ordnung des umschriebenen Kegels zu bestimmen, dessen 
Spitze z ist, setze man: 


o., 
4 4: fi = VO, 
‘*, 
. z= (a,b, — bay) = 0, 


> ui = 0, 


durch welche Gleichungen ausgedriickt 


wird, dass die Gerade (zy) die 
willkiirliche Gerade a, b schneidet. Es 


muss daher die Matrix: 
| firhiehis his a,b, ae b.a, 

for foo fos fog a,b, = b,a, 
fs: fs2 fsa fg, 403 — ba, 
| far fro las fay Geb, — ba, 


EE 
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verschwinden, und dies geschieht fiir Punkte einer Curve 6(n — 1)’. 
Ordnung, welche in Verbindung mit 22;f;=0 6n(n — 1)* Durch- 
schnittspunkte liefert. Daher ist die Classe des ebenen Schmittes der 
Steiner’ schen Fliche gleich 6n(n — 1)?. 

Aber man kann diese Zahl auch noch auf einem anderen Wege 
bestimmen. Denn die Ordnung des Kegels ist auch gegeben durch die 
Zahl der Schnittgeraden consecutiver Tangentenebenen von S, welche 
durch den Punkt z gehen und eine Gerade mit den Coordinaten 
yi = a; -+ 4b; schneiden. Und so hat man die Gleichungen: 


> * i=0, > vii =, 
7 , : 

Ps 2,adf; = 0, Ds y.df; = 0, 

Ss’ kid x; = 0, 


’ i 
a 


mithin, wenn man an Stelle von y; a; + Ab; setzt: 


be eifis 


> oh > tha— > Wh > abe 


y= — ~— =(), 
oA 
OX, 
ky 
in welcher Determinante nur die erste Verticalreihe hingeschrieben ist. 
Nun ist nachzuweisen, dass die Flichen A = 0, » =O in den singu- 
liren Punkten die Tangentenebene von 2z;f; = 0 in Curven mit ge- 


meinsamen Doppelpunktstangenten schneiden. Da nun in diesen sowohl 


ie” al . oA “ae es 
die f; als die Oa verschwinden, so erhilt man: 


S afi 
al Zifir 
. y 
—y wy > YxGifix Ss bifu— > bye fii >: aifin 
\) — YY == | — ‘ — — . — 
Lad Ox; C x, ei aa . 
mea OL O%, Yi 
ky 


14: Yo Ys Ys | 
Q, Oy Ay Oy 


B, B, Bs By | 


? 
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in welcher die @, 6 wiilkiirliche Gréssen bedeuten, so findet man: 


ri) fe - 7 __ vy, =k, [> 2ifixye> P+ ae = Uae — YiYe @] 
O2;0a, “'"" 0x; 0X, P 
womit der Beweis gefiihrt ist. Da nun yw von der Ordnung 7n — 8 
ist, so ergiebt sich als Zahl der Lésungen: 
4(m — 1) n(7n — 8) — 6(n* — n? + n— 1). 

Diese entsprechen aber der zuvor ermittelten Ordnung des Kegels 
und der Zahl seiner Wendeebenen, fiir welche der Schnitt consecu- 
tiver Ebenen unbestimmt wird, also immer eine willkiirliche Gerade 
schneidet. Mithin hat der Kegel 

2(n — 1) n(11ln— 13) — 6(n® — nv? + n — 1) 
Wendeebenen. Daraus erkennt man weiter die Existenz von 4n(n—1) 
(7m — 11) Riickkehrkanten, u.s. w. Man kann iibrigens die eben er- 
mittelten Zahlen auch aus dem Geschlechte des Kegels entnehmen, 
welches das emer Curve 4n(m — 1). Ordnung mit n® — n? +n” —1 
wirklichen Doppelpunkten ist, welche selbst der vollstiindige Schnitt 
von zwei Flachen 4(m — 1). und . Ordnung ist. Das Geschlecht des 
Kegels ist daher gleich: 

2n(nm — 1) (5n — 8) — (n® — n? + 0 — 1). 

Aus Geschlecht, Ordnung und Classe des Kegels erhiilt man danu 
in bekannter Weise die Zahl der Wende- und Doppelkanten u. s, w. 

Die Steiner’sche Fliche S hat conische Knoten in den singu- 
liren Pankten, zur Riickkehreurve den Ort der Punkte y, die gleich- 
zeitig zwei unendlich benachbarten Punkten der Wendefliiche ent- 
sprechen, zur Doppelcurve den Ort der Punkte z, welche gleichzeitig 
zu zwei verschiedenen Punkten derselben gehéren. Riickkehr- und 
Doppeleurve bilden zugleich den Ort der Punkte, deren n. Polaren 
einen biplanaren Knoten, resp. zwei Knotenpunkte erhalten. 


§ V. 
Beziehungen zur Liniengeometrie. 


In meiner friiheren Arbeit bezeichnete ich die aus den Haupt- 
tangenten gebildeten Curven als Haupttangentencurven des Systems. 
Fiir den Fall m= 2 sind diese geradlinig, sie bilden das Strahlen- 
system zweiter Ordnung dritter Classe; jeder Ebene entspricht die 
Reciproke einer Steiner’schen Fliche, welche von dieser Ebene in 
den drei zugehérigen Strahlen des Systems geschnitten wird. Die von 
Herrn Kummer untersuchten algebraischen Strahlensysteme zweiter 
Ordnung geben iiberhaupt den Fall derjenigen P-E-Systeme, bei denen 
oo” geradlinige Haupttangentencurven auftreten. 
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Im Allgemeinen aber bilden die Haupttangenten einen Complex. 
Die Gleichung desselben liisst sich leicht bilden, wenn man die Glei- 
chung I, 1 in der symbolischen Form: 


4 Pi(Gz,)""* = > pi(bz,)""* = 0 


schreibt, in welcher die p; gewdhnliche Liniencoordinaten, die mit 
ihnen multiplicirten Formen aber allgemeine Formen » — 1. Ordnung 
sind. Man erhilt sie, wenn man in den symbolischen Ausdriicken 
statt x x-+ Ay schreibt und die Discriminante nach 4 bildet. Die- 
selbe wird, wovon man sich leicht iiberzeugt, eine reine Function der 
Coordinaten p;, welche dieselben im Grade (m + 1) (nm — 2) entbiilt. 
Fiir die einfachsten Fille nm =3,4,5 kann man diese Discriminante 
wirklich bilden, So erhilt man z. B. fiir n = 3: 


>? 9 
- Pip; (He, by, — By, bz,)” = (). 


Setzt man iiberhaupt den symbolischen Klammerfactor des vor- 
stehenden Ausdruckes, welcher nur von den p; abbiingig ist, in leicht 
verstindlicher Abkiirzung gleich: 

(a bis), 
so hat man fiir » = 4 
NI i- . 
PD, PipPj Pi Pj (A bij)? (edz;)* (aciz ) (bd) = 0. 
—- 

Und fiir » = 5 wird der Complex von der Form: 
is — 67? =O, 
wo 


7 
i 2 pipj(abi;)'. 


Dieser Fail verdient deshalb Interesse, weil hier die Congruenz 
der stationiiren Haupttangenten vollstaindiger Schnitt der beiden Com- 
plexe t=O, j=0 wird, welche beziehungsweise vom 6. und 9. 
Grade sind. 

Kine Gerade ist geradlinige Haupttangentencurve des Systems, 
wenn sie in allen ihren Punkten Tangente ist. Hierzu ist erforderlich, 
dass die Gleichungen: 

» Pi (az,)"— —_ Q, 


— (n — 1) >) Di(az,)" (dy,) = 0, 


+ : (mn — 1) (n — 2) S’ pi(ae, (ay,)> = 9, 





— 


; 
S menyr!=0 
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bestehen. Maultiplicirt man dieselben der Reihe nach mit den Formen: 
(by,)” -1 (by,)"-, tes (be, jn—l 


und addirt, so ergiebt sich die Relation: 
Y niet —0, 


welche selbst einen Complex ». Grades vorstellt. Da nun die Indices j 
6 verschiedene Werthe annehmen kénnen, so ergiebt sich der allge- 
meine Satz: 

Jede geradlinige Haupttangentencurve gehort sechs Complexen n. Grades 
an. Insbesondere findet also bei den algebraischen Strahlensystemen 
zweiter Ordnung der folgende allgemeine, auch eine dualistische Auf- 
fassung zulassende Satz statt: 

Jedes algebraische Strahlensystem zweiter Ordnung gehirt im All- 
gemeinen sechs Complexen an, Fiir ein System [2, m] sind nach Herrn 
Kummer die f; Functionen » — 1. Ordnung; ein solches muss daher 
stets sechs Complexen » — 1. Grades angehéren. Auf das System 
[2, 2] beziehen sich diese Angaben nicht. 

Fiir das System [2, 3] gestalten sich insbesondere die Verhiiltnisse 
wie folgt. 

Die Gleichung I, 1 wird >> Pid, =, eine Haupttangente muss 

a i 


also den beiden Gleichungen: 


i= > pide, =), i= > pity, = () 


geniigen. Bildet man nun 


T, = tay, — t, az, = 0 


T, = tay, — tydy, = 0 


< 


so hat man zwei Complexe zweiten Gradés T,, T,, denen das Strahlen- 
system angehdrt. Aus T, = 0, T, =—0 folgt nun entweder ¢, = 0, 
t, =O oder: 


_— » pe 
U = dy, dz, — Az,dy, = 9. 


Ein T, und T, gemeinsamer Strahl ist also entweder Strahl des 
Systemes oder gehdrt dem speciellen linearen Complexe U an. Daher 
sind die beiden von einem Punkte ausgehenden Strahlen des Systems 
die beiden den Kegeln von T, und T, gemeinsamen Kanten, welche 
nicht die Axe von U treffen. Und die drei Strahlen in einer Ebene 
ergeben sich auf folgendem Wege. Der Complex T, hat die Aus- 
nahmeebene a,, == 0; die Complexcurve in einer beliebigen Ebene 
beriihrt daher dieselbe; in derseiben Beziehung stehen T, und az, 0. 


Die beiden Complexeurven FE haben eine gemeinsame durch die Axe 
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von U gehende Tangente, die drei anderen gemeinsamen Tangenten 
sind die Strahlen des Systems. 

Es sei schliesslich noch auf eine andere Beziehung zur Linien- 
geometrie hingewiesen. Es ist oben gezeigt, dass, falls die Gleichung 


I, 1 in der Form 
a pid; == () 


geschrieben wird, die Integrabilititsbedingung die merkwiirdige Gestalt: 
A, A, + A, A, + A, A, = 90 

annimmt. Die Functionen » — 1. Ordnung A sind also fiir jeden 

Punkt der Fliche der Integrabilitiit den Coordinaten einer Geraden 

proportional. Vermége der Gleichung: 


an pA; = 0 


sieht man aber, dass diese (Gierade jedesmal den Strahl p oder die 
Gerade (xy) schneidet, dass sie also tiberhaupt in der dem Punkte zu- 
gehirigen Ebene liegt. Das von diesen Geraden gebildete, eindeutig 
auf die Fliche der Integrabilitiit bezogene Strahlensystem » — 1. Ord- 
nung und Classe ist dem P-E-System covariant. Fiir das Strahlen- 
system [2,3] existirt also eine demselben covariante lineare Congruenz. 


§ VI. 
Das Strahlensystem zweiter Ordnung dritter Classe. 


Fiir den soeben hervorgehobenen Fall » = 2 findet eine Reihe 
besonderer Beziehungen zwischen den Covarianten A, A’, S, ®, ¥ statt. 
Es ist niimlich allgemein nach I, 1 


fix + fic + > Lifiix = OY 


und da die /,;, Constanten sind, 


a Yi(fix + fei) + a Ufiixnyi = O, 
> ulfet fer) + > afer =9, 


oder: 


falls man wieder unter f; dieselbe Function wie /;, aber in den Varia- 
beln y, versteht. Das Bestehen der Gleichungen 


y ‘rn . 
S yi(fix + fei) = 9 
ae 
zieht daher das der folgenden: 


* wd 
in afi: = 0 


nach sich. Daraus geht hervor: 
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Die Fliche der Doppelpunkte ® der conischen Polaren ist identisch 
mit der Wendefliiche. 
Und ebenso ist auch: 


] , 7 ; ” v 
7 Yifix = b YiXifixi= — > U(fixr + fir) 
Das heisst: 


Die Steiner’sche Fliiche S ist identisch mit der Brennfliche. 
Und endlich ist: 

Po Yilei = > YUf i= > xifkr- 

Die Fliche ¥ fallt mit der Wendefliiche zusammen. 

Insbesondere ist also die Brennfliiche eindeutig auf die Wende- 
fliiche bezogen, letztere aber eindeutig auf sich selbst abbildbar. Zu- 
gleich erkennt man, dass, da die Brennfliiche auf sechs verschiedene 
Arten eindeutig auf sich selbst vermége der zusammengehérigen Be- 
riihrpunkte ihrer Doppeltangenten bezogen ist, auch der Wendefliiche 
eine solehe sechsfache Abbildbarkeit zukommt. 

Die Wendefliiche hat fiinf Knotenpunkte in den singuliren Punkten, 
sie enthilt als Steiner’sche Fliche 10 gerade Linien; die Brennfliche 
hat ausser den Knoten in den singuliiren Punkten noch 10 Knoten- 
punkte zweiter Art. 

Die zweite Polare eines beliebigen Punktes 2; 


ist zufolge der Glewchung: 
% . J . ” ” 
Po i= 2if iit. L, = — > Lei (fer + fir) 


mit der conischen Polarfliche desselben identisch*). Die conische Polare 
eines Knotenpunktes zweiter Art, dessen Coordinaten mit 2; bezeichnet 
sein mégen, besteht in Folge der Gleichungen: 

fir t+ fei = Gif + Of 
aus den beiden Ebenen a, = 0 und 2y;f;— 0. Hieraus folgt, dass 
die einem Punkte von a, =O oder Ly;f{;—O0 zugeordnete Ebene 
wieder durch jenen Knotenpunkt geht. Mithia hat man: 

Jedem der 10 Knotenpunkte A zweiter Art entspricht eine durch 
ihn gehende Ebene B, die zugehdrige Ebene des Systems, und eine andere 
Ebene «. Den Punkten beider Ebenen sind Ebenen des Systems zu- 
geordnet, welche siimmtlich durch den Knotenpunkt A gehen. Und die 
Durchschnittslinie der beiden Ebenen « und B liegt auf der Wendefliche. 

Die zweite Polare eines der singuliiren Punkte ist die jenem Punkte 
zugeordnete Kegelfliiche von Haupttangenten oder Strahlen des Systems. — 


*) Dies folgt tibrigens auch aus der allgemeinen Polarentheorie. 
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Man sieht ferner leicht, dass die Ebenen, welche zu den Punkten der 
Verbindungslinie irgend zweier singuliirer Punkte gehéren, liings der 
ganzen Erstreckung derselben stationiir sind. Analytisch folgt dies 
daraus, dass fiir zwei singuliire Punkte § und y die Gleichung der 
dem Punkte § + 4» zugeordneten Ebene sich auf: 


~ Yi > Nk “~, = 
ya | 0&, 
reducirt, also unabhiingig von 4 wird. 

Die 10 Verbindungslinien zweier singuliirer Punkte miissen daher 
auf der Wendefliiche liegen. Die ihnen zugehérigen 10 stationiiren 
Ebenen sind mithin 10 singuliire Tangentenebenen der Brennfliche, 
es sind zugleich die 10 Ebenen 8, welche zu den Knotenpunkten A 
gehéren, wiihrend die Ebenen « die Ebenen des Pentaeders der singu- 
liren Punkte bilden. Man hat also: 

Die 10 Ebenen a, welche den Knotenpunkten zweiter Art entsprechen, 
sind die Ebenen des Pentaeders der singuliren Punkte, und die 10 singu- 
liiren Ebenen der Brennfliche gehen durch die Kanten desselben. 

Die Wendefliiche enthailt nun ausserdem noch 10 andere gerade 
Linien, nimlich in jeder Ebene des Pentaeders eine. Diese Geraden 
sind mithin die den Knotenpunkten zweiter Art zugeordneten. 

Die Lage der 10 Knoten A hingt zunichst von einer Gleichung 
10. Grades ab, welche in derselben Weise, wie dies von Clebsch in 
seiner Arbeit iiber das Pentaeder der F'liiche dritter Ordnung geschehen 
ist, gebildet werden kann. Andererseits aber sind die fiinf singuliren 
Punkte abhingig von einer Gleichung 5. Grades. Und da den Ebenen 
des Pentaeders rational die Knotenpunkte zugehéren, so muss die Glei- 
chung 10. Grades mit Hiilfe jener Gleichung 5. Grades unter Zuhiilfe- 
nahme rein linearer Operationen lésbar sein. 

Damit ist die analytische Untersuchung des Strahlensystems [2, 3] 
zuriickgefiihrt auf die Lésung der Gleichung fiinften Grades seiner 
singuliren Punkte. Herr Kummer hat zuerst in seiner bekannten 
Arbeit tiber algebraische Strahlensysteme die Brennfliche dieses Strahlen- 
systems aufs eingehendste untersucht. Aber es liisst sich eine etwas 
vereinfachte Darstellung geben, bei welcher iiberhaupt keine Irratio- 
nalitiiten mehr auftreten, wenn man von vornherein das Pentaeder zu 
Grunde legt. Hierzu reicht es aus, etwa vier der singuliiren Punkte 
mit den Ecken des Coordinatensystems zusammenfallen zu lassen, wie 
im folgenden geschehen ist. 

Ich setze in der Gleichung: 


~ 
PB ax: - Yi fi = 0, 
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fy = &,%_H; + Bi, + 7,25 %, 

fy = %,%, Ly + ByX,%y + V2 HX, 

fs = OX, 2_ + By, Hy + YgX_Hq, 

fy = OX, X_ + By, Hy + 74%, Hs, 

wobei die Gleichungen: 

a, +a,+a,=—0, 
By + By + % = 0, 
7: + Bs + B,=9, 
Yat Ys +¥y = 0 


zwischen den Constanten bestehen miissen. Die singuliiren Punkte 


sind die 4 Ecken des Coordinatentetraeders und der durch die 4 Glei- 
chungen 


7152 + BE; + &, & = 0, 
726, + B.& + «6, = 0, 
7351 + B;&, + a, bs =0, 
¥484 + By §> + Gs é; — 0, 


wo §#;—1 gesetzt ist, bestimmte Punkt z;. Man findet: 


1 = B,a,a, + B,a,B,, 


ure 


Ey = 74 %,B, + 7304), 
S35 = By V2 + 40271) 
E, = 72838, + B,737- 


Die vier Ecken seien durch 1, 2, 3,4, der letzte Punkt durch 5 
bezeichnet. Man hat ferner: 


fi = foe — fos =f 4 = 0, ° 
hie + far = — (G%3 + 2), fos + fe = — (0%, + 4%), 
his + far = — (42%. + By 2%), fos + fae = — (Bi % + 73%3), 
fia + far = — (B22 + Bs #5), fos + fas = — (71% + 2 %2)- 
Setzt man nun: 

A = OH, + Oy H,, 

b = a, 2, + B,%, 

¢ = B,%, + B32, 

d = 4,2, + ¥4%4, 

€ = 8,2, + 3%, 

f= 1% + 22%, 

so ist die Gleichung der Brennfliche in symmetrischer Form folgende: 


Mathematische Annalen. XXIII. 26 








386 


eee Cc | 


A. Voss. 


a0de| » 
ibd Fs ee 


lee f 0 


und zugleich wird: 


he — 

. f By 
Aus der Identitit: 

0 

a 

|b 

le 

| U, 


(tt, Uf + au,u,) p + (u,u,d + u,u,c) g + (u, ue + uu, b) r 


— 2(u,?def + 

in welcher zur Abkiirzung: 
P- 

q 


°= 


gesetzt ist, erhilt man nun die siimmtlichen Knotenpunkte zweiter 


Art, niimlich: 


A, als Schnittpunkt von d =e = 


A, ee a 
A, ”? ”? 
A, ” ” 
A;, A, ” ” 
A,, A, ”? ” 
Ay, Ax ” ” 


= #1, + 4,6 + 2X56, 


£,a-+ 2,d+ x,e, 
£,b6+ 2,d+ 2,f, 
x,e+2,e+ af. 


abe 
O de & 
dO f U|=— 
ef O wu, 


Uy Us Uy YU 


u,"bef + u,2ace + u,abd), 


2(be + ed — af), 
2(af + be — ed), 
2(af + ed — be) 


== () 


f=0, 
» b=c=—f—), 
» a@=coe=J, 
», a=b=d=I), 
» d=c=eb—af 
» a=f=—be—cd 
» b=e=—af—cd=9O0, 


Mithin liegen in den Ebenen: 


d= die Knotenpunkte A,, A,, A;, A,, 2, 3, 


Qa=f ,, 
b=—0 o9 
c= 0 ,, 
e=x@ , - 





9 
Me, Ay, , o- ; . ay 


” 7 
= A,, A,, Ag, Age, !, 3, 
” A,, A;, A,, A,, 1, 4, 
” A,, A;, Ay, Ayo, 2, 4, 
. A,, 4,, A;, A,, 3, 4 
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Weiter findet man: 
dem Punkte d= e =f = 0 ist zugeordnet die Ebene 
Ey = Yo2b. + Ys¥3b3 + W748, = 9 

und als Ebene a, die Pentaederebene (234). Ebenso gehért zu: 
A, die Kbene E,=y,y,&, + 8,45 & +B, y,&,—=0 und (134) als Ebene a, , 
A; » ” E3=B, 9, §) + Bo 428+ ayy, 6, = 0 » (124) ,, 
A, » »  Ey=By ME: +2422 +B,83y,=0 ,, (123) ,, 


” Ge, 
— 
Bei der Untersuchung der Gleichungen 
d=c=—af—be=0 
findet man zuniichst als dem betreffenden Punkte zugehérige Ebene: 
Ys (AX_ + bas) + Yy (Gary + ea) + ys (bX, +F4,) + yy (C#2+f2;) = 0 

und fiir: 

e= au, 

= bu, 

(Gq + bas) (Yy + HY4) + (@ + HX) (@Y_ + bY) = O. 


V4 


Setzt man w= a, ? 8° wird wz, + ux,—d =O, also die zuge- 


hdrige Ebene d==0, tnd die entsprechende Ebene «, oder ay, -+by,=0 
entsteht aus der Factorenzerlegung der conischen Polare 


AY; Ys + OY Ys + CYoY, + LY3Y, = (Y + HY) (AY. + bys) = O. 


Demnach gehdrt zu 


A, die zugeordnete Ebene d = 0 und (1 45) als Ebene a,, 


A, » ” ” c=0 , (235) ,, ” a6» 
A, ” ” ” a=0Q , (34 5) ” ” G7) 
A, » ” ” ‘=0 , (125) ,, » %) 
Ay 5 ” ” b=0 ,, (245) ,, ” Gy, 
Ay » ” » e=0 , (1385) ,, » = 9» 


Die Coordinaten der 10 Punkte A haben folgende Werthe: 


A, A, A, 
x, ee V4(Y2o% — &yY4) — 7,B,B, — V2 %q & 
Lo | — a, Bs7, B;(B, Bs — Byy,) OY Oy 
Hs, | 74%, By — B,(B; B; — Boy) — @,(@,a, — @ By.) 
Gy | Oy (Py &, — MPs) a, B, Bs Gs (Gy, — By) 


26 * 
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A, Ay Ax 
Ly | — Yo(By Po — 1471) 738, &, — ¥3(¥4B, — 73%) 
Dy) Y(ByY2— 7471) — By (a, B, — a7) — B,B, 75 
Ly | — &Y1 72 — a8, B, B, (748; — 73%) 
x, 3 YoV1 a, (a, By — a7;) &, 3 By 


in der einem Knotenpunkte entsprechenden Verticalreihe sind jedesmal 
die Werthe seiner vier Coordinaten angegeben. Vermdge dieser Werthe 
bestiitigt man nun, dass die Ebenen E ebenfalls durch je sechs Knoten- 
punkte gehen, und zwar 


E, durch 1, 5, A,, As, Ajo, Ag, 
E, ” 2, 5, A,, A,, A,, Ay, 
E, 5» 3, 5, Ay, Ag, Az, Ajo, 
= » 56, 4,, &, 4, a 
Nunmehr aber wird es méglich, jeden der 10 Knoten in einer 
iibersichtlicheren Weise zu bezeichnen. Bezeichnet man niimlich jeden 
Knoten durch die drei Eckpunkte derjenigen Pentaederebene, welche 
ihm selbst als Ebene « zugeordnet ist, so wird: 


A, = (23 4), A, = (235), 
A, = (134), A, = (345), 
A, = (124), A, = (125), 
A, = (123), A, = (245), 
A, = (145), Ay = (13 5). 


Desgleichen mége auch jede der 10 Ebenen, welche den eben ge- 
nannten Punkten entsprechen, durch dasselbe Symbol bezeichnet werden. 
Man hat alsdann: 


E, = [234], a=([345], 
E, = [134], c = [235], 
E, = [124], f = (325), 
E, =(123], b= [245], 
d = [145], e = [135]. 


Nunmehr kann man die Beziehungen der Brennfliiche zu dem 
Pentaeder der Wendefliiche, sowie die Gruppirung ihrer 10 singuliiren 
Tangentenebenen zu den 10 Knotenpunkten zweiter Art durch das 
folgende Schema darstellen: 
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(123) | 123 | [123] 5 (123) | (451) | (452) | (453) 
(234) | 234 | [234] 1) 5 | (234) | (154) | (152) | (153) 
(134) | 134 [134]|2/ 5 (134) | (253) | (251) | (254) 

5 (124) | (351) | (354) | (352) 


(145) | 145 | [145] 
(345) | 345 | [345] 
(235) | 235 | [235] | 
(125) | 125 | [125] 

| 245 [245] 


(135) | 135 | [135] 


3 (145) | (234)| (231) | (234) 
2 | (345) | (123)| (124) | (125) 
4 | (235) | (142) | (143) | (143) 
3 
4 





(128) | (841) | (842) | (845) 
(245) | (134) | (132) | (135) 
(135) | (241) 





4 
1 

2 

(124) | 124 [124]|3 
2 

1 

1| 

3 

(245 1 
2 


(243) | (245) 





In der ersten Colonne steht der betreffende Punkt, in der zweiten 
die Pentaederebene, welcher demselben entspricht, in der dritten die 
ihm zugehérige Ebene des Systems; die folgenden sechs Colonnen 
geben die 6 Knotenpunkte an, durch welche jene letztere Ebene hin- 
durchgeht. 

Ich fiihre endlich noch die Gleichung der Wendefliiche an. Sie 
lisst sich, wie eine einfache Rechnung zeigt, in die Form: 

E,X, x, 2, + E, 7,2, a, + E, x, 4,4, + E,x, 4,4, = 0 
bringen, welche unmittelbar die 20 auf jener Fliiche gelegenen Geraden 
erkennen liisst. Jede der 10 Geraden, welche nicht zwei singuliire 
Punkte des Systems verbindet, liegt in einer Ebene des Pentaeders 
und schneidet die Verbindungslinie der beiden anderen Eckpunkte des- 
selben. Ausserdem folgt aus der Identitat: 


gE, + &E, + gE, + 6,6, =9, 
dass alle 4 Ebenen E durch einen gemeinsamen Punkt gehen. Be- 
zeichnet man diesen durch 6, so lassen sich die Ebenen E,, E,, E,, E, 
durch die Symbole: 615, 625, 635, 645, darstellen. 


§ VII. 
Die singuliren Tangenten des Systems. 


Wie schon bemerkt, ist jede Gerade des Raumes in » — 1 Punkten 
Tangente des Systems. Es kniipft sich hieran eine Theorie der singu- 
liren Tangenten, welche vollstiindig der von Herrn Schubert zuerst 
vollendeten Theorie der Tangentensingularitiiten der allgemeinen Ord- 
nungsfliiche parallel liiuft. Ich werde mich daher im Folgenden der 
von Herrn Schubert eingefiihrten Bezeichnungsweise bedienen. Kin 
beliebiger jener » — 1 Punkte mag durch p; bezeichnet werden. Dem 
Symbole ¢, entspricht der Umstand, dass zwei dieser Punkte auf ihrem 
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Trager coincidiren, dieser ist dann eine Haupttangente, welche, sowie 
auch ihr ausgezeichneter Beriihrpunkt, durch «, ebenfalls bezeichnet 
werden soll. Die Geraden «, bilden den oben beschriebenen Complex 
C der Haupttangenten. Dem Symbol «, entspricht die stationiire Haupt- 
tangente, dieselben bilden ein Strahlensystem, die Punkte «, selbst 
eine dem System covariante Fliiche =. Und weiter existirt eine auf 
= liegende Curve K, gebildet von den Punkten ¢,, derselben ist zu- 
geordnet die Regelfliiche R der Tangenten «,. Kndlich hat man eine 
bestimmte Zahl von Tangenten ¢,, es ist die der Riickkehrerzeugenden 
von R. 

Fiir n = 3 wird die Fliiche & eine Regelfliiche, gebildet von den 
geradlinigen Haupttangentencurven des Systems. Fiir » = 4 muss die 
Curve K aus einzelnen Geraden bestehen, welche das Analogon der 
27 Geraden auf der Fliche dritter Ordnung bilden. Fiir n = 5 exi- 
stiren im Allgemeinen keine geradlinigen Haupttangentencurven — 
auch die Fliche vierter Ordnung enthilt im Allgemeinen keine Geraden 
mehr — und erst fir » —6 wird eine von Null verschiedene Anzahl 
‘von Tangenten «, auftreten, deren Bestimmung dem Problem der fiinf- 
punktigen Tangenten analog ist. 

Ich habe im Vorigen nur einen Theil der einschligigen Fragen 
beriihrt, weil es sich hier nicht um eine systematische Uebersicht aller 
aus singuliren Tangenten gebildeten Configurationen handeln kaun. Im 
Folgenden werde ich die wichtigsten der oben aufgeworfenen Fragen 
beantworten und mich dabei zuniichst hauptsiichlich algebraischer Me- 
thoden bedienen. 

1) Die Tangenten «, und «,,. 

Die ersteren sind Riickkehrkanten der Complexkegel von C, Wende- 
kanten seiner Complexcurven. Da die Steiner-Cayley’sche Curve 
in einer Ebene 3(m — 3) (2 — 1) Inflexionen ete. hat, so findet man: 

Das Strahlensystem der «, ist von der Ordnung (n — 3) (n*® + 2), 


3 


der Classe 3(n — 3) (2n — 1). 
, om 1 2 
Das Strahlensystem der Tangenten €,, ist von der Ordnung - (n—3) 


(n—A4) (n*-+-n+2), der Classe - (mn —3) (n— 4) (n?-+5—2). 

Die Classenzahl der ¢, bestimmt man algebraisch wie folgt: Man 
hat auszudriicken, dass eine in der Ebene a, = 0 liegende «, die zu 
dieser Ebene gehérige Hesse’sche Curve beriihrt. Nun ist letztere 
gegeben durch: 

a 


V=— 


ax (), a, == VY 








a 


und die zu einem Punkte w derselben gehérige «, durch: 


hs aie 0, a=. 
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Soll diese die Fliiche V beriihren, so hat man diesen Gleichungen 


noch die folgenden 
b, = 0, a or y= 0 


hinzuzufiigen und erhilt so die Determinantenrelation : 
ar. @ay. 2F. £F 


O%, OX, OXs OM, 





wo} % ly a, a, | ®, 
b, b, b 6b, 
fi; fs fs 1 
aus welcher der Factor b, auszuscheiden ist. Mithin hat das System: 
Y=(Q, V=0, ag =0 
12(n — 1)? Lésungen, von denen zuniichst die des Systemes 
az=0, ,=0, Vx 
auszuscheiden sind. Ausserdem aber haben die Curven V=0O, ¥ =O 
in der Ebene a, = 0, wie sich zeigen lisst, in den n*—n-+ 1 zu 
dieser gehérigen singuliiren Punkten Doppelpunkte mit gemeinsamen 
Tangenten, woraus : j 
12(n — 1)? — 3(m — 1) — 6(n? — n+ 1) = 3B(n — 3) (2n — 1) 
sich wie oben ergiebt. 
2) Die Tangenten «,, deren Beriihrpunkte «, in einer Ebene 
ad, = liegen, bilden eine Regelfliche G, deren Gleichung sich er- 
geben muss, wenn man aus 


az =V, 


> Yi fi — 0, 


oF ; 
Zz YiYe fix — Q, 


Zz YiYeYifini = O 


die x eliminirt. Die Resultante muss den Factor a,° enthalten und 
wird daher vom Grade 2(m — 2) (3n-+ 1) in den y. Also: 

Die Regelfliiche der Tangenten «,, deren Beriihrpunkte «, in einer 
Ebene liegen, ist vom Grade 2(n — 2) (8n + 1). 

Diese Fliche schneidet die Ebene selbst in einer Curve 2(n — 2) 
(3n +1). Ordnung, welche aus 3(m — 3) (2n— 1) Geraden, den 
Tangenten «, in dieser Ebene, und der Durchschnittscurve von & mit 
derselben besteht. Also: Die Ordnung der Fliiche X ist gleich 
(llm — 13)*). 


*) Fiir » = 2 verliert die Zahl ihre Bedeutung. 
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3) Man kann die Gleichung von 2 vollstindig aufstellen, indem 
man sich der Methode bedient, welche Clebsch zur Ermittelung der 
Fliche angewandt hat, welche die Beriihrungspunkte der vierpunktigen 
Tangenten aus einer algebraischen Fiche ausschneidet. 

Man hat niamlich aus den Gleichungen: 


Ps Yi i= Q, 
> Yi Ye fix =0, 


\) . 

ae YY Yi fixi = Y, 

ty = 

die y zu eliminiren. Nimmt man statt dieser die gleichbedeutenden: 

7 Ok on 

Yi fi Q, 

7 . 
> YY (ix + fei) = VQ, 
(a,)> = (b,)> = > YiYayi( fini + fer + hrix) = 9, 


a a : ‘ i 
und verstebt nun unter (“), wie friiher, die mit den a, c¢ gerinderte 


Determinante A’, so kaun man das Eliminationsresultat zunichst in 
die Form bringen: 
a c 
le(i — (| 


>< [4 (c(%) —a()) —3(4) ((4) —2ae(%) + @ ())| =o. 
Auf Grund der weiteren Relationen: 


> \) . - 4 
a, a = Zz Yx Yi fect + frei + Sirk), 


Ay A, = : Yu (Litt + frei + fire), 
On? Aj = (m -= 1) (2 vt 2) lis 
Ax? Aj, A ad (n ta 2) (fix + fii) 


und der daraus folgenden: 


{a , 

a? (*) = — (n — 2) A’ecz, 
a ; 

a (“) = — 4(n 2) A, 


a(%) (4) = —@m—2)4 (4), 
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welche ganz mit den von Clebsch entwickeltén iibereinstimmen, er- 
halt man nun auch das Eliminationsresultat in der Form: 


(2) (a) (2) - 44 («) (a2) = 


Bezeichnet man die Coefficienten fix: + fix + frir durch ujx,, die 
ersten und zweiten Unterdeterminanten von A’ durch Aj,, Ajxim, 80 
kann man das erste Glied in: 

+ ’ 
9 = Ss Ann Ape Umar Up gs; 
das zweite in 


uw) , , 
~ = > AnaApere¥mpeMars 


verwandeln und erhilt so die explicite Darstellung: 


>) =0—40'o=0. 
Wie man sieht ist auch hier 0 von der Form: 
C7 
(<), 
falls man zur Abkiirzung a; = LA rntimny setzt. 

Aus der Form von 2 geht nun der weitere Satz hervor: 

Die Fliichen &’ und X beriihren sich in allen gemeinsamen Punkten, 
also in einer Curve 2(n — 1) (1lw — 13). Grades. 

Dies letztere Resultat liisst sich auch direct ableiten. Denn die 
Punkte der Brennfliiche sind definirt durch das Bestehen der vier 
linearen Gleichungen: 

D wllin+ fy —0 
und die Producte (y;y,) sind proportional den Aj,. Soll nun eine 
parabolische Haupttangente zugleich eine ¢, sein, so muss noch die 
weitere Bedingung: 


y , . ‘ ‘ . 7 
> YeYRyi fini pS Airyi fix -> Biy:i = 0 


erfiillt werden. Man hat also die Curve zu betrachten, welche simmt- 
lichen Determinanten der Matrix: 

Pir Pir Pis Pra By 

P21 Pr. P23 Pra By 

P31 P32 P33 Pss Bs 

Psi Par Pas Pas By 
gemeinsam ist. Nach bekannten Principien*) ist dieselbe aber von 
der Ordnung: 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, Geometrie d. R. 8. 590. 
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6(m — 1)? + 4(m — 1) (4n — 5) = 2(m — 1) (11m — 13) 


wie oben gefunden wurde. 


Und wenn man mit der Gleichung jener Curve noch die weitere 
5 
Bedingung: 


Y —_ > Yi YeYYmfixim > Miz Bimfixim == 0 


verbindet, so gewinnt man den Ausdruck dafiir, dass eine von einem 
Punkte der Brennfliche auslaufende ¢, zur «, wird. 

Nun hat die Flache 2 in den singuliren Punkten sechsfache Punkte, 
weil von jedem derselben sechs stationiire Haupttangenten nach ver- 
schiedenen Richtungen auslaufen. Sie hat ferner in den Knoten zweiter 
Art der Brennfliiche aus demselben Grunde dreifache Punkte. Mithin 
muss die Beriihrungscurve von A’ und Z in den n* — n? +n —1 
singuliren Punkten und den 10(m — 1)° Knoten zweiter Art selbst 
sechsfache und dreifache Punkte haben. Die Fliche Y von der Ord- 
nung 7%—9 hat dagegen in den Knoten zweiter Art, wo alle Aj, 
verschwinden, selbst Doppelpunkte; in den singuliiren Punkten, wo die 
Aix den x proportional werden, aber vierfache Punkte. Somit bleibt 
als Zahl der Punkte der Brennfliche, von denen Tangenten ¢, ausgehen: 


2(m — 1) (11m — 13) (Tn — 9) — 60(nm — 1)8 — 24(n§— n?-+ n— 1) 
= 10(m — 3) (nw — 1) (7m — 5). 


Fiir den Fall » = 4 erhilt man 30.23 Punkte. Aber jede Tan- 
gente ¢, muss dann die Brennfliiche in 6 Punkten beriihren. Mithin 
betriigt die Zahl der geradlinigen Haupttangentencurven fiir » = 4 
115; diese 115 Geraden liegen gleichzeitig auf der Fliche 31. Ordnung 
= und bilden das Analogon der 27 Geraden auf der Fiche dritter 
Ordnung. 

Die Curve K der Beriihrungspunkte «, der Tangenten «, liisst sich 
nun ebenfalls bestimmen. Zuniichst findet man: 

Die Curve K beriihrt die Brennfliche in allen mit ihr gemeinsamen 
Punkten. Denn K liegt auf 2 und muss deshalb die Brennfliche 
iiberall, wo sie dieselbe trifft, bertihren. Da nun K durch keinen der 
singuliren Punkte, sowie der Knoten zweiter Art hindurchgehen kann, 
so muss die soeben bestimmte Zahl gleich der Hilfte der Zahl der 
Schnittpunkte von K und A’ sein, d. h.: 

Die Ordnung der von den Beriihrpunkten «, der Tangenten «, ge- 
bildeten Curve ist 

é,b, = 5(m — 3) (Tn — 5). 


4) Die Regelfliche R der Tangenten <,. Um die Ordnung der- 
selben zu finden, hat man aus den Gleichungen: 
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a =O, By =0, > vfi=9, 
- 
yy fia =, vive yf =, 


> Yi UE Yi Ym fizim —_ 0, 


die y zu eliminiren. Setzt man die Werthe derselben aus den drei 
ersteren linearen Gleichungen in die drei letzten ein, so hat man drei 
Flichen V, F,G@ von der Ordnung 3n — 1, 4n — 2, 5n — 3, deren 
wesentliche Schnittpunkte die gesuchte Zahl ¢,g geben. Da nun y 
ein Punkt einer bestimmten Geraden (@f) ist, kann man auch setzen: 


Yi = % + AE: 


>) ‘ “ie 

A Le Pal, an @. 

Man erkennt so, dass V, F’', G die Polare von (@B) zur 2, 3 und vier- 

fachen Curve haben. Andererseits aber iiberzeugt man sich leicht, dass: 
Yi = 42, + Wit, + VB 


gesetzt werden kann. Denn wenn man: 


und erhilt 


—o OQ 
Ji Oy, 
setzt, wo: 
hi fe fs fs | 
ce @& & & | 
Q =| ly 


1B, B, Bs; By | 


ts es ec a 
so erkennt man durch Multiplication von Q mit der Determinante 
Ly Ly Ly H,| 


| 
| 
|@, @, Gg a 
| 


ib, b b by | ’ 
1, C2 Cg | 


dass 2 auch in der Gestalt «,A + 6,B-+ y2,C geschrieben werden 
kaun, womit die y die oben angegebene Form erhalten. Demgemiss 
ist weiter zu setzen: 


te >) wi fit Bs >) vifi=0. 


Tragt man nun die y; = x2; -+ &; in die Form: 


H=>' Yi, Yin» + + Yin Lixia..sip 


ein, so erhalt man wegen 








396 A. Voss, 


Sie-o 
. _« 7 
H=a,x-* > Si Ex fix + GQ, 4? 7> Ei Ex Es fins + > Ei, Ei, ee bi, Lixiy stp 


wo die a, a,... Zahlenfactoren sind. Der Factor x aber ist, wie aus 
dem obigen hervorgeht, die Determinante: 


: ie a. 2 
aah Lut Daf 
a ee, hi ~ 2 
ap use > 


C; Ot; 
Cj Vi 


Und fiir diejenigen Werthe von z, fiir welche: 


dSafi=0, Sth=0, Yaa =—0, S60, 
a 


— 
PX: = V0, > eibi — VQ, 
muss Offenbar die Beziehung statttinden: 
fi = a; + of;. 
Daher verschwindet x iiberall dann, wenn Yz;f; = 0, D§/; = 0, d. h. 
auf der Polare von (af). Mithin kann man fiir die drei Fliichen 


V= ii fiu — 0, 

, Ve Vee ee 

F= wo, dE: Ee fis + SE é, Sifici =U, 
— — 


és She 6 « ;™ » is ian a ae . 
G = x7, Pa Ei & fix + *B, bi 8 Es fins +t Es Ex Er Em Fine = VU 
— —_— —— ° 


auch die drei neuen Flichen 
Vi=V=0, 
F’ = F—xaV=0, 


Y” 


t = G— «B,(F — xaV)— x B,V =0 
setzen, welche nun sowohl («#) als seine Polare als 2,3, 4 fache 
Linien enthalten miissen. Nunmehr hat man die auf diese Curven 
entfallenden Schnittpunkte der 3 Flichen zu ermitteln. 
Dazu benutze man die von Herrn Nother gegebene Regel:*) 
Wenn drei Fliichen von den Ordnungen ,, »,, n,, welche zwei 
gemeinsame Curven C und C’ von den Ordnungen m und m’, dem 
Range ry und r’ besitzen, die sich in s Punkten begegnen, so ist die 
Zahl der den drei Flichen gemeinsamen nicht auf diesen Curven 
liegenden Punkte gleich: 


*) Néther, Sulle curve multiple di superficie algebriche, Ann, di mat. 
ser, Il, 5. p. 165. 








pe 
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n,n,n, —M, —M, + 4 
a a 7 _— = r 
M, = m [ty t, My + ty 4, My + 4%, ty My] — 2%, 2, 2, (m +3 ), 
cease eS hey aces r 
M, = mi [iy' tg my + byt) My $F 4%,’ M3] — 2%y dy ty (m + es 
MS [tfift, fiyift, + ifigt; — 4,45’) 
falls jene Curven auf den genannten Fliichen, je 7,, i, i33 4/, %, a3 ,- 
fache Curven sind und zwei der Zahlen 7 gleich oder grésser sind als 


die correspondirenden Zahlen 7’ sind. 
Man hat nun im vorliegenden Falle: 


, 


—— . nian d oak ? oe 92 
nm, =3n—1, 4—2=—%4, m=1, m—n’, 

¢ J ‘ = 7 . f 2 »2 
m =4n—2, i,—3=—%i,, r=0, r =—2n?(n—1), 


| 


nm, =5n— 3, 4, 


4=i,, s=n— 1 
also fiir die Zahl ¢,g: 
é,9=(3n— 1)(4n —2) (5n—3) 

—(n* + 1)[12(3n— 1) + 8(4n—2) + 6(5n —3) —48—48(n — 1)] 

= 10(n—4)(n?—1). 

In derselben Weise bestimmt man die Ordnung einer Covariante 
von 2, néimlich der Fliche X, welche von den einfachen Beriihrungs- 
punkten auf allen «, gebildet wird, oder die Zahl &,p?. Man hat niim- 
lich die Zahl der gemeinsamen Lésungen « der Gleichungen : 


ay=0, p, =0, Sui == 0, 
“y , We, ; 
> yiudin = 0, Syn Yi fix: = YU, 
a 


Sail = 0 


zu ermitteln. 
Man erhiilt: 


m=3n—1, 4 =—2, 4 —2, m—n?, m= 1, 
m,=4n—2, t,—3, it, =—3, r=2n?(n—1), vr’ =O, 
m=n? +1, ij=—n, 4 = 4, s=n—l, n>4, 


mithin: 


&p,? = (3n — 1) (4m —2)(n? + 1) 
—n*[(3n—1)3n+ (4n —2)2n-+-(n?+ 1)6 — 12 — 12n(n—1)] 
—[(3n—1)12+8(4n—2)+ 6(n?+ 1) — 48] 

+ (n — 1)(6n-+ 24) 
= (n— 4) (n? + n?+ 12m — 12). 
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Und setzt man weiter: 


a, = 0, B, = 0, > vifi =, 


> vivetix =, 
> ah == 0, > tite fir = 0, 


so erhiilt man die Zahl ¢,,b,? der Tangenten «,,, bei denen einer der 
Punkte «, auf einer gegebenen Geraden liegt, oder die Ordnung der 
von den Beriihrungspunkten der ¢,. gebildeten Fliiche 2 (Doppeltangen- 
tenfliche). Hier wird: 


n, = 3n—1, i, = 2, i, =2, m=? m=1, 
n, =n? + 1, t, = 0, i, =3, r=—2n?(n—1), r =O, 
nm, = n(n—1)+2, 12=—n—1, 1, —=3, s=—(n—1), n> 4, 


und man erhiilt: 

Ey9 b.*=(3n — 1)(n? + 1) (n?—n+2) 
—n*((3n — 1) n(n — 1)+2(nm— 1)(m?+ 1) + 2n(n?—n-+ 2) 

—4n(n — 1)—4n(n?— 1)] 
—[12(3n—1) + 6(n?+1) + 8(n?—n-+ 2) — 48} 
+ (n—2) [8 (n—1)+6n+ 2.12— 24] 
= (n — 1)(n—4)(3n+11). 
5) Zieht man von jedem Punkte P einer Geraden (@f) eine Tan- 


gente «,, welche in P einen Beriihrungspunkt p, hat, so hat man die 
Gleichungen : 


) ‘ 
aq=0, § =0, Dili = 0, 


DS vyfa = 0, Sali = 0, 


in denen x der Punkt «, ist. Aus diesen ergeben sich zwei Fliichen 
V und Ff” mit 2- und n-facher Polare von («f), sowie der 2- und 3- 


~ 


fachen Geraden («f). Ihre eigentliche Schnittceurve ist daher von der 
Ordnung: 
(3n— 1) (n?+1) — 6 — 2n3 = n® — vn’? + 3n — 7, 

da dieselbe 11m — 13 Punkte mit (@f) gemein hat, bleibt die Zahl 
£9, p, = n® — n? — 8n + 6 tibrig, welche die Ordnung der Curve der 
einfachen Beriihrpunkte auf den in einer Ebene liegenden «, angiebt. 

6) Eine willkiirliche Gerade wird von Tangenten «, getroffen, 
welche eine Regelfliiche H bilden. Dieselbe ist von der Ordnung 
(n—3) (6n? + 6 — 1) und die Punkte «, bilden auf ihr eine Curve 
von der Ordnung: 


lin — 13 + 3(n—3) (2n—1) = 2(n—2) (8n+1). 








www ~~ 
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Algebraisch ist dieselbe charakterisirt durch die Gleichungen: 


> viti =, > yista=0, DVR Vf =, 
a, = 0. By = 0 


aus denen man zwei Fliichen 3n — 1. und 4n — 2. Ordnung erhiilt, 

welche sowohl die Gerade («f) als ihre Polare zur zwei und drei- 

fachen Linie haben und deren weiterer Schnitt von der Ordnung 
(8n—1) (4n—2) — 6n? — 6 = 2(n—2) (8n+1) 


jene Curve darstellt. 


§ VIII. 


Anwendung des Correspondenzprincips zur Bestimmung der 
Tangentensingularitaten. 


Weitere Anzahlbestimmungen gewinnt man mit Hiilfe des Corre- 
spondenzprincipes. Ich benutze dasselbe zuniichst in der folgenden 
Form: 

Befinden sich auf einer Regelfliiche p. Ordnung zwei Curven M. 
und N. Ordnung, welche den Erzeugenden in je w und vy Punkten 
begegnen, so betriigt die Anzahl der beiden Curven gemeinsamen Punkte: 


Mv + Nu — vup. 
Kine Curve M. Ordnung, welche jeder Erzeugenden einer Regelfliiche 
g; J g e 
p. Ordnung in w Punkten begegnet, beriihrt dieselben in 


(u—1) [2M — pe] 
Punkten. 


1) Von simmtlichen Punkten einer Geraden g gehen je zwei Tan- 
genten «, aus, bei denen der Punkt «, auf g selbst liegt. Sie bilden 
eine Regelfliche 3 — 1. Ordnung, welche eine Doppeleurve von der 


Ordnung ; (n— 1) (8n—4) + » — 1 und eine Doppelgerade besitzt. 


Aus der hiermit gegebenen Classe 10(m—1) ihres ebenen Schnittes 
findet man die Zahl: 
~ 2[10 (n—2) — 3n+ 1] 
ihrer singuliiren Erzeugenden. Solche entstehen aber erstens in den 
Punkten, wo die Leitgerade g von der Brennfliiche getroffen wird. 
Nach Abzug derselben bleiben: 
10(n—1) —4 

iibrig, deren Zahl angiebt, wie oft die in den Ebenen durch g gelegten 
Hesse’ schen Curven des Systems mit g eine Beriihrung eingehen. Auf 
den Erzeugenden der Regelfliiche bilden die weiteren Punkte p, eine 
Curve der Ordnung 


M = lin — 13 + 3(n—1) (n—83). 
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Setzt man also p= 3n — 1, uw = n — 3, so findet man: 
£5 b,? == (nm — 4) [2(11m— 13) + 6(n — 1) (nm —3)—(n—3) Bn—1) 
=(n—1)(n—4)(3n+11), 

2) Bezeichnet man die Anzahl der Tangenten «,, in einer Ebene 
durch a, durch einen Punkt mit 8, so ist die Ordnung der Regel- 
fliche der eine Gerade schneidenden «,, gleich a+ 6 Die von den 
Punkten «, gebildete Curve auf den Erzeugenden ist von der Ordnung 

2a + «@,,b,?. 
Daraus gewinnt man die Zahl der Tangenten ¢,, welche eine Gerade 
schneiden: 
g&, = 10(n—4)(n*?—1), 
falls man 
=2a+6,b,2, w=2, p=a+t p= (n—3)(n—4)(n’?+3n) 
setzt. 

3) Auf jeder Erzeugenden der Regelfliiche H (§ VII, 6) liegen 
nm — 4 weitere Punkte, welche eine Curve von der Ordnung 
3(n—3) (2n—1) (n—4) + €yp,? 
bilden. 

Setzt man: 


M = 2(n—2)(3n+1), w=—1, 
N = 3(n—3) (n—4) (2Qn—1)+ &p,2, v =n — 4, 
p = (n—35) (v*?+6n—1), 

so hat man aus der Gleichung 


g&, = Mv + Nu — vup 
die Formel 


&,p,> = (n— 4) (n+ n?+ 12n—12). 
Und die Anzahl der Beriihrungen jener Curve mit den Erzeugenden 
liefert die Zahl ge,,, d. h. die Zahl der Tangenten «,,, welche eine 
Gerade schneiden , 
9&5. = (n—A) (nm —5) (n+ 11 n?+n—9). 

4) Die Zahl «,p,? erhilt man auch auf folgendem Wege. Man 
betrachte die Regelfliiche von Tangenten ¢,, welche einen weiteren 
Punkt p, auf einer Geraden g haben. Die Ordnung derselben ist 
nach § VII, 5 
p =n — n®? — 8n + 6+ (n+1) (n—2) —4 = (n—83S) (n?+3n); 
denn durch einen Punkt von g gehen (n— 2) (n+-1) — 4 Erzeugende, 
in einer Ebene durch g liegen n’—n?—8n+6. Auf den Erzeugen- 
den liegt die von weiteren Punkten p, gebildete Curve von der Ordnung: 

M = (n—4) (n'—n?—8n-+6) + «,,),?, uw =n — 4; 
die Ordnung der von den Punkten «, gebildeten Curve ist: 
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N = n® — n? — 8u+ 6+ lln— 13, v=1. 

Beide Curven treffen sich daher in 
&,p,° = (n— 4) (n+ n?+ 12 — 12) 

Punkten. Und die Curve M beriihrt die Erzeugenden in 

; (n— 4) (n—5) (m®+ 4n?+9n—10) = «,, p,? 
Punkten. 

5) Die Regelfliiche der Tangenten ¢,,, welche eine Gerade schnei- 

den, ist nach 2) von der Ordnung 


p = (n—3) (n—A4) (n?+3n). 
Und die Ordnung der Curve der Beriihrpunkte «, auf ihren Erzeugenden 
M = (n—3) (n—4) (n?+5n—2) + «,.b,2, uw = 2; 
ferner die Curve der weiteren Punkte p, auf denselben von der Ord- 
nung: 
N = . (n—3) (n —4) (n—5) (n?+5n—2) + &.p,2, v=n—5. 


Hieraus findet man 





9&5. = (n—A4) (nm 


5) (n?+ 11 ?-+-n — 9) 


wie in Nr. 3) und 


J 899 = ; (n — 4) (n — 5)(n — 6)[(n—3) (n? +5n —2) +-n?+4n? 
+9n—10—(n—3)(nF+3n)] 
= ; (n—4)(n —5) (n —6) (n' + 6n? +n—4). 


Dies ist die Ordnung der Regelfliche der dreifachen Haupttangenten 
des Systems. 

6) In einer Ebene giebt es n? — 1 Tangenten, welche zwei ihrer 
Punkte p,, p, auf zwei in dieser gegebenen Geraden haben. Dagegen 
ist die Zahl der Tangenten mit einfachen Beriihrpunkten auf 2 wind- 
schiefen Geraden gleich n?-+ 1. Von den Punkten einer Geraden g 
ziehe man nun Tangenten, welche auf dieser einen Punkt p, und in 
einer festen Ebene einen Punkt p, haben. Dieselben bilden eine Regel- 
fliiche mit m-facher Leitlinie g von der Ordnung n? + » — 1—p. 
Die von den weiteren Punkten auf ihren Erzeugenden gebildeten Curve 
ist von der Ordnung: 

(n?—1)(n—3) + llnw — 13 + 3(n—1)(n—3) =M. 
Daraus folgt: Es giebt 
Py?2 PoP, = (n —3)(n? +-3n—4) + (11m — 13) 
Tangenten, welche zwei Bertihrpunkte auf gegebenen Ebenen, einen 
dritten auf gegebener Geraden haben, und es giebt 
5); p.o = (n—A4) (n? +2? —5) 


XXIIT. 
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Haupttangenten, welche zwei einfache Beriihrpunkte auf einer gegebenen 
Ebene und einer gegebenen Geraden haben. 

In derselben Art erhilt man noch: 
3) + (n?+3n—4) + lin — 13, 
J EP, Po = (nm — 4)[2 (n? —1)(m —3) + 2p? Pop,—(m 3) (2n?—n—1)], 
9 &,b,p, = (n—3)(n?+5n—5) + ll 13, 
Jen, b, = (n—4)(n®+ 5n?— 9n-+ 5). 





IP; PoP, = (n®—1)(n 


In systematischer Weise wird die Ermittelung aller dieser und iihu- 
licher Zahlen bewerkstelligt durch den Caleul der abziihlenden Geometrie. 
Ich werde denselben auf die auch bei Herrn Schubert angefiihrte 
Tabelle der Symbole:*) 
1) @,9s, 2) &boge; 
3) Ege, 4) Gp, 5) &b,?; 
6) EoJe, 1) Coop, 8) fxb., 9) Ey db, e,; 
10) e,g, 11 &,5,; 
12) &o9, 13) &9b,, 14) &.b,; 
15) &509, 16) e005 
17) &, 18), &5, 19) & , 20) E550, 21) E000 
anwenden. 
Man hat zuniichst die Formeln: 
1) ag, —G + 2p,2y., 
2) &gb.Je = Pi PrGJe — G, 
3) & Je = — Sp,?ge— 3G + 3p, mg, 
1) Ep = G+ 3p,'*p,, 
5) &bs* = 2p? Py + Py? PoP; —- 2p,*p.* — 2p*ge + G, 
6) 2eoge = 4p, Pog. 3G — 49-p*, 
7) 2 Ex Jp = tpp," +G, 
8) &qgb,? = 2p,*p. + 2p," pp; — Pig — 3p," GP. + Dp," 9°, 
») Ey, b4€, = pp.” + 2p," Po Ps + Py PoPsP, — 29 [PsP\? + DP; Po P| 
+ # PPro, 
10) 6,9 = 9P) + 3p? P.g + 4D, P2Psg — FBP," + Ip, p,) 
+ 6,9° — 9, 
1) &y by = 3pPp. + 3p? PDs + PiPPsPs + 3Pi Pg — GFP, 
+ 3p,°9° — g|3P)* + 6py*p, + 3p, P2p5), 
12) &g = 2p,*prg + SOP, Pps — 1p, p,g’ + 6p, g* — gp,’ — g', 


*) Schubert, Caleul der abziihlenden Geometrie, Leipzig 1889, S. 232 u. ff. 
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13) Exob, = 2p,*p, + 4p,?p.p, — 6 gp.p,? — gp, —pPyP+2p,p, psp, 
— 5gP, Pops; + 49°p, Po + 29*p,’, 
14) 59, = py py” + 4p, Pops? + 3p, PoP3P, — SGM, p, — TOP, PoPs 
+9 Dp? + 59? pp. — 9D, 
15) 3B! geo. = SGP, PoP, — 12p,p.9° + Op, g® — g', 
16) 2e.9b, = 4p? Pop, + 4D, P2P3P, — 89P\P2P3 — 49D," P» 
+ 5gpyp. + 9d? — 9D, 
17) é, = 4p,"p. + Op? pop, + DD; PoP Dy 129p,*p. + Op,?g° 
— 16g9p, pop, + 189° p,p, — 89° p, + 9' — 49D,', 
18) Ey, = 2p,*P. + Op? pop, — Pig + 8p PopPsP, — IGP" P» 
— 229p,P.P; + 21p,p.g + 3p79° — 8p,9°+9'; 
19) Ex, = Py Po” + Sp, pops? + IP, PoPs Py — 8gp,* Pp. + 229° p, DY, 
+ 2p,?9° + gt — 8p,9° — 2490, Pods, 
20) 2&5) = 4p,*p.p, + 12p\p.p3P, — 49D,>P, — 289, PoPs 
+ 239° pp. — 89*p, + 9p? + 9", 
21) Ales. = 16p, p.p,p, — 3829p, Pop, + 24g? pyp. — 8g*p, + 9g". 
Diese Formeln gehen in die von Herrn Schubert gegebenen iiber, 
wenn die Symbole p,*p,, p,° ge gleich Null gesetzt werden. In den- 
selben kommen die Symbole: 
Py P2P3P4> Py? P2?, Py Po, Py P» Ps", 
IP\P2Ps> IP? Pr» 9P1*, 
IeP\P2, PP, PGIey WG"; 
PP\P2, 9', G 
vor, welche mit Hiilfe der Formeln: 
g' = 2G, gp = p*ge, py = 2G + 2p’, 
pg? = G + 2p? Ge, Py? Pod = Py Po? + Py? Ge = Py P2 + Py P2Ger 
9 P\P2 = P2Py> + Pi P2Je + G + p'Ge, 
IP? Pz = PoP + Py PGe; 
IP\ Po Ps = Po Ps Py" F Py D2 J 
auf die sechs Stammzahlen: 

Gy PyP2PsPyy Py Po» Py? P2Ps> Pr? Ger Py P2Ge 
zurtickgefiihrt werden. Die Werthe dieser letzteren sind aber mit 
Ausnahme der Zahl p,p,p,p, in den friiheren Untersuchungen (§ VII) 
direct gegeben, oder unmittelbar aus ihnen zu entnehmen. Man erhiilt: 

G = (n—1)(n—2)---(n—2), 
Pp? Je = (n—2) (n—3)--- (n—2), 


Py Pode = (n?—1) (n—3)- +--+ (m—2), 
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p> po = n(n—3) (n — 4) --- (n—4), 

P,*P. ps = {(n —3)(n?+3n—4) + I1n — 13} (n—4)---(n—i), 
Die Zahl p, p,p,p, berechnet man aus der algebraisch bestimmten 
Zahl ¢,b, (S. 394), mit Hiilfe der Gleichung Nr. 11: 

P; P2Ps Py = &b, — Ap? ge — 4G + Op, pg 
= (n-+1) (n—3) (2n?—2n—1). 

Es ist die Zahl der Tangenten, welche auf 4 gegebenen Ebenen je 
einen Beriithrungspunkt haben.*) Allgemein ist daher zu setzen: 

P; PoP3P, = (n+ 1) (n—3) (2n?—2n—1) (n—5)--- (n—2). 
Hiernach sind die obigen 21 Anzahlen, soweit sie noch nicht direct 
bestimmt waren, vollstindig bestimmt. So erhilt man z. B. fiir die 
Anzahl der Tangenten «,, d. h. der Riickkehrerzeugenden der Fliche R, 

é, = 5(n—5) (ATn?—44n+ 19). 


Auf demselben Wege gewinnt man aber alle anderen Zahlen, z. B.: 


E, DP," Pp. = 2p," PoP — YP, P2” = (n — 4) (n®?+4+2n?—5), 
9 &2.P\P2 = 29P,\P2Ps — F'PiP2) 
9 &y bap, = 29P,?P. — FP:Po, 
J Fo9b, = 2p" P39 + 2P,P2.P39 — 3p, P39 — pg? + 49° 
= (n—4) (n?+5n?— 9n-+5), 
&p,” = p,p.” + 3p, PoPs’ — 4p,°p., — 4p, poge + G + 2p’y. 
= (n—A4) (n®+-n?+ 12n — 12). 
Man kann die ermittelten Werthe durch andere Formeln des anzahl- 
geometrischen Calculs bestiitigen, Man findet a.a,O. S. 252 die Formeln 





1) € = 5p193,—10p,2, + 10p3 fir n= 5, 
2) ég = 4p.5, —6p2+ 69-p\. —8gep,>  n—4, 
3) Ed, = 33 + 3g-p,2 + G » w= 3, 
4) EJe = 3GeP\p — BGep,? » #=3, 
5) é9g, = 2g-p",+ G4 » w=, 
6) DP) PoP3P, = Sy + GeS, — geS,? + 2G » w= 4, 
1) 9P,\P2P; = 8," + ges, + 2G » n= 3, 
8) GpP\ Po = 8. + 98,2 + G » eam 2, 
9) JeP\ Pz = Je8, + G » N= 2, 
10) IsP; = 95,7 + G » w= | 


*) Fiir n= 4 hat man wieder die 115 ausgezeichneten Geraden des Systems. 
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* Nun ist in 1) 

Pj23, = O(n —3) (n—5) (TnN—5), 

Pi, = (n—A4) (wm --5) (11n—13), 


Pp = 2(n—3) (n—4) (n—5), 





also 
é = 5(n—5) (17n?—44n+ 19), 
in 2) 
P33 = (11m — 13) (n—4), p32 = 2(n—3) (n—4), 
JePin = 3(n— 1)(n—3)(n—A4); gep,? = (n—2)(n—3)(n — 4), 
also 
ég = 10(n? —1) (n—4), 
in 3) 
G = (n—1) (n—2) (n—3), gep,?(n—2) (n—3), 
P= 2(n—3) 
also 


EJ, = (n—3) (n?+2), us. w. 


Ferner bei 6) 


S) = Pjo31) So = OPyo, GePyo = 3(n—1)(n—3(n— 4), 
8, = 4p,*, gep,* = (n—2)(n—3)(n—4), 

also 

P\P2P3P, = (N+ 1)(n—3)(2n*—2n—1), 

bei 7) ; 
Ss; = p22, = l1n — 13, 8, = 3pjoy GePig = 3(NH—1)(n—3), 
G = (n—1)(n— 2)(n—3), 

also 


IP; Po Ps = (n —3) (2n?+3n— 5) + lln — 13 us. w. 


SP 


IX. 
Die Doppeleurve der Flache 2. 


Die beiden einem Punkte x zugehérigen Haupttangenten sind 
zugleich die Haupttangenten der Fliche 


=> «fi=0. 


Deher driickt das Verschwinden der Hesse’schen Determinante D 
von J’ aus, dass « ein parabolischer Punkt ist. Setzt man in dieser 
Determinante D an Stelle von x wieder z, so muss die Bedingung 
fiir zusammenfallende Haupttangenten, d. h. die Gleichung der Brenn- 
Ganz ebenso kanu man die Bedingung dafiir auf- 





fliche entstehen. 
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stellen, dass x ein Punkt der Curve vierpunktiger Beriihrung von ¥ 
ist; man erhilt dann die Gleichung der Fliche 2. 


In derselben Weise kann man einen anderen wichtigen Satz der 
allgemeinen Flichentheorie iibertragen. Die cubische Polarfliiche 


2 Um Ye Yi 2; fixim = ) 


wird nimlich von der Tangentialebene von F’ im Punkte « in einer 
Curve dritter Ordnung C mit Doppelpunkt geschnitten. Dabei gilt 

g PI : g 
der bekannte Satz: 


. . D ; , ran a 
Die Polare Sy, : =  ( schneidet die ‘Tangentialebene des 
ya Cx, 


Punktes « in einer Geraden, welche die drei Inflexionspunkte von C 
enthalt. Setzt man auch hier z=, und bezeichnet man die Ebene 
Ny = = als Polare der Brennfliche in Bezug auf den Punkt x, 
—_ Ox, 

falls man jeden in der Entwicklung auftretenden Differentialquotienten 
fixe + fei: durch den symmetrischen Werth fix; + fii: + frie ersetzt, 
so hat man: 

Die 3 Inflexionspunkte der Curve 5. Ordnung C, in welcher die dem 
Punkte x zugehirige cubische Polarfliiche Sy: yxy fixg = 0 von der zu- 
gehirigen Ebene des Systems geschnitten wird, liegen in der Geraden, 
in welcher seine Ebene die Polare des Punktes in Bezug auf die Brenn- 
flache trifft. Und ebenso findet man: Fiir jeden Punkt x der Brenn- 
fliiche A’ schneidet die Tangentenebene dieses Punkles sich mit der 
Polare der Brennfliiche in derjenigen Geraden, welche den Wendepunkt 
in der Curve 3. Ordnung Lyifi = 9, Ly yeyfixe =O mit ihrem in x 
liegenden Riickkehrpunkte verbindet, der Wendepunktslinie. 

Kin directer Beweis jener beiden Siitze, welche als speciellen Fall 
wieder das bekannte Theorem der Flichentheorie enthalten, scheint 
nicht iiberfliissig zu sein. Ich fiihre denselben durch Verlegung des 
fraglichen Punktes x in den Coordinatenanfang «7,0, 2,=0, x, =0. 

Die Ebene z, = 0 sei die zugehérige Tangentenebene, die in ihr 
liegenden Kanten des Coordinatentetraeders die Tangenten des Doppel- 
punktes der Curve C. Setzt man nun, wie in § I 


f= *%wA+2,B+2,C, 
fp =-—-%24%,A+a,D+ 2,E, 
if, =—2,B—2,D+2,F, 
fj=—21,C—2x,E—a2,F 


und bezeichnet die Differentialquotienten der A, DB, 


durch Indices, 
sO muss zuniichst sein: 


E,=0, E,=0, F,=0, F 


44 ’ 


hog + le =U, fy + fas =U, foe = [33 —_ fis =U. 


,=0, 


< 
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Nimmt man die Kante z, 0, «, =O zur Wendepunktsgeraden der 
Curve C, so miissen die weiteren Bedingungen: 
fia = 9, 
2 fos + fy22 = 2f300 + fogs — 2f 24 + fire — 2f 12 + hoa = 2f 31 + iss 
= 2fiy3 + fog = 9 
bestehen. Damit aber ergiebt sich als Gleichung der Polare der Brenn- 
fliche im Schnitte mit der Ebene y, = 0: 


Yoi(fs2 +hos) (fiae + hou thin) — (he+ fer) fost + hoes + fies) ) 
Ys (fos +2) (fias thas +14) ~ (fis +h) (Losi +fise+h 423) | 
+ Y; P= 0, 
wo P einen nicht verschwindenden Ausdruck bedeutet. Man zeigt nun 
leicht, dass die Coefficienten von y, und y, verschwinden. Denn fiir 
L, = % = £, = 0 hat man: 


foss + Lise + fore = 4s (Baa + I’), 

fire + fire + fous = %4 (Cr+ Fu), 

fsa + fisa + firs = 4% (Cg + Fn), 
fie + fo = 4 (4, +0C,) wy? (Ly, +), 
fos + foo = @, (4+ F,) = 2,7 (45,+ P24), 
fis + fa = 4% (2 +-¢, ay (F\,+C;,). 


Und ebenso mége, um den Beweis des zweiten Satzes zu fiihren, ein 
beliebiger Punkt der Brennfliche zum Coordinatenanfang x, = 2, = 7, =0 
gewihlt werden, und die Wendepunktslinie die Gleichung y,=0, y,; =U 
haben, die Riickkehrtangente der Curve C y,=0, y, =O sein. Ist 
endlich y, =O, y, =O die Wendetangente von C, so hat man zu 
setzen: 


hss = 9, fu = 9, frs + fre = 9, fa + fhe = 9%, for + hs = 9, 
fore = 9, fay = 9, 
2/223 + fs22 = 2/332 + fogs cis 2f 534 + fis3 = 2fiss + fois 
= 2fiy2 + fou = 2hows + fin = 9, 
fos + fsa + fi32 =U. 


Dann aber ergiebt sich fiir > Yi . , falls man y,=0 und v,=0,=7,=0 
setzt: 
(frat)? fee fss3¥s = 9; 
wie zu zeigen war. 
Die Fliche X hat nun zur Doppeleurve die Curve T derjenigen 


Punkte, von denen zwei Tangenten «, auslaufen. Besonders deutlich 
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sieht man das in dem Falle n = 3, wo & eine Regelfliiche 20. Ord- 
nung wird; die Curve T ist die Doppeleurve derselben. Fiir jene 
Curve T zerfallt nun die Curve dritter Ordnung C in die beiden 
Haupttangenten ¢, und eine Gerade. Zieht man nun zuniichst von 
einem willkiirlichen Punkte des Raumes x eine Gerade, welche die 
willkiirliche Gerade mit den Coordinaten Aa; + wb; und die dem Punkte 
x zugehérige Curve dritter Ordnung in einem Punkte A trifft, so hat 
letzterer die Coordinaten : 


& = da, + wb; + ox —h: + 02; 
und es ist: 


%, . 
(1) > &fi=9, 
(2) >, bi be bifies = 0. 


Soll nun A ein Inflexionspunkt der Curve dritter Ordnung sein, so 
muss die Gleichung: 


, 


2 % oA —y F : : , 
(9) > u bax, -> Yi Lin( fait + fixer + fix) = 9 
fiir y, = & bestehen. Setzt man die Werthe der & in die Gleichungen 


(1), (2), (3) ein, so ergiebt sich: 


(4) > hifi=0, 

™ .) . YY , . 

(5) za hihi hifixi + o(m— 2) > hihy (fier + fix) = 0 
+ oe . . : P , 

(6) > Aix hy ( fixe + [ein + fein) + 4o (% —2)A =0. 

Durch Elimination von @ erhilt man die Gleichung 


(7) abd’ = b, Sh‘ 4 


OX, 


wo @ ein numerischer Factor, 


. 7 . 7 
A,=> lilufix, 4, =>) hilnlufing 


zu setzen ist. ‘Trigt man endlich aus (1) das Verhiiltniss 


eln , sO 
stellt (7) ein Fliichensystem von der Ordnung 8x — 6 vor, welches 
aus 2 diejenigen Punkte ausschneidet, deren Verbindungslinie mit 


D 
einem Wendepunkt der diesem Punkte zugehérigen Curve 3. Ordnung 
eine willkiirliche Gerade schneidet. 
Nun erkennt man aber in derselben Weise, wie dies von Clebsch 
gezeigt ist: 


4 


Es giebt ein Flichensystem 8n — 6. Ordnung, welches durch die 
Doppelcurve von X hindurchgeht. 











Rationale Punkt-Ehenen-Systeme. 409 


Und der Schnitt dieses Systems mit der Fiiiche Y besteht aus der 
Doppeleurve T und den Punkten, deren Tangenten ¢, jene Gerade 
(ab) tretfen. Nimmt man an, dass jene Punkte dreifach zu zihlen 
sind, so erhiilt man, da die Curve der Punkte, auf der die Beriihr- 
punkte jener «, liegen, von der Ordnung 

lln — 13 + 3(m—8) (2n—1) 
ist, als Ordnung x der genannten Doppelcurve 


2a = (11ln—13) (8n—6) — 6(m --2) (8n+1), 
“2 = 5(Tn?—14n+9). 

Diese Curve hat in den singuliiren Punkten des Systems y fache, 
in den Knoten zweiter Art dreifache Punkte. Daher ist die Zab] ihrer 
in nicht singuliire Punkte entfallenden Schnittpunkte mit der Brenn- 
fliiche : 

20n[7n?— 1l4n +9] (n— 1) — 30(n3 —n?+-n—1) — 60(n—1)3 
= 10(n —1)[5n? — 16n-+ 9]. 

Dies ist die Zahl der Punkte auf der Brennfliche, von denen zusammen- 
fallende Haupttangenten auslaufen, welche beide als &, zu betrachten 
sind. Diese Punkte haben eine besondere Bedeutung, sie sind offenbar 
soleche Punkte der Doppeleurve T, welche Theile derselben mit reellen 
Minteln der Fliiche Y von solehen mit imaginiiren scheiden; d. h. sie 
sind Pinch-Punkte der Fliiche &. 

Fiir 1 = 3 muss also die Regelfliiche N = 20, Ordnung 120 singu- 
lire Erzeugende 6 haben. Da ihre Doppeleurve 150. Ordnung ist, 
hat man als Classe & ihres ebenen Schnittes 80. Und hieraus ergiebt 
sich mit Hiilfe der Formel 


6 =2(k — N) 
ebenfalls 6 = 120 als Zahl der singuliiren Erzeugenden. Endlich be- 


merke man noch: 

Die Curve K der Beriihrpunkte «, begegnet der Doppelcurve T in 
5 (n — 3) (Tn — 5) (8% —6) — 10(m —4)(n?—1) Punkten. 

Ich will schliesslich noch zeigen, wie man durch eine geometrische 
Betrachtung die Ordnung von T bestimmen kann. Zur Abkiirzung 
sollen die Bezeichnungen: 





p = 3(n—1)(n—83), 
q= l1ln — 18, 

r=n'> — n*?— 8n+ 6, 
s = 3(n—3) (2n—1), 


t= 5(n—3) (Tn 





5), 


eingefiihrt werden. Nach § VIII, 4 giebt es auf einer Geraden (p+r) 
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Punkte, deren Haupttangenten in Punkten einer willkiirlichen Ebene 
einen Punkt p, haben. Daraus folgt: Die Kegelfliiche der Tangenten 
é,p,b,, welche ihren Punkt «, in einer willkiirlichen Ebene Z,, den 
Punkt p, in einer zweiten Ebene EF, haben, ist von der Ordnung 
p+q+r; sie durchschneidet die Ebene EF, in einer eigentlichen 
Curve C, der Ordnung p+ r, die Ebene FE, in einer Curve C, von 
der Ordnung g-+ r. Beide Curven schneiden sich auf der Sehnitt- 
linie von E,, E, in q der Fliche & angehdrigen Punkten. Mithin 
schneidet die Curve C, die Fliiche 2 in: 

(q—1+p)q@ 
weiteren Punkten, welche in 2 Gruppen P und Q zerfallen. In den 
Punkten P stiitzt sich die Gerade, welche in FE, einen Punkt p, hat, 
mit einem Punkte «, auf /,; in den Punkten @Q ist der letztere Stiitz- 
punkt nur vom Charakter «,, wiihrend die andere von demselben aus- 
gehende Haupttangente stationiir ist. 

Nun lasst sich aber die Anzahl der Punkte P leicht bestimmen. 
Denn dieCurve der einfachen Beriihrpunkte, welche auf allen stationiren 
Haupttangenten liegen, die von einem beliebigen ebenen Schnitt S 
von 2 auslaufen, ist von der Ordnung 

t+ (n—4)s; 


mithin ist die Anzahl der Punkte Q 


Y= (¢q—1+ p)¢ — (t+(n—4)s]}. 

Nunmehr denke man sich die Regelfliche der Tangenten «,, welche 
von den Punkten der Curve S auslaufen, construirt und betrachte die 
auf den Erzeugenden derselben liegende Curve von weiteren Punkten p,. 
Die Ordnung derselben ist Q. Diese Curve begegnet nun der Ebene 
von S: 

erstens in den Punkten, von denen zwei stationiire Tangenten 
auslaufen, d. h. den Punkten der Doppelcurve von 2; 

zweitens in den Punkten, welche sich auf den in der Ebene von 
S liegenden Haupttangenten befinden, ihre Anzahl ist 


[3(n— 1) q—s](n—3); 


endlich in den Punkten von S, welche zugleich auf der Brenn- 
fliche liegen. Ihre Anzahl ist 2g(n—1), weil die Curve S in allen 
Punkten die Fliiche A’ beriihrt, wo sie dieselbe trifft. Man hat also 


fiir die Anzahl der ersten Kategorie von Punkten: 


Q@ — [3(n—1)q — s| (n — 3) — 2(n—1)g 
= 10(7n*?— 14n-+9). 


Wie es sein muss, ist dies in der That die doppelte Ordnungszahl der 
Doppeleurve T. 
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Mit der Fliiche 2 stehen die beiden anderen Covarianten X und 
Qin mehrfachem Zusammenhange, Offenbar beriihren sich 2 und X 
nach der Curve der Punkte ¢,; die Tangenten ¢, sind zugleich Tan- 
genten von &.*) Durch dieselbe Curve muss auch die Fliche Q hin- 
durchgehen. Die Doppeleurve von Q ist der Ort der Punkte, von 
denen zwei Haupttangenten ausgehen, welche anderswo wieder Haupt- 
tangenten sind; ebenso hat auch X eine Doppelcurve, sie ist der Ort 
der Punkte, von denen zwei einfache Tangenten ausgehen, die ander- 
wirts einen Punkt ¢, haben. Die Ordnungen beider Curven lassen 
sich in iihnlicher Weise wie die von T bestimmen. 


Dresden im September 1883. 


*) Auch die Tangenten ¢,, welche zu Punkten der Beriihrungscurven von 
A’ und & gehéren, sind Tangenten von &. 











Erweiterung eines bekannten Satzes auf Formen von beliebig 


vielen Verinderlichen. 
Von 


J. Rosanes in Breslau. 


Sind f(z, x), p(x, «) zwei quadratische terniire Formen in den 
ebenen trimetrischen Coordinaten z,, x,, 2, so dass die Gleichungen 
f(x, 2) = 0, p(x, x) =O zwei Curven 2'* Ordnung darstellen, dann 
Jassen sich, so lange die Coefficienten jener Formen vollig unbeschriinkt 
sind, auf der ersten der beiden Curven drei verschiedene Punkte nicht 
auffinden, welche zu je zweien ein conjugirtes Paar der zweiten bilden. 
Vielmehr ist hierzu, wie Hesse gezeigt hat, das Verschwinden einer 
Invariante nothwendig und auch hinreichend, welche in den Coef- 
ficienten der Form f(x, 2) vom ersten, in denen der Form g(x, <) 
vom zweiten Grade ist. 

Bezeichnet man mit g(x,y) die mit Hilfe der Gréssen y, y, y, 
polarisirte Form g(x, x), so liisst sich jene Behauptung in die Form 
kleiden : 

Damit die drei Zahlensysteme (x, 2%), (Y; Yo Ys), (4; 2 23) sich 
so bestimmen lassen, dass die sechs Gleichungen erfiillt werden: 

[(@%,2)=9, fy, y)=0, f(4, 2)=9, 

p(y, 2)=0, gl(4,7)=—90, (r,y)=—29, 
ist das Verschwinden einer Invariante nothwendig und hinreichend, 
welche durch J(/, pm) bezeichnet werden mége, derart dass, wenn bei 
symbolischer Darstellung fiir die Form f(z, 2) die Symbole a, fiir 
(xz, x) die gleichwerthigen Symbole b, b’ eingefiihrt werden , 


J(f, p) = (abb’y 


ist 


(wo (abb’) =» + a, b, b,’)- 
er analoge Satz gilt bekanntlich auch fiir die Flachen der zweiten 
Der loge Satz gilt bekanntlicl h fiir die Flick ] t 
Ordnung; es soll im folgenden der Nachweis gefiihrt werden, dass er 
fiir beliebig viele Variable seine Geltung behiilt. 
f=] 5 
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Es mégen jetzt f(a, x), p(x, x) zwei quadratische Formen der 
nm-+ 1 Variablen x, 2... 2,4, bedeuten, und zur Vereinfachung des 
Ausdrucks (in Anlehnung an die Sprache der Geometrie) y ,,ein Punkt“ 
der Form f(x, 2) heissen, sobald die Gleichung f(y, y) = 0 er- 
fiillt ist, ebenso (y, 2) ,,ein Paar conjugirter Punkte‘* der Form (a, z), 
sobald die Polarform g(y, 2) verschwindet. Es seien 

ound 0, 3, o",..., em 
Symbole der Formen f(x, x), resp. g(z, x), so dass man die symbo- 
lischen Gleichungen setzen darf: 
f (a, 2) _ a’ (x) , 
p(x, 2) = b2(x) = 0"? (x) = + + « == HD? (x) 


unter Benutzung der Abkiirzung 


w(x) fiir wa, Uy %y fess + Unpitnjs , 


und es werde die Invariante 





J(f, p) = {E+ a,b,” .. OL}? = (ad'd" .. . by? 


als ,,Harmonische Invariante“ der Formen /, m bezeichnet, dann gilt 
der Satz: 


»Das Verschwinden der harmonischen Invariante zweier quadra- 


tischer Formen f(z, 2), p(#,#) der Variablen 2, 2... %n41 ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass sich ein System 


n(n — 


(und zugleich eine )) - fache Mannichfaltigkeit von solchen ) von 


nm-+ 1 Punkten auf der ersten Form angeben lisst, welche zu je 
zweien ein conjugirtes Paar der zweiten bilden.“ 

Nennt man auf Grund der letztgenannten Kigenschaft die Form 
{ (x, 2) der Form g(a, x) ,harmonisch umschrieben“, so kann der zu 
erweisende Satz, wenn der in friiheren Arbeiten angewandte Ausdruck 
,conjugirte Formen* benutzt und ® die Adjuncte der Form m genannt 
wird, kiirzer so gefasst werden: 

»lst die Form f der Form ® conjugirt, so ist sie der Form 
harmonisch umschrieben, und umgekehrt.“ 

Der Beweis des ersten Theiles soll hier in der Weise gefiihrt wer- 
den, dass der Satz, fiir » als richtig vorausgesetzt, auch fiir » + 1 
als bestehend bewiesen wird. 

Unterwirft man die ~-+1 Variablen x, 2... 4, der Beschrinkung 
der linearen Gleichung 

Uy Ly Uy Ly fees b Ung Capi = O 
zu geniigen, so gehen dadurch die Formen f(2, 2), g(a, x) in solche 
von » Variablen tiber, welche durch 
f (4, #), gp (x, x) 


u(x)=—0 u(x)—0 
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bezeichnet werden und die ,,reducirten Formen“ heissen mégen. Damit 
die erstere der zweiten harmonisch umschrieben sei, ist, da der Satz 
fiir » Variablen als bestehend angenommen wird, hinreichend, dass 
deren harmonische Invariante verschwindet, d. h. zufolge eines Satzes 
von Clebsch, dass 

© = (uab’b”...be-»)? = 0 


sei. Werden daher die Gréssen u; so gewihlt, dass diese Gleichung 
erfillt ist, dann giebt es n Punkte x 2”... auf der Form f, welche 
paarweise zu @m conjugirt sind und zugleich siimmtlich der Gleichung 
u(x) =O geniigen. Nun besteht allgemein die Identitat: 
a(x). (b bb”... b+) 
= b'(x)(ab’b” ... b@+») — OW’ (xz\(ab'd” .. . bet») 
ee ee eee we 
durch deren Quadrirung und Zusammenfassung sich ergiebt: 
at(x) (0 b" DD” ... b+)? 
= nb’?(x)(ab’b” ... b@r)y 
— n(n — 1) B(x) b’ (a) (ab” 2. . OF) (ad... b@ FY) 
d. h. 
n(n—1) 0b’ (x) b" (a) (a bb”... be) (ad b” 2. Oe 1)) 


= N.Y(X, 2) (ab’b” ... b@t»y — f (4, x“) (b'b” 2  O@tD)?, 


Beachtet man nun, dass auf der linken Seite die Ausdriicke 0’ (a).b/, 
b”(#).b;" gleich der halben partiellen Ableitung von g(a, x) in Bezug 
auf 2; sind, und bezeichnet diese durch g;(x), so kann man die obige 
Identitiit schreiben: 

(1) n(n—1)(uadb” ... b+)? = n. —(a, x) J (f, ») — f(a, ~). A(f)*), 


\ 


worin «; durch g;(x) zu ersetzen ist, und A(/) die Discriminante der 
Form mit 1.2... multiplicirt bedeutet. 

Es werde nun angenommen, dass die harmonische Invariante 
J(f, p) der Formen f(x, x), p(x, 7) gleich Null ist. Vermége der 
Identitit (1) folgt alsdann, dass fiir jeden Punkt x der Form /(z2, 2) 
auch die Gleichung 

(wab” ...b@+))? —0 
uz = 9; @) 

*) Diese Identitit findet sich fiir 3 Variable in einer iiltern Arbeit ,, Ueber 
Systeme von Kegelschnitten‘t (Math. Ann. Bd. VI, pag. 270) und ist daselbst auch 
zu meinem Beweise desselben Satzes fiir 3 Variable benutzt worden (vgl. Clelsch’s 
Vorles., herausgeg. v. Lindemann, pag, 295). In Riicksicht auf die nachfolgende 
Arbeit meines Freundes Pasch bemerke ich bei dieser Gelegenheit, 


dass 
jene Identitit, sowie deren Verwendung zu dem gleichen Zweck (auf etwas an- 
derem Wege) bereits vor der Abfassung meiner damaligen Arbeit von Pasch 
hergestellt worden war. 
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statt hat. Wir kénnen daher den Inhalt der Gleichung (1) dahin 
deuten : Ist die harmonische Invariante J(/,@) =—0, so ist fiir jeden Punkt 
xz der Form f(a, #) die harmonische Invariante der beiden reducirten 
Formen 
(2) f(y.y)=9, 9y,y)=9 

9 (x,y) =0 yp (x,y)=0 
ebenfalls gleich Null. Nun kann man aber alsdann gemiiss unserer 
Voraussetzung auf der ersten der beiden Formen (2) » verschiedene 
Punkte a’, x”, ..., a auffinden, welche paarweise der zweiten con- 
jugirt sind; da vermége. der Gleichung g(x, y) =O jeder dieser n 
Punkte zu «# in Bezug auf die Form (y, y) conjugirt ist, so bilden 
die » + 1 Punkte 
Bn ceg 
ein System von »-+-1 Punkten der Form f(z, «), welche zu je zweien 
der Form g(a, ) conjugirt sind. 

Da fiir n =2 die Richtigkeit des Satzes aus der Theorie der 
biniren Formen bekannt ist, so ist allgemein der Satz bewiesen: 

» Verschwindet die harmonische Invariante zweier quadratischer 
F’ormen f(a, «), p(x, x) von n+ 1 Variablen, so kann man auf der 
ersteren n+ 1 verschiedene Punkte auffinden, welche zu je zweien 
der zweiten Form conjugirt sind.“ 

Der Gang des Beweises liisst erkennen, dass der erste Punkt 2 
auf f(«, x) beliebig gewihlt werden kann; ist dies geschehen, so ist 
der zweite Punkt a durch die zwei Gleichungen f(a’, «’)=0, (a,2’) =0 
beschriinkt; ist 2 dementsprechend gewiihlt, so ist «” durch drei lineare 
Gleichungen beschriinkt u. s. f. 

n\n — 


Es giebt somit eine 5 FB fache Mannigfaltigkeit der gesuchten 


Systeme von n + 1 Punkten. 

Dass das Verschwinden der harmonischen Invariante fiir die Her- 
stellung solcher Systeme auch nothwendig ist, ist leicht einzusehen. 

Durch einfache der geometrischen Auffassungsweise nachgebildete 
Betrachtungen ergiebt sich auch der Satz: 

» Verschwindet die Invariante J(/, m) der quadratischen Formen 
{, p der n+1 Variablen 2, x, ...%,41 und weiss man, dass n+-1 Punkte 
x“, u,v’, ..., a" der Form f(x, a) die Kigenschaft haben, dass ihre 
simmtlichen Combinationen zu je zweien mit Ausnahme der einen 
Combination (7, «™) conjugirte Paare der Form g(w, x) ergeben, so 
bilden auch die Punkte (#, 7) ein conjugirtes Paar von g(x, 2).“ 


Breslau, im Juli 1883. 








Bemerkung zur Theorie der Flachen zweiter Ordnung. 


Von 


J. Rosanes in Breslau. 


“Die in der vorstehenden Note enthaltene Erweiterung eines geo- 
metrischen Satzes auf Formen von beliebig vielen Variablen findet fiir 
gewisse specielle Formen von sechs Veriinderlichen eine einfache 
geometrische Interpretation. 

Es sei 

H(2#, x) = > Ay Ly XL} (%, A= 1,2,3, 4) 
#4 
eine quadratische quaternire Form der allgemeinen Tetraedercoordi- 
naten 2, “,%%,, so dass H(x, x) = 0 die Gleichung einer allgemeinen 
Fliche 2 Ordnung darstellt. 

Zwei Geraden heissen einer Fliche 2‘ Ordnung conjugirt, sobald 
jede von ihnen die reciproke Polare der andern trifft, und man kann 
Systeme von Geraden in Betrachtung ziehen, welche zu je zweien einer 
und derselben Fliche conjugirt sind.*) Wir wollen ein solches System 
ein ,,conjugirtes“ nennen. Die héchste Zahl der Geraden, aus denen 
ein conjugirtes System bestehen kann, ist offenbar gleich sechs. Be- 
zeichnet man allgemein durch g,g,...g, die Pliicker’schen Coordi- 
naten einer Geraden g, so dass dieselben der Gleichung geniigen 

19> 9) = NI F 929s + IsIe=%; 
dann stellt sich die Beziehung des Conjugirtseins zweier Geraden g, g’ 
in Bezug auf die Fliche H algebraisch durch die symmetrische bilineare 
Gleichung dar 


% , € | md *\ 
> Cr,e9r Ge = O, (r,s==1,2,3,4,5,6). 
r,s 


Hierin bedeuten ¢,,, die aus der Determinante der Form A(z, ) ge- 
bildeten Minoren zweiten Grades. Die Indices r, s geben die Combi- 
ration der Horizontal- resp. Verticalreihen an, mit deren Hilfe c,, herzu- 


*) Vgl. Schur, Ueber die durch collineare Grundgebilde erzeugten Curvenu.s. f. 
(Math. Ann. Bd. XVIII, pag. 1 ff.) 
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stellen ist, in derselben Weise, wie sie das Gesetz der Bildung von 
Jr, Js aus den Coordinaten der Punkte dieser Geraden bestimmen. 
Versteht man unter G, G,...G, willkiirliche Veriinderliche und 
nennt, wie in vorstehender Note, jedes Werthsystem derselben ,, Punkt“ 
(des fiinf-dimensionalen Raumes) und spricht auch von der ,, Fldche“ 
{(G, G@), als der Gesammtheit der Punkte G, welche f(G, G) annulliren, 
so kénnen wir, ein conjugirtes Geradenpaar der Fliiche H als ein Paar 
von ,,Punkten“ der ,,Fliiche“ ((G, G) ansehen, welche der ,, Fliiche “ 


9G, @) = Sn, Gr G, = 0 
conjugirt sind, 

Ein conjugirtes System von sechs Geraden der Fliiche H kann 
somit nur existiren, sobald /(G, G) der Form o(G, G) harmonisch um- 
schrieben ist (vgl. vorst. Note), d. h. wenn die harmonische Invariante 
J(f, p) verschwindet. Nun hat bekanntlich die Form g (G, G) die 
Kigenschaft, bis auf einen constanten Factor mit ihrer Adjuncten 
iibereinzustimmen, folglich ist J(f, gm) bis auf jenen Factor identisch 
mit dem Ausdruck 

C14 HP Ca, HP gg. 
Da dieser jeder Zeit verschwindet, so ist die Form {/(G, G) stets der 
Form o(G, G) harmonisch umschrieben, d. h. 

,,@8 existiren Systeme von sechs conjugirten Geraden der allge- 
meinen Fliiche H, und zwar in zehnfacher Mannigfaltigkeit.“ 

Die am Schlusse der vorstehenden Note ausgesprochene Bemerkung 
bedeutet in dem vorliegenden Beispiele: 

,, Weiss man, dass sechs Geraden, auf vierzehn verschiedene Arten 
zu zweien combinirt, immer ein conjugirtes Paar einer Fliiche zweiter 
Ordnung ergeben, so stellt die 15'° Combination ebenfalls ein con- 
jugirtes Geradenpaar dar.“ 

Werden die Variablen G, G,...G, nicht blos der quadratischen 
Gleichung f(G, G) = 0, sondern auch noch einer, zwei, drei linearen 
Gleichungen unterworfen, so stellen dieselben ,,Punkte“ einer ,,Flache“ 
zweiter Ordnung in einem Raume von resp. vier, drei, zwei Dimen- 
sionen dar. 

Die auf diese Weise aus /(G, G), o(G, G) hervorgehenden 
,reducirten“ Formen oder ,,F lichen“ haben aber im Allgemeinen 
nicht mehr eine verschwindende harmonische Invariante, es bleibt so- 
mit noch eine Bedingung zu erfiillen, damit die erste ,,lliiche“ der 
zweiten harmonisch umschrieben wird. 

Unter Beriicksichtigung der geometrischen Interpretation der Ver- 
inderlichen G; lisst sich das Gesagte fiir den Fall einer hinzugefiigten 
linearen Gleichung so aussprechen: 

» Unter den Geraden eines linearen Complexes kann man im Bezug 
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auf eine Fliche zweiter Ordnung im Allgemeinen ein conjugirtes System 
von fiinf Geraden nicht angeben. Es ist hierzu das Verschwinden einer 
Invariante nothwendig und hinreichend. Tritt dies ein, so giebt es 
eine sechsiache Mannigfaltigkeit von Systemen.“ 

Fiir den Fall zweier linearer Gleichungen ergiebt sich, 

, dass unter simmtlichen Geraden, welche zwei feste Geraden g, 
treffen, sich im Allgemeinen nicht vier angeben lassen, welche in 
Bezug auf eine gegebene F liche zweiter Ordnung ein conjugirtes System 
bilden.“ 

Die Bedingung, welche in diesem Falle zu erfiillen ist, nimmt 
aber eine geometrisch und analytisch gleich einfache Gestalt an. Denn 
* gesetzt, es seien g’, 9”, g'”,g" ein conjugirtes System von vier Graden, 
welches g, gy zu gemeinsamen Secanten hat. Construirt man die 
reciproken Polaren g, g° von g, gy’, so ist jede von ihnen mit simmt- 
lichen vier Graden g’...g" conjugirt. Es bilden somit die sechs 
Geraden ggg’ ...g" ein System, dessen siimmtliche Combinationen 
zu je zwei ein conjugirtes Paar bilden, mit Ausnahme der Combination 
(g, 9). In Folge des oben angegebenen Satzes miissen auch g, g’ 
einander conjugirt sein. Da aus diesem Grunde auch g, g’ ein con- 
jugirtes Paar bilden, so kann man den Satz aussprechen: 

» sind g, y ein conjugirtes Gradenpaar einer Flache 2‘ Ordnung, 
so giebt es unter ihren gemeinschaftlichen Secanten conjugirte Systeme 
von vier Graden (derselben Fliche 2’ Ordnung), und zwar in drei- 
facher Mannigfaltigkeit, und umgekehrt.“ 

In anderer Form heisst dies: 

» Dilden die vier Geraden g”, g”’, g'", g" ein conjugirtes System einer 
Fliche zweiter Ordnung, so sind auch ihre zwei gemeinschaftlichen 
Secanten eimanier conjugurt.“ 

Liegen drei lineare Gleichungen zwischen den Variablen G,...G, 
vor, so sind die entsprechenden Geraden als Generatrices einer Fliche 
2‘ Ordnung charakterisirt und die Aufgabe*), auf einer Fliche 2' 
Ordnung drei Generatrices zu finden, welche ein conjugirtes System 
einer andern gegebenen Flache bilden, ist analytisch mit der identisch, 
auf einem Kegelschnitt drei Punkte zu finden, welche ein Tripel con- 
jugirter Punkte eines andern Kegelschnittes bilden. 


Breslau, im Juli 1883. 


*) Vgl. Schur, Math. Ann. Bd. XVIII, pag. 9ff. 














Zur Theorie der Collineation und der Reciprocitit. 
Von 


M. Pascu in Giessen. 


Zweck der nachfolgenden Blatter ist die Erérterung einiger Er- 
scheinungen, welche sich auf Collineation und Reciprocitiit in der 
Ebene beziehen. Sofern es sich dabei um Verallgemeinerung von Dingen 
handelt, welche in dem Gebiete von einer Dimension auftreten, schien 
es zweckmissig, die analogen Betrachtungen tiber projective Punkt- 
reihen vorauszuschicken. 


I. Projective Punktreihen. 


1. Wenn der Punkt aw einer Geraden, auf welcher homogene 
Doppelverhiltnisscoordinaten (lineare Coordinaten) eingefiihrt sind, die 
Coordinaten x, |, besitzt, so wird derselbe durch eine lineare Gleichung 
bestimmt, deren Coefficienten sich wie «,:— a, verhalten und die 
Coefficienten des Punktes x genannt werden kénnen. Sind 2,|x, 
und y,|y_ die Coordinaten, &,||§, und 9, ||y, die Coefficienten zweier 
Punkte « und y der Geraden, so kann man annehmen: 


(1) b= 4, & = — XH, HY R= — MH 
und erhalt dann: 
(ay) = (&y) = ne = — &y, 
wo, wie tiblich, (xy) = 2,4, — 4.Y;, Yo = 2X, + Moy U.S. W. 


Wir betrachten nun die bilineare Form 
FLY) yy % YH yn 2 Yo A gy Ho Yq HF Ay Lp Yg = Ai Li Ya 
und fiihren zur Abkiirzung folgende Bezeichnungen ein: 


Airy; + Qi2Y. =fily), G1n%, + Aen%, = f(2)e, 


yy Ban, Byq  — Byyy My = — Ayan oq ™™ A) 
B= Gy yy — Ay Qyy = yy Hy — Mp9 yyy 
9 (Ey) = Lanéine = 44,69. — Ayo 8, — Go, & 2 + Gon Es 1 
10 mm | 
still | 1 yy Mp |; 
| So Gay Aye 





28* 
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welche die Identititen 


(2) Denfily) oe = Ay, DS aeHif (Xe) = Ane, 
(3) LDeanfi(x)fe(y) = Af(ry), Lainfily)f(w)e = Af(xy) 


und unter der Annahme (1) noch die Identitiit 
f(xy) = (én) 
nach sich ziehen. Ausser A ist noch die Grésse 
t= Myy — gy = Oy — Oy 
eine Invariante der Form f(y); sie liefert die Formeln 
(4) {(@y) —f(yx) = t(xy), (En) — p(n&) = 2(Ey). 
Die Invariante 
by = VAM; = 20444, — a2 — a? 
liisst sich auf i und A zuriickfiihren, indem 
e+ i, =2A. 
2. Durch die Gleichung 
0 = f(xy) = HAY) + hY) = HI) + f(s 
wird auf der Geraden eine projective Beziehung hergestellt, vermége 
deren dem Punkte der Coordinaten «,|z, der Punkt der Coefficienten 
/(x),\\f(@)., dem Punkte der Coefficienten /,(y)||/.(y) der Punkt der 
Coordinaten y,\y, entspricht. Sind &,|/§, und 9, |\y, die Coefficienten 
der Punkte x und y, so ist die obige Gleichung mit der Gleichung 
0 = @(&m) identisch. 

Der Uebergang vom Punkte x zu dem entsprechenden kann auch 

als lineare Transformation mittels der Formeln 

Ly = — [(@)g = — AyQ%y — Mq9%y, Hy = F(X), = AX + Ay, 2 
aufgefasst werden. Wenn nun die zweimalige Anwendung dieser Trans- 
formation den Punkt 2,|z, in den Punkt y,|y, = 9, || 4, iiberfiihrt, so 
wird der letztere durch eine Gleichung /,(xy) = 0 definirt, wo 

fh (vy) = Lauf (x)im = Daienif(@)e + t(F(@)1 92 — /()21) 

= Anz — iXyif(x)i = (wy) — t/ (vy). 

Ist hingegen dreimalige Anwendung jener Transformation erfor- 
derlich, um von x zu y zu gelangen, so sind « und y durch eine 
Gleichung /,(zy) = 0 verbunden, wo 

/a(wy) = B(—S(@at, — Ls) — 6Zeaal (win 
= — Af(ay) — tf, (wy) = — tA(vy) + @ — 4) / (wy). 


Die viermalige Wiederholung liefert die Form 


fy(xy) = — AS, (wy) — ify(xy) = iS (wy) + (®@ — A)A(2v) 
= A(i? — A) (ay) + i(24 — #) / (zy) u. Ss. W. 
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3. Ich nehme an, dass die Determinante A nicht verschwindet. 
Unter der Bedingung i = 0 fallt /(#y) mit /(yx) zusammen, die pro- 
jective Beziehung /(#y) = 0 wird dann involutorisch, /,(#y) propor- 
tional (xy). Unter der Bedingung 7? — A =O wird /,(xy) propor- 
tional (wy), die dreimalige Anwendung der Projectivitit /(«y) = 0 
fiihrt dann zu dem Ausgangspunkte zuriick. Soll dies erst bei vier- 
maliger Anwendung eintreten, so ist die Bedingung 7, = 0 zu erfiillen, 
welche man auch erhilt, indem man involutorische Beschaffenheit der 
Projectivitit /,(ay) =O fordert, da 

i, = 2A — ? —4,. 

Der auf der Geraden beliebig angenommene Punkt @ und die 
Punkte b, c, d, welche ihm bei ein-, zwei-, dreimaliger Anwendung der 
Projectivitit /(“y) = 0 entsprechen, haben in den Variablen y,|\y, die 
Gleichungen: 

(ay)=9, fSay)=—9, Alay) —t/(ay) =9, 
— iA(ay) + (# — A) (ay) = 9. 
Daraus berechnet man fiir das Doppelverhiltniss der vier Punkte 
a,b,e,d den Werth 
72 
wo" Fa" 
welcher die absolute Invariante der Form /(«y) darstellt. 

4. Man kann nach der Gesammtheit derjenigen Projectivitiiten 
fragen, welche in sich selbst tibergehen, wenn man auf sie die ge- 
gebene Projectivitiit anwendet, d. h. wenn man 2, y in neue Punkte 
«,y' iiberfiihrt mittels der Formeln 


’ 


(5) ee —AyyLy, Lg =fy (%) = Ay Ly ayy Hy’, 
Y, =—/h(Y = — Gay — F242, W=AY) =A +12Y2- 
Jede Form F(x, y), welche eine solche Projectivitiit darstellt, wird 
eine Covariante von f(xy) sein. Aber auch umgekehrt wird jede bili- 
neare Covariante J’(zy) der Form /(xy) durch die Substitution (5) 
bis auf einen constanten Factor in sich selbst transformirt werden ; 
denn nach (3) wird /(#y) durch jene Substitution in 
, - Ul “7 , , , 
Van f(X)h(y) = Of(y) 
transformirt, und wenn also F’'(xy) gleichzeitig in F’ (a’y’) iibergeht, 
so entsteht F’(a’y’) bis auf einen constanten Factor aus f(y’) in 
gleicher Weise, wie I’'(xy) aus f(xy), d. h. es ist 
F' (x y ) amis AF (ay). 
Unter der Voraussetzung, dass die gegebene Projectivitit nicht 
involutorisch ist, wird die covariante Projectivitiit F(v#y) = 0 durch 
irgend eines ihrer Paare aa’ bestimmt, wobei jedoch weder a noch a’ 
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Doppelpunkt der f(xy) =O sein darf; denn wenn vermége der ge- 
gebenen Projectivitit aa’ in bb’, bb’ in cc iibergehen, so miissen 
durch die Beziehung F(a#y) = 0 den Punkten abe die Punkte a’b’c 
zugeordnet werden. Andererseits kann ich durch geeignete Wahl des 
Quotienten x: 4 in der Covariante 

(6) “A (xy) — aif(ry) 

stets eine mit f(x) covariante Projectivitiét herstellen, bei welcher aa’ 
einander entsprechen. Folglich werden alle mit /(xy) covarianten Pro- 
jectivitiiten durch die Formel (6) umfasst. Diese Formel lisst eive 
einfache geometrische Deutung zu; es besitzt niimlich das Doppelver- 
hiltniss der Punkte abca’, welche durch die Gleichungen 

(ay) =0, S(ay) =0, Alay) — i/(ay)=0, xA(ay) —Atf(ay) =0 
dargestellt werden, den mit a nicht variirenden Werth x:A4, und es 
gilt daher der Satz:*) 


Wird auf einer Geraden durch die — nicht involutorische — Pro- 


jectivitét f(xy) =O dem Punkte a (der kein Doppelpunkt sein darf) 


der Punkt b, diesem der Punkt c zugeordnet, und sucht man zu a, b, ¢ 
denjenigen Punkt a’, welcher ein gegebenes Doppelverhidltniss (abca’) 
hervorbringt, so erzeugt das Paar aa’ bei variirendem a eine Projecti- 
vitiit, welche durch die gegebene in sich selbst iibergefiihrt wird. — Soll 
die neue Projectivitit involutorisch werden, so hat man fiir dieses 


Rud : ate t 1 

Doppelverhiltniss den mit v durch die Gleichung - So om! ver- 
T thd - ° ‘ nd 

bundenen Werth w — ta wiihlen, welcher in der That die sym- 


metrische Form ' 
f(xy) — (wy) = f(yx) + + (wy) 
liefert. 

5. Auch hieraus kann man die oben angegebene Bedingung ent- 
nehmen, unter welcher die Projectivitiit /,(ay) = 0 involutorisch wird. 
Es geht niimlich die mit /(ay) covariante Projectivitét der Paare aa’ 
durch die Annahme (abca’)=1 in die der Paare ac iiber, und die 
letztere wird daher involutorisch unter der Bedingung w= 1, d. i. 
2A = 7*. -Sucht man also zu dem die Gerade durchlaufenden Punkte b 
den entsprechenden Punkt ¢ in der Beziehung /(xy) =O und den 
entsprechenden a in der inversen Beziehung, so driickt 7, =O aus, 
dass die Paare ac in Involution liegen. In dieser Form erscheint der 
Satz als besonderer Fall eines von Herrn Rosanes**) -bereits ge- 
legentlich angegebenen Satzes, der sich auf zwei bilineare Formen 


* } 


Vergl. den synthetischen Beweis in Crelle’s Journal Bd. 91, 8S. 349, 
auch in des Verf. ,,Vorlesungen iiber-neuere Geometrie“ § 16 (wo auf 8S. 134 Z. 3 
zu lesen ist Ju statt Aw). 

**) Crelle’s Journal Bd. 90, S. 313. 
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f(xy) = Zanxiyx, (xy) = Zain viye (i, k = 1, 2) 
bezieht und die Deutung der simultanen Invariante*) 

0 = Le; 5 Aje = Dain &/ k= Ay, gg — AyQ Az1 — Ay, Ag+ Ayy ii 
enthilt: Sucht man zu dem die Gerade X durchlaufenden Punkte «x 
die thm vermige der Projectivititen {(ay)=0, /'(ay)=0 entsprechenden 
Punkte y und y derselben Geraden oder einer anderen Geraden Y, so 
liegen die Paare yn dann und nur dann in Involution, wenn die Formen 
[ (ay) und /' (xy) einander ,,conjugirt* sind, d. h. wenn © verschwindet. 

Um diesen Satz ‘auf eine Identitit zurtickzufiihren, definire ich 
eine Operation 6 durch die Formel: 


su=—> OF ats. 
Oa, 


Oain=— Aix, Dan.— a, Of(xy) =f (xy), 
(y= fily), V¢ee—S(e., IA—O. 
Wendet man daher die Operation 6 auf beide Seiten der unter 
(3) aufgestellten Formel Ya, /;(y) /(@), = A/f(wy) an, so kommt 
nach (2): 
Of (xy) + AS (xy) = Lai fily)/ (e+ Vanli (yf (e+ VanSily) £ (@)s 
= Laie ly) / (aut AS (cy) +4/ (xy), 





Es wird 


also schliesslich : 
(7) Dein (y)f («x = OF (wy) — Af (ey). 

Durch die beiden gegebenen Projectivitiiten werden unter der Be- 
dingung f(xy) = 0 dem Punkte «,|7, der Geraden X die Punkte 
f(x), \|F(@)o, resp. y,|y, der Geraden Y, unter der Bedingung 
Daixfi(y) f(x)x =O dem Punkte f,(y)|\|f,(y) der Geraden X die Punkte 
Yi |Yo, resp. f(x), |\f(w), der Geraden Y zugeordnet; fiir 0 = 0 ist die 
zweite Bedingung stets mit der ersten zugleich erfiillt. 


II. Projective ebene Systeme. 
6. Wir wenden uns jetzt zu der in zwei Reihen von contragre- 
dienten Variablen 2,2,%,, u,u,w, linearen Form 
f (au) = Lary (t, x = 1, 2, 3). 
Setzt man zur Abkiirzung 
Ai1U, + Aig, + Aish, = fi(U), ind, + aan%, + A3n%, = f(x), 


. A 
Z + 41 Ay9 4; = A, : 


<—— == Hix, 
O45, 


*) Ich setze 


yy = a, etc. 


GY: +2 =fi (y) ete., 





ae 
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|O a 2% 
My, Ay Ayn As 


|= (xu), 


U, Ay, og Ao 


La ,U;X = — 


Uz G34 Azo G33 | 


061, Uy + Hap Uy + OgpUy = Px (U), jv, -{- GKi2X, + O32, = p(x); 


und schreibt, wie iiblich, wu, fiir u,v, -+ ua, + u,%,, so bestehen 
folgende Identititen: 

‘ Daj; f(x), = Day, e,f;(u) = Au, 
©) LA: XL Pr( U) == Lap p(x); =A Us 5 
(9) Lanxfi(u)f(e), = Af(eu), Lax P(«):pr(u) = Ag(xu), 
und unter der Voraussetzung 
(10) a, = (vw), —v,4w,—v,0,, 2 = (Vw), = 1,0, — 0, Ws, 


3 = (Vw), =v, WwW, — VLU, 


hat man noch: 





(11) Po (v) Mp, (w) — ps(v) p(w) 
Big Bqq Ago | Vy Vo Vy sath 
= = Af(x), u.s. w. 
O13 Hyg Ayg | Wy Wy Wy 
Die Groéssen 2,|,|”, sollen als Coordinaten eines Punktes x, die 

Gréssen u,|t#,|¢, als Coordinaten einer Geraden w in einer Ebene, 
auf welcher lineare Coordinaten eingefiihrt sind, aufgefasst werden. 
Alsdann wird in dieser Ebene durch die Gleichung 
O = fu) = ayf; (0) + a9fy(U) + ashy (U) = Wy f(x), + taf (y+ tf (a), | 
unter der Voraussetzung A +0 eine projective Beziehung hergestellt, 
vermége deren 

dem Punkte #,|«,|7, der Punkt /(x),|f(x),|f(«),, 

der Geraden /,(«)|/,(u)\f,(u) die Gerade w, |u| u, 
entspricht, Kehrt man die Beziehung um, so wird 

dem Punkte 2, \7,|2, der Punkt (x), | p(x),|p(«),, 

der Geraden g, (u)|q,(u)|q,(u) die Gerade w, | u,| uw, 
zugeordnet. Demnach liefert die Gleichung g(xw) = 0 die Umkehrung 
der durch die Gleichung f(aw) = 0 definirten Collineation. 

7. Es ist bekannt*), dass die bilineare Form /f(ay) ausser der 

Determinante A noch die Invarianten 


*) Clebsch und Gordan, Mathem. Ann. Bd. I, S. 371 ff; Clebsch- 


Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie I, 8. 988; siehe auch unten: Art. 8 
und 9, 








- 3 
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t= LA = yy + gg + gg, 4, = VGA, ty = Va aga aa; 
besitzt, und dass diese vier Invarianten durch die Relation 
(12) 6A = #® + 2i, — 3ii, 
zusammenhingen. Die Deutung von 7, und ¢, liisst sich aus der von é 
entnehmen (Art. 8); fiir ¢ selbst ergiebt sich ausser der bekannten 
Deutung noch eine andere auf folgendem Wege. 

Bei beliebiger Lage des Punktes # und der Geraden w kann man 
jedem Punkte & der w einen Strahl durch 2 zuordnen, indem man den 
J 
dem Punkte § in der Collineation f = 0 cntapuschaniets Punkt & mit 
x verbindet. Nehmen wir an, dass w die Punkte y,z verbindet, dass 
also uw, = (Y2),, WU. = (YZ)o, Us = (y2)3, 80 kann & durch die Coordi- 
naten y, + 42, | y, + Az,|y, + Az2,, der Punkt (w, v&) durch die 
Coordinaten y, + we, | Yo + we. | y, + w2, und mithin der Strahl 2% 
durch die Coordinaten (xy), + (x2), | (wy)o + w(v2)o| (wy), + w(x2)s 


dargestellt werden. Zwischen 4 und uw besteht die Beziehung 
O == Lau(yitAzi) ((cy)e+u(LzZ)x) 
= Dain Yi(@ Y di + ADA: 2;(x Yk + Lai Yil uv é) k+ Aw Lae (x LZ)K. 
Diese wird symmetrisch unter der nee w(xu) = 0, wo 
Y (eu) == Lajezi (VY)e— Lay (LZ)e—= LV (wy)a fF (Z)e— ZV (2) FY) & 
d. h. die Beziehung zwischen dem Punkte € und dem Strahle x& wird 
involutorisch, wenn w‘durch den Punkt o(2),| o(«),|%(x), hindurchgeht. 
Durch die Collineation {f = 0 wird, wenn man einen Punkt a fest- 
legt, auf jeder Geraden u eine projective Bezichung erzeugt, indem aus 
a zu jedem Punkte b ein andrer c durch die Gerade herausgeschnitten 
wird, welche a mit dem Punikte b’, der durch f =O dem b zugeordnet 
ist, verbindet. Die Geraden u, auf welchen diese Beziehung involu- 
torisch ausfallt, laufen durch einen gewissen Punkt A, und die Paare 
aA erzeugen in der Ebene eine neue Collineation mit der Gleichung 
(au) =O. Geht also die Gerade w durch A, so geht die Gerade 
ab auch durch den vermige f= 0 dem ¢ zugeordneten Punkt c’. 
Um w(#w) auszuwerthen, bildet man 


2 (@y), — Y,(%2), = XyU, + Hy Uy, 2, (LY)s — Yo(H2); = — Hy tty 
u. s. w, und erhiilt: 
|O 2% | Q x &, | O 4% H | 
y (xu) = — | Uy Uo, oy | Us ga Ag, = | U, Ay, Ay | =tUe— f (eu). 
|; Ay, Ay | Uy As Oy, | Uy Ay, Ay2 


Die hiermit erlangte Formel 


(13) [(au) + o(cu) = iu, 





4 
; 
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kann man jetzt als eine Verallgemeinerung der in Art. 1 unter (4) 
aufgestellten betrachten; wenn man in der That in (13) alle mit dem 
Index 3 versehenen Grissen gleich Null setztund dann @,;, 49,41) 42) U4, Uy 
IN TeSP. Gyo, — G1) @y9) —Ao4) Yo» —Y, abiindert, so ergiebt sich die erste 
Gleichung (4). — Die Gleichung (13) lehrt, dass die Punkte a und A 
stets auf einer Geraden liegen mit dem Punkte a’, welcher durch f = 0 
dem Punkte a zugeordnet ist. 

Unter der Bedingung i= 0 fallt y(xu) mit —f(xu), d. h. A 
mit a zusammen, das Dreieck a’b'c’ ist dann dem Dreieck abe ein- 
geschrieben. Da man a und b beliebig annehmen kann, wihrend sich 
fiir ¢ eine bestimmte Lage c = (ba’, ab’) ergiebt, so bilden im Falle 
i = jene Dreiecke abe eine Quadrupelserie. Zu dieser gehért ins- 
besondere, wenn man mittels f= 0 zu a’ den zugeordneten Punkt a’, 
zu diesem a” aufsucht, die Doppelserie aller Dreiecke aa'a’, deren 
Seite aa durch a” gehen muss. So gelangt man von der neuen 
Deutung der Invariante i zu der bekannten (Clebsch und Gordan 
a. a. O. S. 392, Clebsch-Lindemann a. a. O. 8. 994; siehe auch 
den folg. Art.), wonach unter der Bedingung i = 0 die Punkte aaa” 
allemal in gerader Linie liegen*). 

Von der durch die Gleichung i = 0 charakterisirten Collineation 
will ich sagen, sie befinde sich in eingeschriebener Dreiecks- 
lage; die dadurch bedingte Beschaffenheit der inversen Collineation 
werde ich als umschriebene Dreieckslage bezeichnen. Wenn bei 
einer Collineation ein (eigentliches) Dreieck existirt, welches dem zu- 
geordneten umschrieben ist, so giebt es eine Quadrupelserie solcher 
Dreiecke, die Collineation befindet sich dann in eingeschriebener Drei- 
eckslage. Eine involutorische Collineation kann sich niemals in um- 
schriebener oder eingeschriebener Dreieckslage befinden. 

8. Unter der Voraussetzung (19) kann man schreiben: 

. : 1% % Us| HW Ye Ys " 
EMT 0, 0, 105 fer Mee fle)s| ~~ Mol 
X(w2)sf (y= vef (yw) —w.f(yr), 

y (xu) =v, / (ew) — w,f(2v)—v.f (yw) + w.f (yr). 
Wenn man hier ,|v,|v, durch ,(v)|@.(v)|q,(v), w,|w,|w, durch 
@, (w)|p,(w)|m,(w) ersetzt und nach Anwendung der Identitiiten (8) 
und (11) den Factor A weghebt, so erhailt man: 


w(a'u) = w.p(yr) — v.p(yw) — wyp(er) + ry p(zw), 
wo a, |x,'|2, fiir f(x),|f(x).|f(x), geschrieben ist. Dieses Resultat 
lehrt aber die Uebereinstimmung der Form (zu) mit der Form 


*) Im Falle der Involution zerfallt (au) in ein Product z,u,, wo p das 
Centrum, x die Axe der Collineation; ¢ ist dann + 0. 
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Wy(xu), welche aus (xu) in derselben Weise hergestellt wird, wie 
wv(vu) aus f(xu), und fiihrt daher weiter zu der Formel 


ius — f(a wu) = igus — p(xu)*). 
Hier ist w,—f(xu); fir f(a'u) d. i. Layf(x)u, wollen wir die 


Bezeichnung f,(xw), dann weiter fiir f,(”’w) die Bezeichnung f,(xu 
Dd /i1 /? 1 - 5 2 
einfiihren u. s, f., so dass 


f, (wu) = Laaaarcim, fy, (eu) = Lajdanduirimy u. 8. f., 
woraus sich jetzt 
6, == t,, ty = & 


ergiebt. Die nunmehr gewonnene Relation 


(14) f, (wu) — if (wu) = pul) — iigte 


lisst sich auch, da 


2 hp = 2 (Hy, + Oyo + Oss) = P — 4, 
ist**), auf die Form 
(15) 2p (xu) = (i? — i,) uz — 2if(eu) + 2f, (xu) 
bringen, in welcher sie auf directem Wege von Clebsch und Gordan 
(a. a. O. 8. 376; Clebsch-Lindemann a. a. O. S. 991) abge- 
leitet ist. 

Die Collineationen f, = 0, f, =0,---, welche durch Wieder- 
holung der f=0 entstehen, kénnen wir das Quadrat, den Cubus,--- 
der f= 0 nennen. Die Gleichungen i, = 0, i, = 0 driicken also die 
eingeschriebene Dreieckslage des Quadrats, resp. des Cubus der Colli- 
neation {=O aus. Ebenso bedeutet iy = 0, d. i. ¢? —7,, die um- 
schriebene Dreieckslage der f = 0, bei welcher aaa” in gerader Linie 
liegen. Die Bedingungen i = 0 und iy = 0 (oder i = 0 und i, = 0) 
kénnen gleichzeitig erfiillt sein; dann ist f\(aw) mit p(au), d. h. 
durchweg a” mit a identisch, die Collineation f == 0 befindet sich in 
der sog. trilinearen Lage***) oder Dreieckslage. Bei dieser 
existirt eine Quadrupelserie von Dreiecken, welche ihren homologen 
eingeschrieben, und eine Quadrupelserie von Dreiecken, welche ihren 
homologen umschrieben sind; beiden Serien gemeinschaftlich ist die 


*) Hiernach liegen im Falle ¢ = 0 die drei Punkte 
P(X), P(@e|P(w)3, @y|%_|as, F(a) f(@ el f(% Ja 
oder nach der Bezeichnungsweise des vorigen Artikels aa’a’” durchweg in gerader 
Linie. Umgekehrt: Wenn einmal drei Punkte aa’a” auf eine Gerade fallen, 
welche jedoch a” nicht enthilt (d. h. a muss ausserhalb der Doppellinien der 
Collineation liegen), so ist dies immer der Fall, und man hat dann ¢ = 0. 
**) Bildet man in (1 ) von beiden Seiten die Invariante 7, so kommt: 
i,;— tt =0 =i? — 4. 


om Be i Or 
gy — 3%, di. 2%, 


*t) Nach Schroeter, Oberfliichen zweiter Ordnung, § 47. 





eRe, = ae oe eg oe 


— - 





428 M. Pascu, 


Doppelserie der Dreiecke aa’a”’, welche sich mit den homologen a a’ a 
eyklisch decken und diesen mithin zugleich umschrieben und einge- 
schrieben sind. Aus dem Zusammenfallen der Punkte a und a” folgt 
jedoch nur dann nothwendig i—i,—0O, wenn a ausserhalb der 
Doppellinien der Collineation liegt. 

9. Aus (15) folgt, indem man «# durch 2’ ersetzt und (8) beriick- 
sichtigt : 
(16) 2Au, = (#? —i,)f — 2tf, + 2f, 
und hieraus, indem man von beiden Seiten die Invariante 7 bildet: 

GA = (#®—i,)t — 2ti, + 24, = ® — 3ti, + 24, 

in Uebereinstimmung mit der unter (12) angefiihrten Relation. LErsetzt 
man wiederholt 2 durch 2’, so kommt die unbegrenzte Reihe der be- 
kannten Relationen: 


2Of = (%—4)f, — 2th, + 2f;, 

2Af, = (W—%) fe — 20s + 2h, 

welche im Verein mit (16) lehren, dass die Formen /,, /,,... sich aus 

ux, f, f,; linear zusammensetzen. Lineare Abhiingigkeit zwischen u,, f 

und /, wiirde perspective Lage der beiden projectiven Systeme bedeuten. 
Insbesondere ist 


fs Au, — tof + this 
fy = thu, — (tig—A) f + (“W— ig) f,. 


Wenn daher dem (ausserhalb der Doppellinien) beliebigen Punkte a 
bei wiederholter Anwendung der Collineation f= 0 der Reihe nach 
die Punkte b, ¢, d, e entsprechen, so besitzt e in dem (falls weder die 
Beziehung perspectiv noch i oder iy gleich Null) durch a, b, ¢ als 
Fundamentalpunkte und d als Kinheitspunkt festgelegten Coordinaten- 
systeme die homogenen Coordinaten 


| 


: — 
p A |i ty 
ty t 


v2, 
;|— 


Hiermit ist die geometrische Deutung der absoluten Invarianten der 
Form f (xu) gegeben. Es sind niimlich die Doppelverhiltnisse 
: ii, 
b(acde) = aa, c(abde) = .. 


ty tty — A 


10. Wir fragen wieder nach der Gesammtheit derjenigen Colli- 
neationen, welche in sich selbst iibergehen, wenn man auf sie die 
gegebene Collineation anwendet, d. h. wenn man 2, u in neue Elemente 


, 


x,w iiberfiihrt mittelst der Formeln 
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(17) {% = P(@)s; Ly = P(X)o, Ly = Y(«)s, 

— hi (w’), A tam fo (w), — f(v), 
welche wz = Au, ergeben nach (8). Jede Form F'(xu), welche eine 
solche Collineation darstellt, wird eine Zwischenform von f(x) sein. 
Aber auch umgekehrt wird jene bilineare Zwischenform F’'(xu) der 
Form f(«u) durch die Substitution (17) bis auf einen constanten Factor 
in sich selbst transformirt werden; denn nach (8) wird /(aw) durch 
jene Substitution in 

Dar (x): fw) = Af (aw) 
transformirt, und wenn also /’(xu) gleichzeitig in F’ (x w’) tibergeht, 
so entsteht F'(2'v’) bis auf einen constanten Factor aus f(a w’) in 
gleicher Weise, wie F’(xu) aus f(xu), d. h. es ist 
F'(a'w) = AF (aw) 

Unter der Voraussetzung, dass die gegebene Collineation weder 
perspectiv ist noch sich in umschriebener oder eingeschriebener Dreiecks- 
lage befindet, wird die covariante Collineation F’(auw)=—0O durch 
irgend eines ihrer Paare aa’ bestimmt, wobei jedoch weder a noch @ 
auf einer Doppellinie der /(aw) = 0 liegen darf; denn wenn vermiége 
der gegebenen Collineation aa’ in bb’, bb’ in cc, cc in dd’ tibergehen, 
so miissen durch die Beziehung /’(vw) = 0 den Punkten abcd die 
Punkte a’ b' ¢ d’ zugeordnet werden. Andrerseits kann ich durch ge- 
eignete Wahl der homogenen Unbestimmten x|4|u in der Zwischen- 
form 


(18) xAu, — higf + wif, 
stets eine mit f(xw) covariante Collineation herstellen, bei welcher 
aa eimander entsprechen. Folglich werden alle mit /f(%w) co- 
varianten Collineationen durch die Formel (18) umfasst. Da_ hier 
*|4|u die homogenen Coordinaten des Punktes a in dem durch a, b, ¢ 
als Fundamentalpunkte und d als Einheitspunkt definirten Coordinaten- 
systeme bedeuten, mithin alle Doppelverhiltnisse innerhalb des Fiinf- 
ecks abcda’, so lange eine und dieselbe Zwischenform festgehalten 
wird, bei variirendem a erhalten bleiben, so ergiebt sich der Satz: 
Wird auf einer Ebene durch die — weder perspective noch in um- 
schriebener oder eingeschriebener Dreieckslage befindliche — Collineation 
{ (au) =O dem Punkte a (der auf keiner Doppellinie liegen darf) der 
Punkt b, diesem der Punkt c, diesem der Punkt d zugeordnet, und 
sucht man zu a,b,c, d denjenigen Punkt a’, welcher das Fiinfeck 
abeda zu einem gegebenen Fiinfeck projectiv macht, so erzeugt dus 
Paar aa’ bei variirendem a eine Collineation, welche durch die gegebene 
in sich selbst tibergefiihrt wird. 
Wenn durch die gegebene Collineation noch d ine, einf,... 


a I EE ET COT CT IE TE I SS 
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und a’ in b’, b' in c, ¢ in d,... tibergehen, so verwandelt die neue 
Collineation a in a’, bin bd’, cine’,..., d. h. die Figuren abcde... 
und a’b’c'd'é ... sind collinear.*) 

11. Schon oben (Art. 8) ist die Gleichung i, — 9 als die Be- 
dingung fiir eingeschriebene Dreieckslage des Quadrats der Collineation 
f= 0 bezeichnet worden.**) Um das Quadrat zu einem beliebigen 
Product zu verallgemeinern, werde noch eine bilineare Form 


f (wu) = Daj, x; uz (i,k = 1, 2, 3) 
eingefiihrt. Indem man zu jedem Punkte x den durch die Gleichung 
f (cu) = 0 definirten Punkt 2 und zu diesem den durch die Gleichung 


{' (@u) = 0 definirten Punkt bestimmt, entsteht eine dritte Collinea- 
tion, das Product der durch die Formen / und /’ dargestellten, welche 


der Form 
f (au) = > jn Ca x Li Uy 
i, #2 


entspricht. Obgleich nun die beiden Factoren eines derartigen Pro- 
ductes im Allgemeinen nicht mit einander vertauscht werden diirfen, 
so faillt doch der Ausdruck, dessen Verschwinden die eingeschriebene 
Dreieckslage des Productes bedingt, nimlich 


(19) 2 situ Dai Bri, 


in Bezug auf die beiden Factoren symmetrisch aus. Wenn also das 
Product der Collineationen f=0, f =O sich in eingeschriebener 
Dreieckslage befindet, so bleibt diese Eigenschaft bei Vertauschung der 
beiden Collineationen erhalten. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die 
umschriebene Dreieckslage. 


Man gelangt zu einer etwas anderen Auffassung dieses Gegen- 


*) Lisst man also einen weiteren Punkt « durch wiederholte Anwendung 
der gegebenen Collineation in 8, y, 6, ¢,..., dagegen durch die neue Collineation 
in w’ iibergehen, so erzeugen die Figurenabcde... und aByde... eine dritte, 
wieder zur Gruppe (18) gehdrige Collineation, in welcher auch die Punkte a’ und 
a wegen der Projectivitit der Fiinfecke abeda’ und af yd’ sich entsprechen, 
d. h.: Lésst man den Punkt a’ bei festen a und « irgend eine Figur beschreiben 
und bestimmt allemal in der durch das Paar aa’ definirten Collineation der 
Gruppe (18) den dem Punkte « zugeordneten Punkt «', so beschreilt « eine Figur, 
welche mit der von a’ beschriebenen in einer ebenfalls zur Gruppe (18) gehdrigen 
projectiven Beziehung steht. Diese Folgerung stimmt mit dem von Herrn Bur- 
mester, Zeitschr. f. Math. u. Phys., XX. Jahrg., 5. 384 unter Nr. 1 gegebenen 
Satze tiberein, da alle Collineationen jener Gruppe die drei Doppelpunkte gemein 
haben. 

**) Kine synthetische Behandlung dieses Falles enthilt die Inauguraldisser- 


tation von 8. Goldschmidt: ,,Ueber eine besondere Art von Collineation in 
der Ebene“, Giessen 1883. 
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standes, wenn man die eine Collineation, etwa f= 0, durch ihre Um- 
kehrung g = 0 ersetzt, wodurch die Invariante (19) in 


oA 
0= s Gi. Ae = > = Aik 
yaa 04; 


iibergeht. Die Gleichung 0 = 0 stellt niimlich eine gewisse Beziehung 
zwischen den Collineationen f=0O und f’ =O dar, welche ich die 
umschriebene Dreieckslage der f=0 gegen die f’=0 nennen 
will, und welche darin besteht, dass fiir ein (eigentliches) Dreieck und 
mithin fiir eine Quadrupelserie von Dreiecken das homologe Dreieck 
in Bezug auf f =O umschrieben ist dem homologen in Bezug auf 
f =0.*) Die analog zu definirende eingeschriebene Dreiecks- 
lage der f/=0O gegen die /’ =O wird durch das Verschwinden der 


Invariante 
, = P on’ 
Co = Ait, = 9a. Qik 
ik 


NV = a+ ay Axe Ass ° 


ausgedriickt, wo 
Dabei ist 


, 
~ Aix. 
x 


20 = SB) ain ai, = “2 a 00 
a 04; Ou 0a; 
Die Interpretation der Ausdriicke ist bei der so veriinderten Auf- 
fassung nicht mehr auf eine einzige Ebene beschriinkt, vielmehr kann 
man, wihrend dem Punkte w eine Ebene angewiesen bleibt, die mittels 
{= 0, f =O zugeordneten Punkte auf einer anderen Ebene variiren 
lassen. 
12. Statt von ¢ zu © und ©’ iiberzugehen, kann man umgekehrt 
die Deutung von © oder 0’ zum Ausgangspunkt nehmen, welche im 
olgenden direct durch eine Identitit dargestellt werden soll. 
Es sei wieder 
(20) ty = (VW), %, = (VM),, L = (VW);, 
"hit Uy = (Y2)), Up = (YZ)a, Us = (YZ)y- 
Dem Punkte y+ vz der Geraden uw entspricht ein Punkt § in der 
einen, ein Punkt & in der anderen Collineation; werden diese Punkte 
mit # durch zwei Geraden v + Aw, v + ww verbunden, so hat man: 


f (yv) + Af (yw) + vf (ev) + Avf (ew) =0, 

f (ye) + wf (yw) + vf’ (er) + wef (ew) = 0. 
Mithin kommen (Art. 5) bei variirendem v die Biischel der Strahlen 
«& und #& in involutorische Lage unter der Bedingung y(xu)=0, wo 


*) Befindet sich also eine Collineation in eingeschriebener Dreieckslage, so 
liegt sie in eingeschriebener Dreieckslage gegen die identische Collineation 
= 0. 
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v(wu) = f (ye) f (ew) — f (yw) f (ee) — fer) f (yw) + flew) f yr). 
Fiir ( (xu) = uz, reducirt sich y(wu) auf diejenige Zwischenform von 
f allein, fiir welche in Art. 7 und 8 dasselbe Zeichen eingefiihrt war. 

In dem beliebig angenommenen Strahlenbiischel « wird durch jede 
Gerade u eine projective Beziehung erzeugt, indem man zu dem die u 
durchlaufenden Punkte b die in den Collineationen f = 0, f' = 0 ent- 
sprechenden Punkte B, B’ aufsucht und die Strahlen «B, «B' einander 
zuordnet; die Geraden u, fiir welche diese Beziehung involutorisch aus- 
fallt, laufen durch einen gewissen Punkt A, und die Paare « A erzeugen 
in der Ebene eine neue Collineation mit der Gleichung (xu) = 0. 
Geht also die Gerade uw durch A, so gehért auf ihr zu jeder Stelle b 
eine andre c, zu welcher mittels der Collineationen f= 0, f’ = 0 
homologe Punkte y, y’ sich derart ergeben, dass die Gerade ey’ durch 
B, die Gerade «f’ durch y hindurchgeht. 

Die Form #(#) lisst sich auf (aw) zuriickfiihren. 
nimlich wieder eine Operation 0 durch die Formel 


- "OU 
dU = > ix , 
} oa;, 


Oaj,—=a;,, Of(au) =f (xu), Ofi(u) =—fi(u), Of(x)e =f (%)z, 
zugleich (Art. 11) 


Definirt man 


so wird 


dA=0, 30=—20, 60° =3A. 


Nun hat man unter der Annahme (20): 


9) = >) axe = VU, V2 s/o, Gq G3/ __ f2(e) fs(v) 
x |W, Wy Wy\ M3, zg Ag) [fa (W) 73 (ev) | 
u. s. w., folglich 
9 (au) =>? ws p (a); =| % f(r) fee) fe) | _|fyr) fy~) 
; 2, & &\f;(w) f(w) fw \f(@v) few 


& 3. 
gp (xu) = f(yv) f (ew) = f(zv) f (yw). 
Demnach ist einfach 
v(xu) = Op(ru) = LAU; Lz, 
wenn man da;, mit A;, bezeichnet. 


Die Anwendung des 0-Processes auf die erste der identischen 
Gleichungen (9) giebt jetzt: 


Of (xu) + Af (wu) DAjx fi (u)f(e) 2+ Dein fi (U) f(&)e + Dais fi(u) f(x)» 
— ZA jx fi (u) f()x + 24f° (a u), 


und mithin ist 
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(21) eg (u)f (@)x = Of (wu) —Af' (eu), 
DAixfi (U)f'(x)x = OF (au) — AF (wu). 


Wenn ich nun die obige Figur um den mittels p = 0 dem « zugeord- 
neten Punkt a, dann um den mittels f’—=0 dem a zugeordneten Punkt 
« erweitere, waihrend nach wie vor bcA in gerader Linie bleiben, so 
geniigt die vermége f = 0 der be entsprechende Gerade By, an Stelle 
von wu eingesetzt, der Gleichung: 


2D Aixtyfi(u) = 0, di. LAjxfi(u) f(a), = 9. 


Unter der Bedingung 0 = 0 fiallt aber wegen (21) diese Gleichung 
mit /’(au) = 0 zusammen, d. h. die By geht alsdann durch a’, das 
Dreieck « By ist dem Dreieck a f’y’ umschrieben. 


III. Reciproke ebene Systeme. 


13. Die vorstehende Betrachtung der Collineation lisst sich auf 
die Reciprocitiit nur theilweise tibertragen; es wird daher hier nur eine 
kurze Betrachtung der letzteren Platz finden. 

Unter Zugrundelegung der in zwei Reihen von congredienten Variablen 
Ly Ly Xz, Yy Yo Yy linearen Form 

f(xy) —T Zin XiYx (t,x=1,2,3) 
setzen wir zur Abkiirzung 
Bir Y, + Fiz Yo + GisYs3 =Ai(Y), Gix% + Cond, + Asx, = f(s 
aa 
04;, 
Hi1V, + Gi2V. + Gig ¥,—Qi(v), G1, Uy, + Cex Uy + Oxy = P(U)y 


und notiren die Identititen 


Zt 44; Ay,43, = A, = Aix, UOGj,Uj% = P(Ur), 


2 aj x Uf (L)e = Daj, Uy fi (%) = Auz, 
Deaix f(y) f(%)x = A f(xy), 
p (uv) = f(&) F(yn) — F(yé) fn), 
bei deren letzter zu nehmen ist 
(22) Uy = (%Y),, Uy =(LY)., Uy = (LY)s, 
0, = (En), = (Eno, 3 = (Ey)s- 
Durch die Gleichung f(xy) = 0 wird (bei A + 0) eine Reciprocitat 
vermittelt, welche 
den Punkt x,|x,|7, in die Gerade f(x), | f(x), | f(2)s, 
die Gerade u,|u,|u, in den Punkt g(u),|p(w).|p(u)s 
tiberfiihrt, so dass dieselbe Reciprocitiét auch durch die Gleichung 
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g(uv) =O dargestellt wird, wahrend fiir die inverse Beziehung die 
Gleichungen f(yx) = 0, p(vu) = 0 gelten. 

14. Mit der Form f(xy) werde jetzt eine zweite derselben Art in 
Verbindung gebracht: 

f' (wy) = Lain XY, 
und die Operation 6 wie in Art. 12 definirt. Setzt man wieder 
dA = 0, 00 = 20, ba;,—A;,, DA Uv, = Y(Ur), 
so ergiebt sich unter der Annahme (22): 
ie) = 2D Hin A; x) Qe’ == Zin Gx 5 

v(uv)=dp(uv)—f(e&)f (yn) —f(y8)F (en)—f (en)f (yh)+f(y nf (wé 


und in Analogie zu den Gleichungen (21): 


DAixfi(y)f @)x = 9 f @y) — A f(xy), 
» Aixfi{y) f (@)x = 9 f(xy) — Af (wy). 

Auf der beliebig angenommenen Geraden « wird durch jede Gerade 
u eine projective Beziehung erzeugt, indem man zu dem die wu durch- 
laufenden Punkte b die in den Correlationen f = 0, f° = 0 entsprechen- 
den Strahlen B, B’ aufsucht und die Punkte «B, «B einander zuordnet; 
die Geraden u, durch welche diese Beziehung zu einer involutorischen 
gemacht wird, laufen durch einen gewissen Punkt A, und die Paare 
Aa erzeugen auf der Ebene eine neue Correlation mit der Gleichung 

w(uv) = 0. 

Legt man also die Gerade u durch A, so liefert jeder ihrer 
Punkte 6 einen anderen c derart, dass die ihm mittels f= 0, f’ = 0 
zugeordneten Strahlen y, y’ durch @f’ resp. eB hindurechgehen. Man 
bestimme nun den mittels f(yx) = 0 der Geraden « zugeordneten Punkt 
a, und die mittels /‘(~7y) — 0 dem Punkte a zugeordnete Gerade a’; 
daun erfillt der Punkt Sy, an Stelle von y eingesetzt, die Gleichung: 

2 A;jxfily) f(@« — 0, 

welche im Falle 0 =0 sich mit f’(ay) =O deckt. Unter der Be- 
dingung © = 0 liegt also der Punkt By auf der Geraden a’, das Dreieck 
apy ist dem Dreieck a’ By eingeschrieben; es ist dann fiir eine 
Quadrupelserie von Dreiecken das homologe Dreieck in Bezug auf 
f = 0 eingeschrieben dem homologen in Bezug auf f° = 0, und wir 
kénnen sagen, dass die Reciprocitit f= 0 sich gegen die Recipro- 
citit f/ —0 in eingeschriebener Dreieckslage befindet. Analog 
wird das Bestehen der Gleichung 0’ =0 die umschriebene Dreiecks- 
lage der f=0O gegen die f —0 nach sich ziehen. 

15. Man erkennt leicht die Uebereinstimmung dieser geometrischen 
Interpretation der Gleichung © =O mit der von Herrn Rosanes in 











uf 
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§ 3 der Abhandlung ,,Zur Theorie der reciproken Verwandtschaft “ 
(Crelle’s Journal Bd. 90, 8. 303) auf ganz anderem Wege hergeleiteten ; 
bei verschwindendem © nennt Herr Rosanes die Formen /’ (xy) und 
(uv) einander ,,conjugirt“. Die obige Betrachtung enthiilt die Ver- 
allgemeinerung des Verfahrens, mittels dessen ich friiher (vergl 
Rosanes, im vorstehenden Aufsatz) zur Darstellung der bekannten 
Kigenschaft ,, conjugirter‘‘ Kegelschnitte die Identitiit 


2 Aix f(x) fx (x) = Of (wx) —- Af (xz) 
gebildet hatte, in welcher 


f(xx) = Lain XX, mit aj, — Ay ji, 


f’ (wx) = Lai, xx, mit ajy = Axi, 
a. 
fil“) => ia u. Ss. W. 
Die Geraden, welche die Form (uw) = 2 Ajy Uj Ux (Aix = Axi) 


annulliren, sind diejenigen, welche aus den Linien f(ax)=0, f (xx) =0 
harmonische Punktepaare herausschneiden. Aus dem vorigen Artikel 
ergiebt sich daher der unmittelbare Zusammenhang der beiden ge- 
gebenen Kegelschnitte mit dem durch den ,,Kegelschnitt der acht 
Tangenten “ erzeugten Polarsysteme. 

Es braucht kaum erwihnt zu werden, dass die simultane Invariante 
© der beiden (allgemeinen) Formen f(xy) und f’(vy) mit der Grosse 
zusammenfallt, welche gemiiss der in Art. 7 gegebenen Definition von 
i fiir die Form 


g (au) -> ix fi (L) Ux -> Oy Win a Ux 
i,% i,m,a 
gebildet wird. Die Form g(xw) repriisentirt diejenige Collineation, 
welche entsteht, wenn man auf den Punkt x zuerst die Reciprocitiit 
f’ (yx) = 0, auf die so erhaltene Gerade wv die Reciprocitiit m(vw) = 0 
anwendet. Die Bedeutung von @ Jiisst sich daher aus der von 7 ohne 
Weiteres entnehmen. 


Nimmt man insbesondere f(yx) fiir f’ (wy), so wird 


g(xu) -> Qin 1502 Ux 
i, %, 


Die Collineation g(au) = 0, welche in diesem Falle durch zweimalige 
Anwendung einer und derselben Reciprocitiit f(xy) = 0 entsteht, kann 
durch die Gleichungen 

Gr py + dae %y + gx, = Axi %y + Ge2%y + Gx3x; (x—=1,2,3) 


dargestellt werden und transformirt daher die Kegelschnitte eines 


29* 
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gewissen Biischels in sich selbst.*) Da nun fiir /’ (xy) — f(yz) die 
Werthe von © und 0’ einander gleich werden: 


.S) =m 8’ = Luiz Axi, 


so folgt: Wenn eine Reciprocitit sich gegen ihre inverse in einge- 
schriebener Dreieckslage befindet, so befindet sie sich gegen dieselbe zugleich 
in umschriebener Dreieckslage, und umgekehrt ; es giebt dann eine Doppel- 
serie von Dreiecken, fiir welche die in beiderlei Sinn homologen 
Dreiecke cyklisch aufeinanderfallen. Oder: Liegt eine durch zweimalige 
Anwendung einer und derselben Reciprocitit entstandene Collineation in 
eingeschriebener oder in umschriebener Dreieckslage, so befindet sie sich 
iiberhaupt in Dreieckslage. 


Giessen, 1882. 


*) Rosanes, Crelle’s Journal Bd. 80, S. 61ff.; auch in Baltzer’s Deter- 
minanten (V. Auflage) § 14, 14. 























Ueber die Construction der Flachen nter Ordnung. 
Von 


Frreprich Scuur in Leipzig. 


Obwohl die Aufgabe, eine Flaiche mter Ordnung durch die dafiir 
hinreichende und nothwendige Anzahl von Punkten zu legen, durch 
ihre Zuriickfiihrung auf ein System von linearen Gleichungen als gelést 
zu betrachten ist, so scheint mir doch die geometrische Lésung dieser 
Aufgabe auf Grund einer der geometrischen Erzeugungen der Flichen 
nter Ordnung nicht ohne Interesse. Die Erzeugung der Fliche durch 
ein Strahlenbiindel und ein ihm reciprokes Fliachenbiindel scheint 
zu diesem Zwecke am geeignetsten. Diese selbe Erzeugung nahmen 
Herr Schroeter*) bei Construction der Flachen 2. Ordnung und Herr 
v. Escherich*™) bei der der Flichen dritter und héherer Ordnung 
zum Ausgangspunkte. Aber einerseits lést Herr v. Escherich die 
Aufgabe nicht in dem Sinne, dass er direct ein Strahlenbiindel und 
ein ihm reciprokes Fliichenbiindel construirt, welche die Fliiche durch 
die gegebenen Punkte erzeugen, sondern es werden durch die, um 
einen verminderten, gegebenen Punkte zwei wie oben erzeugte Flichen 
gelegt und aus dem durch sie bestimmten Biischel wird die auch durch den 
letzten Punkt gehende Flache ausgesucht, deren erzeugende Biindel 
aber erst auf anderm Wege gesucht werden miissten; wie, giebt Herr 
v. Escherich nicht an. Liisst man aber solche Lésungsmethoden zu, 
so kann man sich, da eine practische Ausfiihrung solcher Lésungs- 
methoden doch nicht in Betracht kommt, einfacher sogleich das aus 
allen Flichen mter Ordnung bestehende lineare System construiren und 
aus ihm die durch die gegebenen Punkte gehende Fliiche successive 
aussuchen ***), In dem Folgenden nun soll die Aufgabe in dem obigen 
Sinne vollstindig gelést werden. 


*) S. Schroeter, problematis geometrici etc. Journal f. Math, Bd. 62, p. 215. 

**) §. v. Escherich, die reciproken linearen Fliichensysteme, Ber, der 

Wiener Academie, Bd. LXXV, p. 523; die Construction der algebraischen Fliichen 
etc. ib, Bd, LXXXV, p. 526 und p. 893. 

***) Derselbe Vorwurf kann gegen die Construction einer Fliiche 3, 0. durch 

19 Punkte erhoben werden, welche Herr Le Paige in den Comptes rendus 

t. XCVII p. 34 u, p, 158 gegeben hat; s. auch Acta mathematica, t. III. 
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Andrerseits ferner sagt zwar Herr v. Escherich 1. c, dass die 
Lésung eines von Herrn Schroeter schon bei der Construction der 
Flichen 2. Ordnung aufgewiesenen und auch bei der Construction von 
Flachen gewisser héherer Ordnungen auftretenden Paradoxons*), wonach 
namlich die Fliche scheinbar durch die aus der analytischen Geometrie 
bekannte Anzahl von Punkten noch nicht bestimmt ist, ,,sich ohne 
Schwierigkeit durch Betrachtung des Gleichungssystems ergebe,“ giebt 
aber diese Lésung nicht an. Nun habe ich eine Lésung dieses Para- 
doxons gefunden, die sich nicht so ohne Weiteres ergiebt, und ich 
muss diese daher, so lange Herr v. Escherich nichts Niheres tiber 
die seinige mittheilt, als die alleinige ansehen. 

Zuletzt méchte ich mir die Frage erlauben, warum sich Herr 
v. Escherich auf die punktweise vorzunehmende Construction der 
Flichen mit blosser Hilfe von Cirkel und Lineal**) capricirt, und ob 
er im Ernste ‘glaubt, dass dieselbe bei allgemeinen Flichen von héherer 
als der vierten Ordnung bei irgend einer Erzeugung méglich sei’? 
Schliesslich sind doch alle solche Erzeugungen, wenn sie nicht durch 
singulire Elemente bedingt sind, die wiederum von Gleichungen 
hdheren Grades abhingen oder nicht in Betracht kommen, auf ein- 
ander zuriickfiihrbar, sodass durch alle Erzeugungen dasselbe erreicht 
werden kann. 

Ich werde zum Schlusse noch zeigen, wie die Anwendung meiner 
Construction auf Flichen 3. Ordnung auf die Erzeugung jeder der- 
selben durch ein Strahlenbiindel und ein ihm reciprokes Flichenbiindel 
2. Grades fiihrt, wobei keine andern Schnittpunktsiitze als die fiir die 
ebenen Curven 3. Ordnung geometrisch bewiesenen vorausgesetzt werden 


§ 1. 

Sind in einem Raume von 3 Dimensionen R, irgend vier collineare 
Punktfelder a, a’, a” ,a’” gegeben, so bestimmen dieselben bekanntlich ***) 
ein Gebiisch collinearer Punktfelder derart, dass die Punkte, welche 
irgend zwei Punkten P und Q von @ successive entsprechen, zwei 
collineare Raume bilden; diese collinearen Raiume bilden umgekehrt 
ein Netz derart, dass die Punkte, welche irgend zwei Punkten S und 
T eines Raumes successive entsprechen, zwei collineare Punktfelder 
beschreiben. 

Die vier collinearen Punktfelder «, a’, a’, «” médgen jetzt nicht 
mehr in demselben R, von drei Dimensionen, sondern in irgend einem 


*) V. meine Note in d, Ber. d. Siichs, Ges, d. W. 1883, p. 59. 

**) Die Fliiche 3. Ordnung lisst sich iibrigens mit blosser Hiilfe des Lineals 
aus 19 Punkten punktweise construiren, d, h. es lassen sich aus diesen Punkten 
linear immer neue Punkte finden, der Cirkel dabei ist tiberfliissig. 


***) S. meine Abh. ,,Ueber die durch collineare Grundgeb.“ etc. Math. 
Ann, XVIII, p. 16. 
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linearen Raume R, von » Dimensionen liegen. Nehmen wir aber in 
diesem irgend einen R, an und ausserhalb desselben » — 3 Punkte, 
so bestimmt jeder Punkt der vier Punktfelder mit diesen » — 3 Punkten 
einen R,-3, welcher den R, in einem Punkte, dem Projectionspunkte 
jenes schneidet. In dieser Weise werden also die vier collinearen 
Punktfelder a, a’, a’, «” in vier collineare Punktfelder 6, fB’, 6’, B’ 
projicirt, welche in demselben R, liegen, also ein Gebiisch collinearer 
Punktfelder und ein Netz collinearer Riume in R, bestimmen. Alle 
diese Riiume sind offenbar je perspectiv bezogen auf die Riume von 
3 Dimensionen, welche je vier entsprechende Punkte der vier Punkt- 
felder a, a’, «”, av” bestimmen, sodass diese auch unter einander 
collinear bezogen sind. Alles kommt nun darauf an zu beweisen, dass 
die Punkte, welche hierbei successive einem Punkte eines ersten Raumes 
entsprechen, je ein ebenes Punktfeld erfiillen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir irgend zwei entsprechende Geraden 
g und g’ von resp. @ und a@’. Diese projiciren sich in die beiden ent- 
sprechenden Geraden h und hk’ von 6 und #' resp. Die durch g und g’ 
erzeugte Regelschaar projicirt sich hierbei in die durch h und h’ er- 
zeugte, und es gehért jede Gerade dieser Schaar je einem der colli- 
nearen Riiume des Netzes an, und die collineare Beziehung derselben 
geschieht durch die Geraden der andern Schaar. Aber auch die Geraden 
der durch g und g’ erzeugten Regelschaar gehéren je einem der durch 
je 4 entsprechende Punkte von a, a’, a’, a” bestimmten Riume an 
und auch fiir sie geschieht die collineare Beziehung durch die Geraden 
der andern Schaar, weil ja die durch g und g’ erzeugte Regelschaar 
mit dem durch g und g bestimmten Raume von 3 Dimensionen die 
vollstiindige Projection der von h und h erzeugten ist. Hiermit ist 
also gezeigt, dass die Punkte, welche einem auf der Verbindungslinie 
zweier entsprechender Punkte von « und e liegenden Punkte eines 
ersten jener Riiume in allen denjenigen Riumen, deren bestimmende 
Punkte in a, a’, a’, a” gerade Linien beschreiben, successive ent- 
sprechen, wieder gerade Linien beschreiben, woraus folgt, dass die welche 
einem solechen Punkte in allen diesen Riaiumen entsprechen, ein ebenes 
Punktfeld beschreiben. Da man nun die Punktfelder a, « durch jedes 
dieser ersetzen kann — denn dass sie zu diesen collinear sind, folgt 
aus der perspectiven Beziehung zu R, — und fiir «@” und a” dasselbe 
Raisonnement gilt, so beweist man leicht die Giiltigkeit unserer Be- 
hauptung fiir alle Punkte jenes ersten Raumes, 

Da diese co® ebenen Punktfelder als Verbindungsebenen ent- 
sprechender Punkte von irgend drei je collinearen Riume R,’, R,”, R,” 
entstehen, so liegt in jedem R,, von R, gerade eins und i. A. nur 
eins derselben. Denn der R,-; schneidet R,', R,’, R,” in drei Ebenen 
y’, 0”, &” vesp. Die der Ebene y’ in R,” entsprechende Ebene y” 
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schneidet 0” in einer Geraden g” und die dieser in R,” entsprechende 
Gerade g” wieder <” in einem Punkte; die Ebene, welche diesen 
Punkt mit den ihm in R,’ und R,” entsprechenden Punkten verbindet, 
ist die gesuchte. 

So erhalten wir das Resultat: 

Sind in einem Raume von n Dimensionen R,, vier collineare ebene 
Punktfelder gegeben, so bestimmen dieselben ein Gebiisch collinearer 
Punktfelder derart, dass in jedem in R, enthaltenen R,_, ewes dieser 
Punktfelder und i. A. nur eins enthalten ist; die Punkte, welche hierbei 
successive irgend zwei Punkten eines ersten Punktfeldes entsprechen, be- 
schreiben zwei collineare Réaiume von 3 Dimensionen. 


§ 2. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich folgender Satz: 

In jedem linearen Fliichensystem nter Stufe lésst sich ein und 
i. A. nur ein Biindel bestimmen, welches so reciprok auf ein Strahlen- 
biindel bezogen ist, dass 3n -+ 2 gegebenen Strahlen desselben F'lichen 
durch diesen zugeordnete 3n + 2 gegebene Punkte entsprechen. 

Dieser Satz ist fiir den niedrigsten in Betracht kommenden Fall 
fiir n=2 von Herrn Schroeter a. a. O. bewiesen; nehmen wir daher 
an, er sei fiir » — 1 richtig, so folgt er auch fiir » selbst. Denn 
danach giebt es in jedem in dem gegebenen linearen Flichensystem 
nter Stufe enthaltenen linearen Flichensystem (nm — 1)ter Stufe ein 
Biindel, welches so reciprok auf das gegebene Strahlenbindel bezogen 
ist, dass 3(n — 1) + 2 von den gegebenen Strahlen desselben Flichen 
durch die zugeordneten 3(m — 1) + 2 gegebenen Punkte entsprechen. 
Bestimmen wir diese Biindel fiir irgend vier lineare Systeme (m — 1) ter 
Stufe, so bestimmen diese vier collinearen Biindel nach § 1 ein Ge- 
biisch collinearer Biindel derart, dass in jedem linearen Systeme (nm — 1) ter 
Stufe ein und i, A. nur eins dieser Biindel liegt. Demnach bilden 
alle jene Biindel unseres Systems mnter Stufe, welche 3(m — 1) + 2 
von den 3n-+ 2 Bedingungen erfiillen, ein Gebiisch collinearer Biindel, 
sodass also die Fliichen welche successive einer Flaiche eines ersten 
Biindels entsprechen, ein Gebiisch bilden. Die Flichen also, welche 
den noch tibrig bleibenden drei gegebenen Strahlen s,, s,, s, in allen 
diesen Biindeln entsprechen, bilden je ein Gebiisch, Unter den dem 
Strahle s, entsprechenden Flichen bilden nun die durch den s, zu- 
geordneten Punkt gehenden wieder ein Biindel; und die diesen in 
dem s, zugehérigen Gebiisch entsprechenden Flichen bilden ebenfalls 
ein Biindel, Unter diesen bilden wieder die durch den s, zugeordneten 
Punkt gehenden ein Biischel, welchem in dem s, zugehdrigen Gebiisch 
ein Biischel entspricht. Dieses endlich sendet eine Fliche durch den s, 
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zugeordneten Punkt, welche mit den ihr in den zu s, und s, zugehé- 
rigen Gebtischen entsprechenden Flichen das gesuchte Biindel bestimmt. 

Man sieht deutlich, dass im Allgemeinen, d. h. wenn die gegebenen 
Strahlen und Punkte von einander und von den Daten des linearen 
Fliichensystems ganz unabhingig sind, gerade nur diese eine Lésung 
existiren kann. Denn existirte noch ein zweites die Aufgabe lésendes 
Biindel, so wiirde dieses mit dem ersten ein Biischel von Biindeln be- 
stimmen, welche die Aufgabe lésen; es gabe also dann unendlich viel 
Liésungen. Da man aber auf dem von uns eingeschlagenen Wege 
sicher alle Lésungen erhalten muss, so kénnen unendlich viele Lésungen 
nur dann resultiren, wenn etwa fiir das Biischel von Biindeln, welche 
den zwei aus s, und s, sich ergebenden Bedingungen géeniigen, die 
dem Strahle s, entsprechenden Flichen von selbst durch den s, zu- 
geordneten Punkt gehen, wenn also die vorausgesetzte Unabhingigkeit 
der gegebenen Strahlen, Punkte und des gegebenen Flicheusystems 
nicht stattfindet. 


§ 3. 
Auf Grund des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes kénnen 
(m+2in49)int4) 4 
6 

gegebene Punkte eine Fliche (n + 1)ter Ordnung zu legen, welche durch 
ein Strahlenbiindel und ein thm reciprokes Fldchenbiindel nter Ordnung 
erzeugt wird. Hierbei haben wir aber zwei Fille zu unterscheiden, je 
nachdem nimlich » von einer der beiden Formen 4h und 4h + 3 oder 
von einer der beiden Formen 44+ 1 und 4h+ 2, Behandeln wir 
zuniichst den ersten Fall. 

Alsdann nehmen wir natiirlich einen Punkt a zum Centrum des 
Strahlenbiindels und von den iibrigen Punkten machen wir 


(m + 1) (n+ 2) (n+ 3) 1 
; —1-—= 9 + 9), 
welches in diesem Falle eine ganze Zahl ist, zu Basispunkten des 
Flichenbiindels. Alle Flichen mnter Ordnung durch diese Punkte, 
welche wir mit (6) bezeichnen wollen, bilden dann ein lineares Flachen- 


wir nun ganz allgemein die Aufgabe lésen, durch 


system von der Stufe i n(n+5). Jetzt bleiben noch tibrig die Punkte 
(c), deren Anzahl ist: 


(n+ 2)(n+3)(n+4) ae pe 


= ; n(n + 5) + 2. 
Darvach kann in dem linearen Systeme von der Stufe aes 5) 


durch die Punkte (6) ein Flachenbiindel nter Ordnung gefunden werden, 
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welches so reciprok auf das Strahlenbiindel durch a bezogen ist, dass 
den < n(n + 5)+ 2 Strahlen durch die Punkte (c) Flaichen durch 


eben diese Punkte entsprechen, womit unsere Aufgabe fiir diesen Fall 
gelést ist. 
Ist aber m von einer der Formen 4h + 1 und 4h + 2, so machen 
(n+1)(m+2)(m+3) 5 __ m(m+5)+4+2 
4 


wir nur — Punkte zu _ Basis- 


punkten (6) des Flichenbiindels, Alle Flaichen nter Ordnung durch 
diese Punkte bilden also ein lineares System von der Stufe Stet Sts 
Jetzt bleiben noch iibrig die Punkte (c), deren Anzahl ist: 


(m+2)(m+3)(m@+4) gg (+1) (H+ 2) (+3) n(n-+ 5)-+ 2 
sonic aie cae demi 





=F (n(n +5) +2) 41. 
Demnach giebt es ein Biischel von Biindeln in dem linearen System 
durch die Punkte (6) von der Stufe motes welche alle so 
reciprok auf das Strahlenbiindel durch a bezogen sind, dass den 
< (n(m + 5) + 2)-+ 1 Strahlen durch die Punkte (c) Flichen durch 


ebendiese Punkte entsprechen; irgend eins dieser oo' Biindel lést unsre 
Aufgabe. 
Aber es entsteht hier das Paradoxon, dass die Fliche (m+ 1)ter 


(n + 2) (n-+3 
6 


Ordnung scheinbar durch }(@+4) Punkte gelegt werden 


kann, weil man ja aus diesem Biischel collinearer Biindel noch eins 
so herausgreifen kann, dass auch dem Strahle von a durch einen neuen 
beliebigen Punkt » eine Flaiche durch diesen Punkt entspricht, sodass 
die von diesen Biindeln erzeugte Fliche auch noch durch > geht. Dem 
ist in der That so, aber diese Fliche ist keine eigentliche Fiche, 
sondern besteht aus allen Punkten des Raumes, oder es entspricht 
jedem Strahle von a eine ihn enthaltende Flaiche. 

Um ein solches Biindel durch die Punkte (6) zu construiren, denken 
wir uns irgend eine Ebene @ durch a und in dieser einen Strahl g. 
Alle Flichen nter Ordnung durch die Punkte (6) und den Strahl g 
bilden offenbar ein lineares System von der Stufe 


n(m-+-1)—2 (n — 1) (wn + 2) 
4 ra 4 ’ 





schneiden also auf der Ebene « ein lineares Curvensystem (m — 1) ter 

Ordnung von derselben Stufe aus. Ebenso bilden alle Flaichen nter 

Ordnung durch die Punkte (6) und eine zweite Gerade h in « durch a 

ahead Ae ody A 
4 


ein lineares System von der Stufe , schneiden also auf 
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der Ebene « ein lineares Curvensystem von derselben Stufe aus. Da 
nun alle Curven (nm — 1)ter Ordnung in @ ein lineares System von 


der Stute ““—! he bilden, so haben diese beiden linearen Systeme 


n—1 2 . 
von der Stufe Suet ) gerade eine Curve c”—) gemeinsam, durch 


welche je eine Fliche nter Ordnung geht, welche die Punkte (6) und 
g resp. h enthilt; diese beiden Flichen mégen G™ und H™ heissen. 
Sie bestimmen ein Biischel von Flichen mter Ordnung, dessen Indi- 
viduen durch c”—) und a gehen, also @ in noch je einer Geraden 
durch a schneiden. Diese Geraden bilden offenbar ein Strahlenbiischel, 
welches auf das Flichenbiischel so projectiv bezogen ist, dass jedem 
Strahle eine ihn enthaltende Fliche entspricht. Ausserdem haben also 
diese Fliichen eine Curve c-*"+) von der Ordnung n? —n-+ 1 ge- 
mein. Man bemerke, dass zu jeder Ebene @ nur ein solch Flaichen- 
biischel gehért. Ist nun & ein nicht in @ liegender Strahl von a, so 
beziehe man das Ebenenbiischel durch & so projectiv auf jenes Flichen- 
biischel nter Ordnung, dass jeder Ebene die Fliche durch die Gerade 
entspricht, in welcher sie die Ebene a schneidet. Jetzt erzeugen die beiden 
Biischel eine Fliche (m+ 1)ter Ordnung, welche aus « und einer 
e—"+1) und k enthaltenden Fliche nter Ordnung K™ besteht. So 
gehért zu jedem Strahle k von a eine Fliche K™ durch c'”-*"+», Be- 
schreibt k eine Ebene B, so beschreibt K™ offenbar ein dazu projec- 
tives Biischel durch c’-"+) und die Curve (m — 1)ter Oadnung, in 
welcher 6 von der durch (a, 8) gehenden Fiche des Biindels (G™, H™) 
geschnitten wird. Hieraus folgt, dass alle Flichen K™ ein Bundel 
bilden, welches reciprok auf das Biindel der Strahlen k bezogen ist. 
Da hierbei jeder Ebene f ein Biischel so zugeordnet ist, wie der Ebene 
« das Biischel (G™, H™), und zu jeder Ebene durch a, wie wir sahen, 
nur ein solch Biischel gehért, so folgt, dass die Construction dieses 
Biindels von der Annahme der Ebene a unabhingig ist, dass also nur 
ein solch Biindel existirt. 

Es ist nun klar, dass dies Biindel stets in unserm Biischel von 
Biindeln enthalten sein muss, weil es ja sicher unsere Aufgabe lést. 
Soll aber aus diesem Biischel von Biindeln ein solches herausgesucht 
werden, dass dem Strahl ab, wo ganz willkiirlich, eine Fiche durch 
> entspricht, so giebt es nach § 2 nur ein dieser Forderung geniigendes 
Biindel, und da das Biindel (G, H™, K™) dieser Forderung geniigt, 
ist es das gesuchte, sodass aus unserer Construction keineswegs folgt, 


man kénne durch Sr Sot 8) (+4) Punkte eine Fliche (n+ 1) ter 
Ordnung legen, da man doch den ganzen Raum nicht als Fliche betrachten 


kann. Hierin liegt nun auch die wahre Aufklirung dieses schon von 
Herrn Schroeter bei Construction der Flichen 2, Grades aus 9 ge- 
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gebenen Punkten bemerkten Paradoxons. In diesem Falle wiirde das 
Biindel durch 6, das mit dem durch qa eine Fliche 2, Grades durch 
a, 6, die 7 Punkte (c) und einen zehnten Punkt > erzeugt, in das 
Biischel durch ab degeneriren, und jedem Strahle durch a entspricht 
die durch ihn gehende Ebene von ab. Bei den Flichen 3. Ordnung 
besteht das analoge Biindel aus den Fliaichen durch die Raumcurve 
3. Ordnung, welche durch a und die 5 Punkte (6b) geht, und jedem 
Strahle durch a entspricht die durch ihn gehende Fliche 2. Grades. 


§ 4. 


Es folgt aus der von uns gegebenen Construction auch leicht, dass 
sich jede Fliche 3. Ordnung, welche von allen durch einen ihrer 
Punkte, a, gehenden Ebenen in Curven 3, Ordnung geschunitten wird, 
die durch ein Strahlenbiischel und ein ihm projectives Kegelschnitt- 
biischel erzeugt werden kénnen, dass jede solche Flaiche 3. Ordnung 
durch ein Strahlenbiindel in a und ein ihm reciprokes F'lichenbiindel 
2. Grades erzeugt werden kann, von dessen Basispunkten noch 5 be- 
liebig auf #’* angenommen werden kénnen. Die erwihnte Erzeugung 
der ebenen Schnittcurven ist desshalb von Wichtigkeit, weil ich nur 
fiir so erzeugte Curven 3. Ordnung als durch die synthetische Geometrie 
bewiesen annehmen will, dass sie durch neun ihrer Punkte i. A. ein- 
deutig bestimmt seien. 

Seien namlich b,, b,, b,,6,, 6, die 5 beliebigen Basispunkte des 
zu suchenden Biindels und ¢,, ¢,,...-,¢,3; die 13 tibrigen der 19 zur 
Bestimmung der J? néthigen Punkte, so nehmen wir dieselben 
folgendermassen an. Der Punkt ¢, sei der dritte Schnittpunkt von 
ab, mit F%, die Punkte ¢,, ¢5, ¢,,¢;, ¢, seien irgend fiinf mit 6, nicht 
in demselben Kegelschnitt gelegene Punkte von F’* in der Ebene ab,b,, 
und die Punkte ¢,, ¢y, Cy, Cig, Cy, ebenso fiinf mit $b, nicht in einem 
Kegelschnitte gelegene Punkte von F’* in der Ebene ab,6,; endlich 
seien ¢,, und ¢,, irgend zwei Punkte von F’%, welche mit b, und }, 
nicht in derselben Ebene liegen, jedoch so; dass etwa c,, in der Ebene 
ab,6, liegt. Denken wir uns nun aus diesen Daten eins der zu dem 
Strahlenbiindel durch a reciproken Flichenbiindel 2. Grades construirt, 
so hat die dadurch erzeugte Fliche 3. Ordnung G* mit F* erstens die 
beiden Curven 3. Ordnung e* und g® in den Ebenen ab,b, und ab,b, 
gemein, weil die beziiglichen Curven je 9 unabhingige Punkte gemein 
haben. Nehmen wir weiter die Ebene ab,6,, in welcher auch der 
Punkt ¢,, liegt; die beziiglichen Schnittcurven haben jetzt die vier 
Punkte a, b,, b;, ¢,., die vier weiteren Schnittpunkte der Schnittge- 
raden von ab,b; mit ab,6, resp. ab,b6, mit den Flichen 3. Ordnung 
und die Tangente in a gemeinsam, sind also auch identisch. Legen 
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wir jetzt irgend eine Ebene durch ac,,, so haben die beziiglichen 
Schnittcurven die 6 Schnittpunkte dieser Ebene mit resp. ab,b,, ab, bs, 
ab,6, und den beiden Flaichen 3. Ordnung gemeinsam, ferner die 
Punkte a, ¢,, und die Tangente in a, sind also wiederum identisch. 
Dreht man also diese letzte Ebene um ac,,, so folgt, dass F'? und G 
Punkt fiir Pankt identisch sind, also F’° durch jene beiden reciproken 
Biindel erzeugt wird. 

Nun wird jede Flache 3. Ordnung, welche durch ein Strahlen- 
biindel in a und irgend ein ihm reciprokes Flichenbiindel 2. Grades 
erzeugt ist, von Ebenen durch a in wie oben erzeugten Curven 3. Ord- 
nung geschnitten. Man kann daher dieselbe Fliche durch dasselbe 
Strahlenbiindel und ein Btischel von ihm reciproken Flichenbiindeln 
erzeugen, von deren Basispunkten noch fiinf beliebig auf der Fliche 
angenommen werden kénnen. 

Ein Flachenbiindel 2. Grades, von dessen Basispunkten zwei, b, 
und ,, reell sind, kann man aber immer erzeugen durch ein Strablen- 
biindel in 6, und ein Netz ihm reciproker Ebenenbiindel in 6,; den 
einfachen Beweis hierfiir tibergehe ich. Durchwandert nun ein Strahl 
das Biindel in a, so durchliuft ja die ihm entsprechende Flache 2. 
Grades ein ihm reciprokes Biindel, also die einem festen Strahle von 
b, in allen jenen Ebenenbiindeln durch 6, entsprechende Ebene eben- 
falls ein dazu reciprokes Ebenenbiindel, welches also mit dem Strahlen- 
biindel durch a eine Fliche 2. Grades erzeugt. Variirt jetzt der feste 
Strahl durch ,, so beschreibt diese Fliiche 2. Grades ein ihm reci- 
prokes Biindel und erzeugt mit ihm die urspriingliche Fiche 3. Ord- 
nung. Denn irgend ein Punkt dieser neuen Fiche ist ein solcher, 
in dem sich ein Strahl von a mit einem Strahle von 6, und einer 
diesem in 6, entsprechenden Ebene schneidet, also auch ein Punkt, 
in welchem der Strahl von a von der ihm entsprechenden Fliche des 
urspriinglichen Biindels geschnitten wird. Hiermit ist also gezeigt, 
dass auch das Centrum des Strahlenbiindels ein beliebiger Punkt der 
Fliche sein kann. 

Beiliufig aber folgt hieraus eine eigenthiimliche Erzeugung der 
Fliche 3. Ordnung durch drei, wie man wohl sagen kann, in trilinearer 
Beziehung stehende Ebenen- und Strahlenbiindel; greift man aus jedem 
von zwei dieser Biindel einen Strahl heraus, so entspricht diesen beiden 
Strahlen zusammen eindeutig eine Ebene im dritten Biindel; halt man 
den einen dieser Strahlen fest, bewegt den andern, so beschreibt die 
Ebene ein ihm reciprokes Biindel. Diese Erzeugung ist der Grass- 
mann’schen fiir ebene Curven durchaus analog und lisst sich auf 
Flichen beliebiger Ordnung ausdehnen. 

Wir kénnen also folgenden Satz als synthetisch bewiesen aussprechen: _ 
Die durch ein Strahlenbiindel und ein ihm reciprokes Flichenbiindel 





446 F. Scaur. Construction der Flaichen nter Ordnung. 


2. Grades erzeugte Fliche 3. Ordnung lésst sich in derselben Weise 
noch unendlich oft erzeugen und zwar so, dass das Centrum des Strahlen- 


biindels und fiinf von den Basispunkten des Flichenbiindels beliebig auf 


der Fiche angenommen werden kinnen. Sind diese fixirt, so geniigen 
noch einfach wunendlich viel Flichenbiindel der Forderung mit dem 
Strahlenbiindel die Fliche zu erzeugen, und ewar bilden die Flichen, 
die hierbei einem festen Strahle successive entsprechen, ein Biischel. 
Diese Fliiche 3. Ordnung ist durch 19 ihrer Punkte i. A. eindeutig 
bestimmt, d. h. zu einem Strahlenbiindel durch irgend einen dieser 
Punkte lassen sich linear die Daten von zu diesem reciproken Fliichen- 
biindeln 2. Grades construiren, welche mit ihm die Fliiche erzeugen. 

Nur schwer widerstehe ich der Versuchung diese letzte Behauptung, 
die zwar in § 3 allgemein bewiesen ist, in diesem besonderen Falle 
ausfiihrlich zu begriinden. Indessen wiirde dem mit solechen Unter- 
suchungen vertrauten Leser eine solche Ausfiihrung nichts Neues 
bieten, und Anderen wiirde es schwer sein mir in das Labyrinth dieser 
sich hiufenden linearen Constructionen zu folgen. 

Wollte man sechs von den gegebenen Punkten als Basispunkte 
des Flaichenbiindels 2. Grades bestimmen, um dann das Centrum des 
Strahlenbiindels zu finden, so lisst sich diese Aufgabe nicht linear 
lésen, weil damit auch die Curve, auf welcher die Centren aller der 
Aufgabe geniigenden Strahlenbiindel liegen, linear construirbar wiire. 
Das Fehlen der alle der Aufgabe geniigenden Biindel verbindenden 
collinearen Beziehung bewirkt, dass unsere Methoden hier versagen. 


Leipzig, im October 1883. 


























Ueber eine Eigenschaft der Potenzreihen. 
Von 


Jutius Kénia in Budapest. 


1. Sei F(a) eine Function, die in der Umgebung des Punktes 0 
analytisch ist und diese Eigenschaft auf dem Kreise mit dem Radius 
[«,] in dem Punkte a, verliert, so dass fiir jeden andern kritischen 
Punkt # einen absoluten Betrag hat, der nicht kleiner als [a,]. Sei 
ferner: 

[«] < [@], 


und /’(@) von O verschieden, so stellt 
F 
(1) fa)=—S 


a-—Z# 
den einfachsten Typus von Functionen dar, die in eine Potenzreihe 
entwickelbar sind, fiir welche der Radius des Convergenzkreises 
gleich [a] ist. 
Nach den F(x) betreffenden Festsetzungen wird diese Function 
durch eine Potenzreihe 


ky thx + hv? +--- 
dargestellt, wenn [x] < [a@,], und ebenso f(x) durch die Reihe 

Q + a, 4+ a2? -+---, 
wenn [7] < [a]. Nach der Definition von f(#) hat man: 

1 2 

ay tayo aya? +++ = (ko thye+he+---\(S+54+5 +--+) 
und daher 
(2) — 55 (ky + ha+-+-+--+ knee), 
wo der in Parenthese stehende Ausdruck die Summe der ersten n + 1 


Glieder in der Reihenentwicklung von F'(x) fiir « =a ist. Bezeichnet 
man dem entsprechend den Rest der Reihe mit R,(«), so wird 
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F(a) — R,, (a) 


an = 
att 


und da F(a) nicht 0, der Grenzwerth von R,(a@) hingegen ver- 
schwindet: 


a 


(3) Lim (s-) = a, 


d. h. bet der Functionsclasse f(x) giebt der Grenzwerth des Quotienten 
zweier aufeinander folgender Glieder unmittelbar den kritischen Punkt a. 

2. Ist F(«) = 0, so hoért die Giltigkeit dieser Schliisse auf. — 
Jedenfalls kann aber F(x) nach den gemachten Voraussetzungen nur 
von ganzer Ordnung null werden. Gehdrt ferner F(x) beziigiich «, 
in die soeben charakterisirte Functionsclasse f(7), so gehért jetzt auch 


A} dahin, und man hat demnach 


oe ee 
Lim ( = 43 
es a—@ 


doch ist in diesem Falle: 


4, R,, (a) ‘ 
Ania Rass (a) : 
also auch: 
P R,, (a) e 
(4) Lim (+ a Ps . , 
a1 \*) / 8 @ 


Gehért F(x) der Functionsclasse f(x) an, ohne dass F(a) ver- 
schwindet, so kann man durch blosse Aenderung des Coefficienten k, 
bewirken, dass dies der Fall sei. Durch diese Aenderung von k, 
bleiben die kritischen Punkte und der Rest der Reihe unberiihrt, so 
dass der Satz auch dann giiltig bleibt, wenn F(a) nicht 0 ist. Dem- 
nach gilt die Relation (4) unter der Voraussetzung [a] < [a,] fiir jede 
Function F(x), die den Charakter einer analytischen Function zum 
ersten Male fiir 2 — a, und fiir keinen andern Punkt, dessen absoluter 
Betrag kleiner oder gleich [@,] ist, verliert. 

3. Setzen wir voraus, dass p(x) = 0 eine algebraische Gleichung 
ist*), unter deren Wurzeln es keine solchen giebt, deren absoluter 
Betrag gleich ist; ist ferner F(x) eine ganze Function, die mit o(z) 
keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzt, also am einfachsten 1 oder 


g (x), so gehort a in die unter 1. behandelte Functionsclasse und 


aus der recurrirenden Reihe 


*) Vergl. meine Abhandlung im IX. Bande der Mathem. Annalen, pag. 530: 
»,Ein allgemeiner Ausdruck fiir die ihrem absoluten Betrage nach kleinste Wurzel 
der Gleichung n'** Grades,‘ 
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Fa 
Say + Ge + aya? +--- 
erhilt man den Werth der dem absoluten Betrage nach kleinsten 


Wurzel @ von p(x) =0, 


Lim (**-) =a. 
a n=@ 

Die Bedingung, dass o(v) = 0 keine Wurzeln von gleichem ab- 
soluten Betrag besitze, ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit; 
denn, wenn g(x) =O keine gleichen Wurzeln besitzt, so fihrt die 
Substitution y=x-+ 0 (wod eine passend gewihlte, geniigend kleine Zahl 
bedeutet) zu einer Gleichung, welche die geforderte Eigenschaft be- 
sitzt. Hat die Gleichung conjugirte complexe Wurzeln, so kann 0 
nicht reell sein; man kann aber fiir 0 beliebig viele rationale com- 
plexe Zahlen setzen. 


Budapest. 


Mathematische Annalen. XXIII. 


Ueber die Bedingungen der Giiltigkeit der Taylor’ schen Reihe. 
5 oo] 7) e 


Von 


Junius Kénie in Budapest. 


Anlasslich der einleitenden Bemerkungen des Herrn P. du Bois- 
Reymond zu seinem Aufsatze*) ,,Ueber den Giiltigkeitsbereich der 
Taylor’schen Reihenentwicklung“ glaube ich, dass die Mittheilung 
des folgenden Satzes, der die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir die Entwicklung einer Function in eine Taylor’sche 
Reihe angiebt, nicht ohne Interesse sein wird. Es soll noch besonders 
bemerkt werden, dass der Satz sich gleichmiissig auf Functionen reeller 
und complexer Variabeln bezieht, natiirlicherweise aber nur fiir den 
ersten Fall wesentlich Neues giebt. Derselbe lautet: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, duss die 


Reihe 
' F(a) (- Lm 
> f(a) ¥ 


fiir ein bestimmtes x und fiir jedes h, dessen absoluter Betrag kleiner 
als eine bestimmte (von dem gewihlten x abhingige) Grisse og, ist, die 
eindeutige Function f(x + h) zur Summe habe, sind: 

1) Es muss fiir jedes endliche n die Function f™)(&) endlich, stetig 
und differentiirbar sein in der Umgebung jedes Werthes &, fiir welchen 
[(§ — 2] < ez. 

2) Die Reihe 


Ps f™ (&) a 


muss convergiren, wenn die absoluten Betriige von h und & der Be- 
dingung 
[E—azj)+[h]<e 


genugen. 

3) Die unter 2) stehende Reihe, als Function von & betrachtet, muss 
gliedweise differentiirbar sein in der Umgebung jedes §, das der Be- 
dingung [§ — x] + [h] < oz geniigt. 


*) Math, Annalen, Bd. XXI, pag. 109. 
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Der Beweis des einmal ausgesprochenen Satzes ist so einfach, dass 
es geniigt, denselben in Kiirze anzudeuten. 

Um die Bedingungen als nothwendige zu erkennen, bemerken wir 
zuerst, dass f™(§) fir jedes endliche » differentiirbar sein muss in 
der Nahe von §=2, damit die Reihe tiberhaupt existire. Setzen 
wir dann: " 

. ; h” 

fla +h) = S' (2) =, (i < en, 
so folgt (1) aus der Form der Reihe, die nach Potenzen von h fort- 
schreitet. Ist ferner [h] + [0] < @., so wird 


(e+ ht 8) — DI f(a) SSP 


convergiren und auch nach Potenzen von h geordnet werden kénnen, 
und man erkennt in den Coefficienten der verschiedenen Potenzen 
von h die Ableitungen von f(~#-+h) fir h=0, da die Reihe fiir 
f(a -+ h) als Potenzreihe nach h gliedweise differenzirt werden kann, 
ferner 0 im Darstellungsbereich liegt. Diess giebt die zweite Be- 
dingung. 

Da dann ferner 


f(a + h+ 6) = S' (w+ 8) 


ist, so folgt, dass die Reihe nach § = x-+ 6 und h differenzirt, den- 
selben Werth ergiebt, was sich leicht in die Bedingung (3) um- 
setzen lasst, 

Dass die Bedingungen auch hinreichend sind, sieht man daraus, 
dass unter diesen Voraussetzungen die Reihe 


o=— > fe 
fiir alle Werthe von § und h, welche der Bedingung 

[E—2]+ [fh] <@ 
gentigen, eine Function dieser Gréssen definirt. Dieselbe besitzt einen 
bestimmten Differentialquotienten sowohl nach h, als auch — in Folge 


h” 


n! 


der dritten Bedingung — nach § Da aber 
Oo 60 
o& ~—SOOh 


ist, so folgt, dass ® nur von — + h abhiingt, und also auch fiir jeden 
Werth von &, der der Bedingung [§ — x] < 0, geniigt, da man dann 
h = 0 setzen kann, ®(€) = /(§&) ist; also schliesslich fiir § = x 


fle +h) = >) fa) = 
mit der Bedingung [hk] < oz. 
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Man kénnte in der Fassung des Satzes die erste und zweite Be- 
dingung ganz weglassen, da jede derselben eine nothwendige Voraus- 
setzung fiir die Erfiillung der nichstfolgenden ist, doch wiirde der 
Satz dadurch an Pricision verlieren, da jede Bedingung erst dann einen 
Sinn erhdlt, wenn der vorangehenden geniigt ist*). 

Die gesonderte Aufstellung der drei Bedingungen ist auch durch 
das Interesse gerechtfertigt, das sich fiir Functionen reeller Variabeln 
an ihr gegenseitiges Verhiltniss kniipft. Dass die erste Bedingung in 
diesem Falle nur eine nothwendige, nicht aber eine hinreichende Voraus- 
setzung der zweiten Bedingung ist, zeigt sich an dem von Herrn 
P. du Bois-Reymond in dem erwihnten Aufsatze behandelten ersten 
Beispiele. Die Frage, wie sich das Verhiiltniss der zweiten und dritten 
Bedingung stellt, muss wohl noch offen bleiben. 


Budapest. 


*) Es sei noch erwihnt, dass der gegebene Satz bei einer elementaren Be- 
handlung der Analysis fiir die Entwicklung der Theorie der Taylor’schen Reihe 
benutzt werden kann. Die durch die Bedingung (3) gebotene, anscheinend schwie- 
rige Untersuchung gestaltet sich fiir die elementaren Functionen sehr einfach. So 
hat man z, B. fiir die Binomialreihe: 


LOaterw-ate DOGS 


wo die Differentiation nach 2 unmittelbar ausgefiihrt werden kann, da nach der 


angefiihrten Umformung die Reihe x nur in wis enthalt, und nach Potenzen 


dieses Ausdruckes fortschreitet. 























Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 
Von 


Grora CanrTor in Halle. 
‘Fortsetzung des Artikels in Bd. XXI, pag. 545.) 


Nr. 6. 
§ 15. 


In Nr. 5 dieser Abhandlung habe ich an verschiedenen Stellen im 
Interesse des Zusammenhangs gewisse Siitze der Mengenlehre ausge- 
sprochen, ohne mich auf deren Beweise damals einzulassen, weil 
im Plane jener Mittheilung andere Gegenstinde den Vorzug eingehen- 
derer Behandlung erfahren mussten. Ich will jetzt die sonach gebliebenen 
Liicken auszufiillen suchen und in dieser Nummer sowohl, wie in der 
bald niichstfolgenden die fehlenden Beweise geben, wobei ich mich 
aber nicht darauf beschriinken, sondern auch Sitze entwickeln will, 
die zwar in diesen Zusammenhang gehéren, in den friiheren Nummern 
aber theils noch gar nicht erwihnt, theils nicht mit der erforderlichen 
Genauigkeit formulirt worden sind. 

Den Anfang mache ich mit der folgenden einfachen und sehr all- 
gemeinen Betrachtung. 

Wenn ein -dimensionaler Theil H eines nach » Dimensionen 
ausgedehnten, stetigen, ebenen Raumes G, eine Punktmenge P ent- 
halt, wobei H auch der ganze Raum G, selbst sein kann, und wir 
zerlegen den Raumtheil H nach einem bestimmten, im Uebrigen be- 
liebig gelassenen Gesetze in eine endliche oder unendliche Anzahl ge- 
trennter, in sich zusammenhiingender, n-dimensionaler Theile: 

ee oe 
(deren Inbegriff, wenn er unendlich ist, nach Bd. XX, pag. 117 stets 
von der ersten Miichtigkeit ist und folglich in der Form jener einfach 
unendlichen Reihe (H,) gedacht werden kann), wobei die gegenseitigen 
Begrenzungen der aneinanderstossenden Theile gehdrig vergeben sind, 
(so dass ein und derselbe Punkt von H einem und nur einem der 
Theile H, desselben angehdrt), so zerfillt die Punktmenge P in eine 
entsprechende Anzahl von Theilmengen: 

, a eee ee 


XXIII, 
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wobei P, derjenige Theil von P ist, welcher mit allen seinen Punkten 
dem Gebiete H, angehért; es kann also unter Umstiinden P, gleich 
Null sein, falls kein Punkt von P in den Raumtheil H, fiallt. 

Wir wollen nun mit dem Buchstaben Y irgend eine Kigenschaft 
oder Beschaffenheit bezeichnen, welche von Punktmengen innerhalb 
G, ausgesagt werden kann und die nur an die folgenden Voraussetzungen 
gekniipft ist: 

1) falls P irgend eine, in einem ganz im Endlichen liegenden 
n-dimensionalen Theil H von G, befindliche Punktmenge von der Be- 
schaffenheit Y ist und man zerlegt das Gebiet H in der oben be- 
sprochenen Weise nach irgend einem Gesetze in eine endliche Anzahl 
m von Theilgebieten: 


BD, «Thos 5 + «9 Mes es 
wodurch P in die Theilmengen: 
Pig Bag oo vy Bans 


zerfallt, so soll dieselbe Beschaffenheit Y auch wenigstens einer von den 
Theilmengen P,, P,, ...,; Pr, Pm zukommen; 

2) ist P irgend eine Punktmenge innerhalb G,, welcher die Be- 
schaffenheit Y zakommt und Q eine beliebige andere Punktmenge inner- 
halb G,, welche mit P keinen Punkt gemeinsam hat, so soll die Menge 
P + @ stets auch die Beschaffenheit Y haben. 

Als einfachstes Beispiel einer Besthaffenheit von Punktmengen, 
welche den Charakter Y haben, fiihre ich diejenige Beschaffenheit einer 
unendlichen Punktmenge an, wonach sie aus unendlich viel Punkten 
besteht; offenbar geniigt diese Beschaffenheit den beiden soeben formu- 
lirten Voraussetzungen. Es gilt nun folgender Satz: 

Theorem I. Ist H irgend ein ganz im Endlichen liegender n- 
dimensionaler Theil von G, und P eine in H enthaltene Punktmenge 
von der Beschaffenheit Y, so giebt es wenigstens einen Punkt g von H in 
solcher Lage, dass, wenn K,, irgend eine n-dimensionale Vollkugel mit 
dem Mittelpunkt g ist, derjenige Bestandtheil von P, welcher in das 
Gebiet K,, fillt, stets die Beschaffenheit Y hat, der Radius der Voll- 
kugel K, mag so klein genommen werden, wie man wolle. 

Zum Beweise dieses Satzes zerlegt man das ganz im Endlichen 
liegende Gebiet H nach irgend einem Gesetze in eine endliche Anzahl 
von -dimensionalen Theilgebieten, in deren jedem simmtliche Distanzen 
von je zwei Punkten kleiner sind als 1; dass solches immer thun- 
lich ist, sieht man leicht ein; von den entsprechenden Theilmengen, 
in welche hierbei P zerfallt, muss wenigstens eine die Beschaffenheit 
Y haben (wegen der Voraussetzung 1), man wihle in gesetzmissiger 
Weise eine von diesen Theilmengen und bezeichne sie mit Py), den 
entsprechenden Theil von H, in welchem Py) liegt, nennen wir Hy. 
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Nun zerlege man ebenso das Gebiet Hy) nach irgend einem Ge- 
setze in eine endliche Anzahl von mn-dimensionalen Theilgebieten, 


in deren jedem siimmtliche Distanzen kleiner sind als 33 von den 
entsprechenden Theilmengen, in welche hierbei Py) zerfallt, werde in 
gesetzmiissiger Weise eine genommen, die die Beschaffenheit Y hat, 
wir nennen sie Pi) und den entsprechenden Theil von Hy, in welchem 
Pe) liegt, nennen wir Hj); so fahren wir fort und erhalten eine ge- 
setzmiissige, unendliche Reihe von n-dimensionalen Theilgebieten 


Hy, A), eee Hy-1), Hy), sieve 
von denen jedes in den vorhergehenden enthalten ist und wo simmt- 
liche in H, vorkommenden Distanzen kleiner sind als —; gleichzeitig 


haben wir eine gesetzmissige unendliche Reihe von Punktmengen: 
Pay, Pe, -- +) Poy, Pw, --. 

von denen jede ein Bestandtheil der vorhergehenden ist und stets die 

Beschaffenheit Y hat; P,,) ist derjenige Bestandtheil von P, welcher 

mit allen Punkten dem Gebiete H),) angehért. — 

Nach einem bekannten Satze der arithmetischen Analysis giebt 
es nun einen ganz bestimmten Punkt g von H, der allen den Theil- 
gebieten H,) zugleich angehért und hieraus erkennt man leicht, dass 
dieser Punkt g eine Lage hat, wie sie in unserem Theorem beschrieben 
worden ist. 

Ich bemerke, dass die hier angewandte Beweismethode, welche 
wohl schwerlich durch eine wesentlich andere ersetzt werden kann, 
ihrem Kerne nach sehr alt ist; in neuerer Zeit findet man sie unter An- 
derem in gewissen zahlentheoretischen Untersuchungen bei Lagrange, 
Legendre und Dirichlet, in Cauchy’s Cours d analyse (Note troi- 
siéme) und in einigen Abhandlungen von Weierstrass und Bolzano; 
es scheint mir daher nicht richtig, sie vorzugsweise oder ausschliesslich 
auf Bolzano zuriickzufiihren, wie solches in neuerer Zeit beliebt 
worden ist. 

Es verdient ferner bemerkt zu werden, dass unsere Beweismethode von 
einigen Geometern angegriffen wird. Die hierzu benutzten Argumente 
sind héchst subtil; sie haben Viele in Verlegenheit gesetzt, ein- 
geschiichtert und verwirrt, denen die Aufrechterhaltung der Beweis- 
fiihrung von grésster Wichtigkeit gewesen wire. Die vorgekommenen 
Kinwiinde sind jedoch ihrem Wesen nach nicht neu, sondern haben die 
grésste Aehnlichkeit mit jenen Paralogismen, die Zeno von Elea ge- 
braucht hat, um die Méglichkeit der Bewegung oder der Vielheit der 
Dinge in Zweifel zu ziehen (vergl. Aristoteles, Physik VI, 9). Solche 
Erscheinungen lassen sich in fast jedem Zeitalter nachweisen; im sieben- 
zehnten Jahrhundert beispielsweise lebte in P aris ein gewisser Chevalier 

31° 
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de Méré, welcher durch seine Sophismen, neben anderen Ursachen, 
dazu beigetragen hat, einem der gréssten Geister Frankreichs, Pascal 
die Beschaftigung mit der Mathematik véllig zu verleiden. Man findet 
hieriiber sehr interessante Details in Bayle’s Dictionnaire historique et 
critique, im Artikel iiber Zeno von Sidon (Schiiler des A pollodorus, 
nicht zu verwechseln mit jenem Eleaten Zeno). Dieser Epikureische 
Philosoph ist durch ein Werk beriihmt geworden, worin er die Giiltigkeit 
der mathematischen Beweise angriff. Er erscheint daher als Vorliufer einer 
Richtung, welche sich heutzutage selbst ,, Metamathematik“ nennt. 
Der Stoiker Posidonius hat gegen ihn ein Werk geschrieben, um 
seine wider die Mathematik gerichteten Angriffe zu nichte zu machen. 
Beide Biicher sind verloren gegangen. 


Eine sehr umfassende Classe von Punktmengen bilden diejenigen, 
welche die erste Michtigkeit haben und die ich auch in den Num- 
mern 1—4 abzdhlbare Mengen genannt habe. Die letztere Ausdrucks- 
weise kann zwar im engeren Sinne auch ferner beibehalten werden, 
um diese Mengen von denen héherer Michtigkeit zu unterscheiden, ich 
habe aber in Nr. 5 (Bd. XXJ, pag. 550) gezeigt und hervorgehoben 
dass man strenggenommen auch von den Mengen zweiter, dritter oder 
hiherer Michtigkeit immer sagen kann, sie seien abzdhlbar; der Unter- 
schied ist nur der, dass wihrend die Mengen erster Michtigkeit nur 
durch (mit Hiilfe von) Zahlen der zweiten Zahlenclasse abgezihlt wer- 
den kénnen, die Abzdhlung bei Mengen zweiter Michtigkeit nur durch 
Zahlen der dritten Zahlenclasse, bei Mengen dritter Michtigkeit nur 
durch Zahlen der vierten Zahlenclasse u. s. w. erfolgen kann. 

Denkt man sich beispielsweise den Inbegriff (gp) aller rationalen 
Zahlen die >0 und <1 nach dem in Borchardt’s J. Bd. 84, p. 250 
angegebenen Gesetze in die Form einer einfach unendlichen Reihe: 


(Pir Por += +> Pry = ++) 
gebracht, so bildet er in dieser Form eine ,,wohlgeordnete Menge“ 
deren Anzahl (nach den Definitionen von Annalen Bd. XXI, p. 548 
und p. 576) gleich @ ist, 
Schreibt man aber denselben Inbegriff etwa in den beiden anderen 
Formen wohlgeordneter Mengen: 


(Poy Par + +> Prpty ++ +> i), 

(M:; Psy 22+ PIv—1y - ++» Por Par+ ++, Pavy-- .) 
so kommen ihm in Bezug auf diese Formen resp. die Anzahlen @ +- 1 
und 2@ zu; und wenn a@ irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse 
ist, so lassen sich unzihlig viele wohigeordnete Mengen denken, die 
ihrem Bestande nach vdéllig tibereinstimmen und zusammenfallen mit 
dem Inbegriffe (@), aber ihrer Form nach die vorgeschriebene Zahl a 
zur Anzahl haben. 
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Durch Umformung einer wohlgeordneten Menge wird, wie ich 
dies in Nr. 5 wegen seiner Wichtigkeit wiederholt hervorgehoben habe, 
nicht ihre Mdchtigheit geiindert, wohl aber kann dadurch ihre Anzahl 
eine andere werden. 

Ganz ebenso liisst sich irgend eine Menge ¢~) der zweiten Miichtig- 
keit zundchst in die Form einer wohlgeordneten Menge: 


(Ww Wotiy ++) Yap - “a 

bringen, worin @ siimmtliche Zahlwerthe der zweiten Zahlenclasse an- 
zunehmen hat; in dieser Form ist ihre Anzahl gleich Q, wo Q die 
erste, d. h. kleinste Zahl der dritten Zahlenclasse ist; dieselbe Menge 
(wy) lasst sich aber auch, wenn A irgend eine vorgegebene Zahl der 
dritten Zahlenclasse ist, auf unziihlig viele Weisen in die Form einer 
wohlgeordneten Menge bringen, welche durch die Zahl A abgezdhlt 
wird, u. s. Ww. — 

Die Frage, durch welche Umformungen einer wohlgeordueten Menge 
ihre Anzahl gedndert wird, durch welche nicht, lisst sich einfach so 
beantworten, dass diejenigen und nur diejenigen Umformungen die 
Anzahl ungedndert lassen, welche sich zuriickfiihren lassen auf eine 
endliche oder unendliche Menge von ‘Transpositionen, d. h. von Ver- 
tauschungen je zweier Elemente. — 

Ich will nun zwei Siitze iiber Punktmengen erster Michtigkeit 
formuliren, welche in der Mengenlehre hiiufig angewandt werden: 

Theorem II. Ist eine im unendlichen Raume G, verbreitete Punkt- 
menge P so beschaffen, dass, wenn H irgend ein ganz im Endlichen 
befindlicher Theil von G, ist, der zu H gehdrige Bestandtheil von P 
endlich ist oder die erste Miéichtigkeit besitat, so hat auch P selbst die 
erste Méichtigkeit, (es sei denn, dass P endlich ist). 

Der Beweis kann auf verschiedene Weisen dadurch gefiihrt werden, dass 
man G,, in eine unendliche Anzahl von gesonderten m-dimensionalen Theilen: 


a 


zerlegt, von denen jeder ganz im Endlichen liegt; dadurch zerfallt P 
in eine unendliche Anzahl von Theilmengen: 


> 2 ° 
Re ae 


da jede von diesen entweder endlich oder von der ersten Michtigkeit 
ist, so gilt ein gleiches von ihrer Zusammenfassung, welche nichts 
anderes als P ist. (M. v. Bd. XX, pag. 117 oben). 

Theorem III. Es sei Q irgend eine Punktmenge innerhalb G,, 
Q® ihre erste Ableitung und R eine Punktmenge, welche mit Q und 
ebenso mit Q® keinen Punkt gemeinsam und ausserdem eine solche Be- 
schaffenheit hat, dass, wenn H irgend cin Theil von G, ist, der weder 
Punkte von Q noch Punkte von Q™ enthilt, alsdann der zwm Gebiete H 
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gehorige Bestandtheil von R endlich ist oder die erste Michtigkeit hat, 
so ist auch R selbst endlich oder von der ersten Miéichtigkeit. 

Beweis. Sei o irgend eine positive Grésse; um jeden Punkt g 
von WM(Y, YQ) als Mittelpunkt werde eine n-dimensionale Vollkugel K (gq, @) 
gedacht, wobei wir die. (n — 1)-dimensionale Grenze derselben zu ihr 
mitrechnen. Diese simmtlichen Vollkugeln K(q, @) kénnen theilweise 
in einander eindringen, bestimmen jedoch in ihrer Gesammtheit 
einen gewissen zusammenhingenden oder nicht zusammenhiingenden 
n-dimensionalen Theil des Raumes G,; diesen Theil, nach der Aus- 
drucksweise von Nr. 2 d. Abh., Annalen Bd. XVII, pag. 355 das kleinste 
gemeinschaftliche Multiplum aller K(q,@) bei festem @, in Zeichen: 
M CK (gq, e)) wollen wir TT(@) und die Differenz G, — TT(@) wollen wir 
H(o) nennen. H(g) enthalt alsdann weder Punkte von Q, noch solche 
von Q; ist @ < @ so ist immer H(g) ein Bestandtheil von H/o’). 

Unter Umstinden kann H(g) gleich Null sein, man sieht aber in 
unserm Falle, wo R von Null verschieden ist und weder mit Q noch 
mit Q) Punkte gemein hat, dass, wenn @ unter eine gewisse Grenze 
der Kleinheit sinkt, H(@) ein von Null verschiedener, n-dimensionaler 
Theil von G, ist, dem seiner Definition nach seine Grenze nicht zu- 
gehérig anzusehen ist. 

Man erkennt aber auch ferner, dass, wenn r irgend ein Punkt 
von F ist, alsdann durch hinreichende Verkleinerung von @ immer 
bewirkt werden kann, dass dieser Punkt r zum Gebiete H(@) gebdrt. 
Denn da FR keinen Punkt mit Q@ und Q@ gemeinsam hat, so kénnen 
an r Punkte von @Q nicht beliebig nahe herantreten. Bezeichnet man 
daher mit ¢(r) die wntere Grenze der Entfernungen zwischen r und 
den Punkten von @, so ist e(r) von Null verschieden. 

Nimmt man nun @ < é(r), so muss nothwendig der Punkt 7 ausser- 
halb des Gebietes TT(e) liegen und daher zum Gebiete H(g) gehdren. 
Man denke sich nun folgende unendliche Reihe von Raumgebieten: 


H(), (H()— 4), (H(3)— H(q)) ++ 
(H(,)— 4(29))) 


so wird nach dem soeben Bewiesenen jeder Punkt + von R einem 


ganz bestimmten von diesen Gebieten angehéren. Der Bestandtheil 
R, von R, welcher einem beliebigen Gliede dieser Reihe: 


(#(3)—4(4,)) 


angehort, ist, weil das Gebiet: 


H(})— u(~-) 
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keinen Punkt von @ oder Q“ enthilt, der Voraussetzwng unseres 
Theorems gemiiss, endlich oder von der ersten Miichtigkeit. Yolglich 
ist auch R, d.h. die Gesammtheit der Punkte von R,, R,,..., Ry, .. 
endlich oder von der ersten Miichtigkeit. w. z. b. w. 


§ 16. 

Theorem A*). Eine in einem stetigen, n-dimensionalen Gebiete 
G, enthaltene Punktmenge P kann, wenn sie von der ersten Miichtig- 
keit ist, nie eine perfecte Punktmenge sein. 

Beweis. Unter einer perfecten Punktmenge in einem stetigen 
Gebiete G, verstehe ich eine Menge S von solcher Beschaffenheit, dass 
ihre erste Ableitung S® vollig mit ihr identisch ist, so dass: 

so=S8. 
In Folge dessen ist auch jede héhere Ableitung S@ von S mit S 
identisch. 

Ist also s irgend ein Punkt einer perfecten Menge 8S, so ist s 
gleichzeitig ein Grenzpunkt von S und ist s’ irgend ein Grenzpunkt 
von S, d. h. irgend ein Punkt von S™, so ist s’ gleichzeitig auch ein 
zu S gehoriger Punkt, — 

Dies vorausgeschickt sei P irgend eine Punktmenge erster Machtig- 
keit innerhalb des Gebietes G,, so kénnen wir uns die simmitlichen 
Punkte p von P in die Form: 


a ee 
einer einfach unendlichen Reihe (p,) gebracht denken. Um nun zu 
zeigen, dass P nicht eine perfecte Menge sein kann, wollen wir voraus- 
setzen, dass jeder Punkt p, von P ein Grenzpunkt von P ist und als- 
dann beweisen, dass immer gewisse andere Grenzpunkte p’ von P vor- 
kommen miissen, die nicht zugieich Punkte von P sind, oder, was 
dasselbe ist, die mit keinem der Punkte p, zusammenfallen. Hiermit 
wird unser Theorem vollkommen bewiesen sein; denn wire P eine 
perfecte Menge, so miisste nicht nur jeder Punkt p, von P ein Grens- 
punkt von P sein, sondern es miisste auch umgekehrt jeder Grenepunkt 
p von P ein zu P gehoriger Punkt p, sein. 

_ Man nehme p, zum Mittelpunkt eines sphdrischen Gebildes von 
(wm — 1) Dimensionen innerhalb G, und gebe demselben den Radius 
0; = 1; wir wollen dieses sphiirische Gebilde mit K, bezeichnen. Von 
allen Punkten der Reihe (p,), welche auf p, folgen, sei p;, der erste 
(d. h. mit dem kleinsten Index versehene) von allen, die in das Innere 
der Sphiire K, fallen; dass solche Punkte in unziahliger Menge in der 
Reihe (p,) vorkommen, ist deshalb nothwendig, weil unserer obigen 
Voraussetzung nach p, ein Grenzpunkt der Menge (p,) ist. 


*) M, v. Acta math. t. Il, pag. 409. 
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Wir bezeichnen mit 6, den Abstand der beiden Punkte p, und p;,, 
und nehmen p;,, zum Mittelpunkt einer zweiten Sphiire K,, deren 
Radius g, durch die Bedingung bestimmt ist, gleich der kleinsten von 
den beiden Gréssen: 

+ 6, und >; (@; — 4) 
zu sein. 

Es liegt alsdann die Sphire K, ganz im Innern von K, und die 
Punkte: p,, p.,.-+, pi—1 der Reihe (p,) liegen offenbar simmtlich 
ausserhalb der Sphire K,; wir heben ferner hervor, dass der Radius 


‘ ° 1 
e, von K, kleiner ist als —. 

Ebenso sei p;, der erste unter den auf p, folgenden Punkten der 
Reihe (p,), welcher in das Innere der Sphiire K, fallt; solcher Punkte 
von (p,), die in das Innere der Sphire K, fallen, giebt es nimlich 
unendlich viel, weil der Mittelpunkt p; von K, ein Grenzpunkt der 
Menge (p,) sein soll; den Abstand der beiden Punkte p;, und p;, nennen 
wir 6, und nehmen p,, zum Mittelpunkt einer dritten Sphéire K,, deren 
Radius @, die kleinste von den beiden Gréssen: 

1 1 as 

37% und +(e — 4) 
ist, Die Sphire K, fillt alsdann ganz in das Innere der Sphire K, 
und die Punkte: 

Pi> Poy ++ +> Pat 
der Reihe (p,) sind alle ausserhalb der Sphiire K, gelegen; der Radius 
° , : 1 

e, von K, ist offenbar kleiner als 7 

Nach dem schon hieraus sichtbaren Gesetze wird eine unendliche 

Reihe von Sphiaren: 
ee oe 
erhalten, die in Beziehung steht zu einer bestimmten unendlichen Reihe 
von wachsenden ganzen Zahlen: 
1m <a See-SCi Ct <--- 


Jede Sphire K, fillt ganz in das Innere der vorangehenden 
Sphire K,_;. 


Das Centrum p;, der Sphire K, ist definirt als der erste in der 
Reihe (p,) auf p;,_, folgende Punkt, der in das Innere der Sphiare K,_, 
zu liegen kommt (wobei wieder zu bemerken ist, dass p;,_,, der Mittel- 


punkt von K,_,, ein Grenzpunkt von P ist); der Radius g, der Sphire 
K, ist definirt als die kleinste von beiden Gréssen: 


1 1 
z Gy—-1 und 2 (Q,-1 pay Gy), 


wobei 6,_; die Distanzg der beiden Punkte pi, _, und p;, ist. 








ew 
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Die Punkte p,, p,,..., p:,_, fallen, wie man leicht sieht, ausser- 
halb der Sphiire K, und man hat: 
® Ss 
Es werden daher die Radien der Sphiren K, mit wachsendem v unend- 
lich klein; hieraus, und weil immer K, ganz in das Innere von K,_, 
fillt, folgt nach einem bekannten Hauptsatze der Gréssenlehre, dass 
die Mittelpunkte p;, der Sphiire K, mit wachsendem v gegen einen 
bestimmten Grenzpunkt couvergiren y den wir p' nennen wollen, so dass: 
lim (pi,) =p’, 
v= 
p ist offenbar ein Grenzpunkt von P, weil die Punkte p,, simmtlich 
zu P gehéren. Andrerseits iiberzeugt man sich aber, dass p' nicht als 
Punkt zu P gehdren kann; denn sonst wiirde fiir einen gewissen Werth 
des Index » die Gleichung statthaben: 
DP = Pai 
sie ist aus dem Grunde unmdglich, weil p’ in das Innere der Sphiren 
K, fallt, wie gross auch vy sei, dagegen p, ausserhalb der Sphiren 
K, liegt, sobald nur v > » genommen wird. 

Auf solehe Weise haben wir gezeigt, dass eine Punktmenge P 
von der ersten Mdchtigkeit niemals eine perfecte Menge sein kann. 

Theorem B. Ist a irgend eine Zahl der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse und P innerhalb G, eine Punktmenge von solcher Beschaffen- 
heit, dass: 

Po = 0, 
so ist P™ sowohl wie auch P von der ersten Miéichtigheit, es sei denn, 
dass P resp. P“ endliche Mengen sind. 

Beweis. Die erste Ableitung einer Punktmenge P ist eine be- 
stimmte neue Menge P', niimlich die Menge aller Grenzpunkte von 
P; unter der zweiten Ableitung P® von P verstanden wir die erste 
Ableitung von P® und allgemein unter der y'" Ableitung P® die 
erste Ableitung von P0—-», 

Die Ableitung P©) ist, wie leicht zu sehen, stets mit allen ihren 
Punkten in P“ enthalten und allgemein ist P” ein Bestandtheil aller 
Ableitungen P™, P®, ..., P’—, welche ihr vorangehen. 

Wir sahen aber auch, dass die fiir die Erforschung der Natur 
einer Punktmenge P so wichtige Begriffsbildung von Ableitungen ver- 
schiedener Ordnung durch die soeben erwihnten Ableitungen mit 
endlicher Ordnungszahl v keineswegs ihren Abschluss findet, dass es 
vielmehr im Allgemeinen nothwendig ist, aus P abgeleitete Mengen 
mit in die Betrachtung zu ziehen, welche sich naturgemdss als Ab- 
leitungen der Menge P auffassen lassen, deren Ordnungen durch be- 
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stimmte transfinite Zahlen der zweiten, dritten Zahlenclasse u. s. w. 
characterisirt werden. 

In Wirklichkeit stellt sich zwar, wie aus den spiiter folgenden 
Theoremen aufs bestimmteste hervorgehen wird, die Sache so, dass 
bei den Punktmengen innerhalb eines beliebigen Gebietes G, streng- 
genommen nur diejenigen Ableitungen eine Rolle spielen, deren Ord- 
nungszahl der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehoért. Es zeigt sich 
nimlich die héchst merkwiirdige Thatsache, dass fiir jede Punktmenge 
P von einer gewissen Ordnungszahl « an, welche der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse, jedoch keiner héheren Zahlenclasse angehért, die Ab- 
leitung P entweder 0 oder eine perfecte Menge wird; daraus folgt, 
dass die Ableitungen héherer Ordnung als @ mit der Ableitung P 
siimmtlich identisch sind, ihre Inbetrachtnahme daher iiberfliissig wird. 

Nichtsdestoweniger sind wir im Stande formell (d. h. dem Begriffe 
nach) Ableitungen einer Punktmenge P zu definiren, deren Ordnungs- 
zahlen beliebig hohen Zahlenclassen angehéren, vorausgesetzt, dass diese 
Zahlenclassen vorher ordnungsmiissig definirt sind. — Die Begriffe 
der Ableitungen mit transfiniter Ordnungszahl ergeben sich successive 
in derselben Folge wie die transfiniten Zahlen selbst. 

Zunichst erhilt man: 

PO =D (P, P®,..., P,---), 
wo das Zeichen D die Bedeutung hat, welche ich ihm in Bd. XVII, 
pag. 355 gegeben habe. 

Sodann erhalten wir P@+ als die erste Ableitung von P™, 
P(+* als die erste Ableitung von P+ u.s. w. Ist y irgend eine 
transfinite Zahl der zweiten oder einer hdheren Zahlenclasse, so griindet 
sich der Begriff P® auf die Begriffe der Ableitungen von niedrigerer 
Ordnung als y wie folgt: ist y eine transfinite Zahl der ersten Art, 
d. h. eine solehe Zahl, welche einen ihr nédichst kleineren Nachbar hat, 
den wir y_; nennen, so ist P® definirt als die erste Ableitung von 
P(-—); ist hingegen y eine transfinite Zahi der zweiten Art, d. h. 
eine solche Zahl, welche in der Reihe der ganzen Zahlen keinen nédichst 
vorangehenden Nachbar hat (wie beispielsweise die Zahlen @, wo” oder 
a” + @), so geschieht die Definition von P mittelst der Formel: 

PY) =D(P, Pe,.-., Pr,...), 
worin y alle ganzen Zahlenwerthe, die Kleiner sind als y, zu er- 
halten hat, 

Jedes P wird daher ein bestimmter Bestandtheil von P), falls 
y <y, so dass, unter letzterer Voraussetzung die Differenz: 

Py’) — Pm 
gleichfalls die Bedeutung einer bestimmten in P“) enthaltenen Punkt- 
menge hat, niimlich derjenigen Menge, welche iibrig bleibt, wenn 
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man von P’) die simmtlichen der Menge P”) angehdérigen Punkte 
entfernt. 

Aus diesen Erklirungen ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit 
folgender Gleichung, die giiltig ist fiir jede Zahl y, mag diese endlich 
oder iiberendlich sein: 


(1) po = P 4 (Pv' — P+») + Py, 

Y 
wo y einen verinderlichen Index bedeutet, der alle ganzzahligen 
Werthe von 1 an zu erhalten hat, die kleiner sind als die gegebene 
Zahl y. — 

Dies Alles vorausgeschickt, sei nun @ irgend eine ganze Zahl der 
ersten oder zweiten Zahlenclasse und P eine Punktmenge von solcher 
Beschaffenheit, dass: 

Po = 0. 

Es soll gezeigt werden, dass P() und daher auch P (vergl. 
Bd. XXI, pag. 53) von der ersten Machtigkeit sind. 

Zu dem Ende wenden wir obige Formel (1) an, indem wir darin 

== @ voraussetzen und haben: 


7 , , 
Po = a (Pe) sms Pe'+), 
Qa 


wo « ein verinderlicher Index ist, der alle ganzen Zahlen von 1 an 
zu durchlaufen hat, die kleiner sind als a. 

Das auf der rechten Seite eigentlich noch hinzukommende Glied 
Pt) fallt hier niimlich fort, weil es gleich 0 vorausgesetet ist. 

Jedes Glied unserer Summe auf der Rechten: 


Pe) — Pe'+1 


bildet eine isolirte Menge (vergl. Bd. XXI, pag. 51) und ist daher, 
wie an der soeben citirten Stelle gezeigt worden ist, falls sie aus un- 
endlich viel Punkten besteht, von der ersten Méchtigkeit. 

Der Inbegriff aller Glieder unserer Summe ist gleichfalls (falls er 
nicht endlich ist) von der ersten Michtigkeit, weil nach der Definition 
der zweiten Zahlenclasse der Inbegriff aller Zahlen @’, welche kleiner 
sind als eine bestimmte transfinite Zahl a der zweiten Zahlenclasse die 
erste Michtigkeit hat. (M. vergl. Bd. XXI, pag. 579.) 

Achtet man nun auf den in Bd. XX, pag. 117, oben, angefiihrten 
Satz, so folgt aus dem eben gesagten unmittelbar, dass P) und da- 
her auch P von der ersten Miichtigkeit sind, falls diese Mengen nicht 
aus einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen. — 

Theorem C. Ist P eine innerhalb G, gelegene Punktmenge von 
solcher Beschaffenheit, dass ihre erste Ableitung P“ von der ersten 
Miichtigkeit ist, so giebt es immer Zahlen y der ersten oder zweiten 
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Zahlenclasse derart, dass P® gleich Null wird und von allen solchen 
Zahlen y giebt es eine kleinste a. 

Beweis. In der Formel (1) von § 16 werde die Zahl y= Q 
gesetzt, wo unter Q die kleinste Zahl der dritten Zahlenclasse ver- 
standen wird. (M. vergl. Bd. XXI, pag. 582). 

Man hat alsdann: 


(2) Po = Ps (PY — Pat») + P®, 

Y 
worin der Buchstabe y alle Zahlen der ersten und zweiten Zahlenclasse 
durchlauft. 

In unserem Theorem wird vorausgesetzt, dass P“) von der ersten 
Michtigkeit sei; in Folge dessen sind alle héheren Ableitungen P, 
weil sie in P“) aufgehen, gleichfalls von der ersten Miachtigkeit, wo- 
fern sie nicht aus einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen; es 
kann daher die Differenz: 

(PY — Pvt) 
nicht anders gleich Null werden, als indem P und daher auch P('+) 
Null werden; denn im andern Falle wire P‘), wegen: 

Pw Pat) 
eine perfecte Menge, was dem Satze A widersprechen wiirde. 

Wiren daher siimmtliche Ableitungen P, wie hoch wir auch y 
innerhalb der ersten oder der zweiten Classe annehmen, von Null ver- 
schieden, so wiirden auch simmtliche Glieder: 

(P™ — P+) 
der Summe auf der Rechten unserer Gleichung (2) von Null ver- 
schieden sein. 

Der Inbegriff aller dieser Glieder, oder, was dasselbe bedeutet, 
der Inbegriff aller ganzen Zahlen der ersten und zweiten Zahlenclasse 
zusammengenommen hat die zweite Michtigkeit. (M. vergl. Bd. XXI, 
pag. 579 u. f.) Wir wiirden daher auf der rechten Seite unserer 
Gleichung (2) eine Punktmenge stehen haben, die sicherlich von 
hoherer Michtigkeit wiire, als die linke Seite unserer Gleichung, welche 
der Voraussetzung nach von der ersten Miichtigkeit ist. 

Es fiihrt also die Annahme, dass siimmtliche Ableitungen P” 
(unter y eine Zahl der ersten oder zweiten Zahlenclasse verstanden) 
von Null verschieden seien, zu einem offenbaren Widerspruche mit 
der Voraussetzung, dass P") die erste Miichtigkeit hat. 

Daher muss es Zahlen y der ersten oder zweiten Zahlenclasse geben, 
so dass: 


pn =0, 
und von allen solchen Zahlen y muss es eine kleinste « geben, weil 
der allgemeine Satz besteht, dass in jedem irgendwie definirten In- 
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begriffe von ganzen Zahlen, die der ersten oder zweiten (oder auch 
einer héheren) Zahlenclasse angehéren, ein Minimum, d.h. eine Zahl 
vorhanden sein muss, die Kleiner ist, als alle iibrigen Zahlen desselben 
Inbegriffes. (M. vergl. Bd. XXI, pag. 581). 

Theorem D. Ist P eine innerhalb G, gelegene Punktmenge von 
solcher Beschaffenheit, dass ihre erste Ableitung P) eine hihere Miich- 
tigkeit als die erste hat, so giebt es immer Punkte, welche allen Ab- 
leitungen P'@) zugleich angehiren, wo «a irgend eine Zahl der ersten 
oder zweiten Zahlenclasse ist und der Inbegriff aller dieser Punkte, der 
nichts anderes ist als P\), ist stets eine perfecte Punktmenge. 

Beweis. Dass es immer unter der gemachten Voraussetzung 
iiber P“) solche Punkte giebt, die gleichzeitig allen Ableitungen P@ 
angehéren, erkennt man aus Theorem I in § 15, wenn man ausser- 
dem Theorem B dieses Paragraphen beriicksichtigt. In Folge des 
letzteren hat niaimlich P die Beschaffenheit, dass alle ihre Ableitungen 
P™, wie hoch wir auch « in der zweiten Zahlenclasse annehmen, von 
Null verschieden sind. Diese Beschaffenheit von P geniigt den beiden 
Voraussetzungen einer Beschaffenheit, welche in Theorem I durch den 
Buchstaben Y bezeichnet wurde; folglich giebt es nach diesem Satze 
wenigstens einen Punkt, wir wollen ihn s nennen, von solecher Lage, 
dass wenn wir ihn zum Mittelpunkte einer Vollkugel K(@) mit dem 
Radius g@ nehmen, der Bestandtheil P(@) von P, welcher in diese Voll- 
kugel fallt, ebenfalls die Beschaffenheit hat, dass alle seine Ableitungen 
P@(@) von Null verschieden sind, wie klein auch @ gewiihlt werden 
mége; ist daher @ irgend eine ganze, zur ersten oder zweiten Zahlen- 
classe gehérige Zahl, so ist (da P@(@) ein Bestandtheii von P@ 
und da es somit in jeder Niihe von s Punkte von P™ giebt) s 
ein Grenzpunkt von P®), also ein Punkt von P+); nun _ ist 
aber P+) ein Bestandtheil von P™, daher also auch s ein 
Punkt von P™, Der Punkt s gehdrt also allen Ableitungen P@ zu- 
gleich an. 

Fassen wir nun den Inbegriff S = P‘) aller Punkte s in’s Auge, 
welche siimmtlichen Ableitungen P™ zugleich angehéren, so iiberzeugt 
man sich leicht, dass dieser Inbegriff S eine perfecte Menge bildet. 
In der That muss jeder Punkt s von S ein Grenzpunkt von S sein. 
Wire dies nimlich nicht der Fall, so kénnte man um s als Mittel- 
punkt eine Vollkugel K(g,s) mit hinreichend kleinem Radius @ <« 
legen, so dass der Theil P“)(g,s) von P“), welcher dieser Vollkugel an- 
gehért, eine Ableitung P')(o, s) hat, die aus dem einzigen Punkte s 
besteht; es sei €,, &,++*+, &,-*- eine Reihe von abnehmenden, be- 
liebig klein werdenden Gréssen, welche alle kleiner sind als ¢, so dass 
dem soeben gemeinten g nach einander die Werthe ¢, &, &,°- >, 
&, +++ gegeben werden kénnen; man hat alsdann: 
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(3) PO (c,5)=s-+ (PO (6,8) — PO(e,,8) +(P® (ey8)—P4,8)) +> 
+(P (€—1, $) =< P (¢,, $)) + wee « 


Jedes der einzelnen Glieder auf der rechten Seite ist nun endlich 
oder von der ersten Miichtigkeit; denn die Menge 


PY (é 1, s) P(e, S) _ Q, 


ist so beschaffen, dass @,“) gleich Null ist, weil sonst in das Innere 
der Vollkugeln K(o,s) (@ <<) ausser s noch andere Punkte von S 
fallen wiirden; @, kann daher nach dem vorher Bewiesenen keine 
hdhere Michtigkeit haben als die erste. 

Es miisste also auch wegen (3) P(e, s) von keiner héheren als 
der ersten Miachtigkeit sein, was aber nach Theorem C unvertriglich 
damit ist, dass P“®)(¢,s) von Null verschieden, niimlich gleich s ist. 

Wir sehen daher, dass jeder Punkt s von S ein Grenzpunkt 
von S ist. 

Es ist aber auch jeder Grenzpunkt s’ von S ein Punkt von S, 
weil P(*+) ein Bestandtheil von P®) ist. 

Somit ist gezeigt, dass S — P') eine perfecte Menge ist. 

Theorem E. Ist P eine innerhalb G, gelegene Punktmenge von 
solcher Beschaffenheit, dass thre erste Ableitung P“ eine hihere Miich- 
tigkeit als die erste hat, und ist S= P“) die perfecte Menge, deren 
Existenz in Theorem D ausgesprochen ist, so ist die Differenz: 

R= P”—S8S 
stets eine Punktmenge von héchstens der ersten Méichtigkeit und wir 
kinnen daher stets und nur auf eine Weise P“) in zwei Bestandtheile 
R und 8 zerlegen, so dass: 

PO=R+S8, 
wo S eine perfecte Punktmenge und R eime Punktmenge ist, die ent- 
weder endlich oder von der ersten Miichtigkeit ist. 

Beweis. Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, brauchen 
wir nur das Theorem III in § 15 und das soeben bewiesene Theorem D 
anzuwenden. Es hat hier niimlich R, ihrer Bedeutung nach, keinen 
Punkt mit S gemein und mithin, da S“) =, auch keinen Punkt 
mit S™ gemein. 

Wenn wir ferner irgend einen stetigen Theil H von G,, betrachten, 
der keinen Punkt von S und mithin auch keinen Punkt von S“—S 
enthilt, so muss die Theilmenge von R, wir wollen sie # nennen, 
welche dem Gebiete H angehért, endlich oder von der ersten Mich- 
tigkeit sein; denn wire K# von einer héheren als der ersten Michtig- 
keit, so wire nach Theorem D die Menge R‘) von Null verschieden 


und es miissten also, da R ein Bestandtheil von P® und folglich 
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R‘®) ein Bestandtheil von P“ = S ist, in dem Gebiete H Punkte der 
Menge S liegen, was unserer Voraussetzung nach nicht der Fall ist. 

Ks treffen also fiir unsere Menge R alle diejenigen Annahmen 
zu, welche im Theorem III in § 15 in Bezug auf die dort mit dém- 
selben Buchstaben R bezeichnete Menge gemacht worden sind, wobei 
wir nur an Stelle der dort mit @ bezeichneten Menge unsere Menge 
S zu setzen haben. 

Wir schliessen daher, mit Hiilfe von Theorem III, § 15, dass 
unsere Menge F héchstens von der ersten Michtigkeit ist, was zu be- 
weisen war. 

Theorem F, Ist P innerhalb G,, eine beliebige Punktmenge von 
solcher Beschaffenheit, dass thre erste Ableitung P“) eine hihere Méich- 
tigkeit als die erste hat, so giebt es stets eine kleinste der ersten oder 
zweiten Zahlenclasse zugehirige Zahl a, so dass: 

Po = Per, 
und es ist folglich bereits die a Ableitung von P, d. i. P™ gleich der 
perfecten Menge P“ = S. 
Beweis. Nach dem Vorhergehenden ist: 
P®©=R+58, 
wo f von der ersten Miachtigkeit und S gleich der perfecten Menge 
P®) ist. 
Nach Formel (2) dieses Paragraphen ist aber auch: 


Pw (Pm — Pot) + PM, 
2 


Vergleichen wir diese beiden Ausdriicke von P™ und _beriick- 
sichtigen, dass P‘*) = §, so ergiebt sich fiir R der Ausdruck: 


(4) R- > (Pw — Prt), 
Y 


wo der Buchstabe y alle Zahlen der ersten und zweiten Zahlenclasse 
zu durchlaufen hat. 

Da R von der ersten Miichtigkeit ist, dagegen die Menge der 
Glieder auf der rechten Seite von (3) die zweite Mdchtigkeit hat (c. Ann. 
Bd. XXI, pag. 579), so schliessen wir, dass es eine Kleinste der ersten 
oder zweiten Zahlenclasse angehérige Zahl « geben muss, so dass: 

Pe = Plt), 

Hieraus folgt, dass P‘( eine perfecte und daher mit P‘*) = 8 
zusammenfallende Menge ist. 

Diese Saitze A, B, C, D, E, F sowohl, wie die hier entwickelten 
Beweise derselben waren mir zur Zeit der Abfassung von Nr. 5 dieser 
Abhandlung bekannt; indessen bin ich dort bei der Formulirung des 
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Satzes E, auf pag. 575, Bd. XXI, etwas zu weit gegangen; so wie 
der Satz E dort steht, ist er nicht allgemein richtig. Aus dem Um- 
stande niimlich, dass R héchstens von der ersten Miachtigkeit und 
gleichzeitig ein Bestandtheil von P® ist, glaubte ich folgern zu diirfen, 
dass R die Ableitung eines gewissen Bestandtheiles von P wiire und 
schloss daraus mit Hiilfe des Theorems C ganz richtig, dass es ein a 
geben miisste, so dass 2 —0O. Es zeigt sich nun aber, dass im 
Allgemeinen FR nicht Ableitung einer andern Menge zu sein braucht. 

Diese wichtige Bemerkung ist zuerst von Herrn Ivar Bendixson 
in Stockholm in einem an mich gerichteten Schreiben (v. Mai 1883) 
gemacht worden. Auf meinen Wunsch hat derselbe seine bei dieser 
Gelegenheit gefundenen Resultate, welche zum Theil mit den obigen 
Siitzen D, E, F iibereinstimmen, ausgearbeitet und in Acta mathem. 
Bd. II, pag. 415 publicirt. 

Da hiernach RY) im Allgemeinen fiir keinen Werth von y Null 
zu sein braucht, so ergab sich die Frage, durch welche Eigenschaft 
die abzihlbare Menge R sich von anderen Mengen der ersten Mich- 
tigkeit unterscheide; die Beantwortung dieser Frage fand Herr Ben- 
dixson in folgendem Theorem: 

Theorem G. Ist R die in Theorem E vorkommende Menge 
erster Miichtigkeit, so giebt es eine kleinste der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse angehirige Zahl «, so dass: 

DR, R™) =O. 
Beweis. Nach Theorem F giebt es ein kleinstes a der ersten 
oder zweiten Zahlenclasse, so dass: 
Pe — p2—sX. 
Nun hat R mit S keinen Punkt gemein, folglich ist auch: 
D(RK, P™) = 0. 


Da FR ein Bestandtheil von P™, mithin R™ ein Bestandtheil von 
P™ ist, so hat man umsomehr auch: 


D(R, RM) O q.e. d. 


An diese Theoreme kniipfen sich erliuternde und zusitzliche Be- 
merkungen. 


Schon in Nr. 2 dieser Abh. (Bd. XVII, pag. 358) habe ich auf 


den merkwiirdigen Umstand hingewiesen, dass, wenn eine Punktmenge 
P so beschaffen ist, dass P@)=0O, es alsdann immer auch eine 
endliche Zahl v giebt, so dass schon P\”) =0. Der hierin enthaltene 
Satz ist aber nur ein specieller Fall eines allgemeineren, welchen man 
wie folgt ausdriicken kann: 

Ist B irgend eine zur zweiten Zahlenclasse gehirige Zahl der zweiten 
Art (d. h. eine Zahl, welche in zwei Factoren zerlegt werden kann, 
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von denen der Multiplicandus =o ist) und P eine Punktmenge von 
solcher Beschaffenheit, dass P'®) =0, so giebt es stets kleinere, zur ersten 
oder zweiten Zahlenclasse gehirige Zahlen B’ < B, so dass auch fiir sie: 
P?)=0 ist. 

Um sich von der Richtigkeit dieses Satzes zu tiberzeugen, nehmen 
wir an, es sei zwar P(@) = (0, dagegen P‘?’ fiir jede Zahl Bp’ < B von 
Null verschieden. Nach Theorem I des § 15 wiirde es einen Punkt 
g von solcher Lage geben, dass in jede Vollkugel K, mit dem Mittel- 
punkte g und dem Radius @ eine Theilmenge P(e) von P fiele, fiir 
welche ebenfalls alle Ableitungen P(g), wenn p’ < 6, von Null 
verschieden waren. Indem wir @g beliebig klein annehmen kénnen, so 
folgt hieraus leicht, dass der Punkt g zu jeder der Ableitungen P®’, 
wenn f < #, als Punkt gehéren und mithin auch, wegen der Formel: 

Pe = D(P, P®, ..., P®), ---) 
ein Punkt von P') sein wiirde, was der Annahme widerspricht, wo- 
nach P) =O ist. Folglich ist die gleichzeitig von uns gemachte ° 
Voraussetzung, dass alle P) von Null verschieden seien, unstatthaft 
und es muss daher Zahlen f’ geben, die kleiner sind als 6 und fir 
welche P‘*) ebenfalls gleich Null ist. 

Aus diesem Satze folgern wir, dass die in Theorem C mit a be- 
zeichnete Zahl stets von der ersten Art ist, so dass eine ihr nichst 
kleinere Zahl] «_, immer vorhanden ist; denn wiire « von der gweiten 
Art, so kénnte nach dem soeben Bewiesenen a@ nicht die kleinste Zahl 
sein, fiir welche P() =O wire. Es giebt also, falls P“ von der 
ersten Miichtigkeit ist, stets eine Zahl «_,, so dass zwar P(*—) von 
Null verschieden, dagegen P(“) oder was dasselbe ist P=) gleich 
Null ist. 


§ 17. 


Um die Siitze der beiden vorangehenden Paragraphen noch weiter 
zu vervollstiindigen, sowie um neue Untersuchungen im Folgenden 
bequem ausfiihren zu kénnen, ist es fiir mich unvermeidlich neue De- 
finitionen sowohl wie Benennungen festzusetzen. 

Zuniichst will ich bemerken, dass es sich als zweckmiissig erweist, 
das kleinste gemeinsame Multiplum mehrerer Mengen P,, P,, ... 
wofiir wir bisher das Zeichen M(P,, P,,...) (Ann. Bd. XVII, p. 355) 
gebraucht haben, als Summe der einzelnen Mengen P,, P,,... auch 
in denjenigen Fallen zu schreiben, wo die Mengen P,, P,,... Punkte 
gemeinsam haben, wobei jeder gemeinsame Punkt nur einfach der 
Menge IN(P,, P,,...) zugetheilt wird. 

Wir haben also von jetzt ab in allen Fallen: 


(1) P+? +--- amie, B,.->. 


Mathematische Annalen. XXIII. 
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Man iiberzeugt sich niimlich leicht, dass die gewéhnlichen Commuta- 
tions- und Associationsregeln fiir die Summanden auch hier Giiltigkeit 
haben. Nur muss beachtet werden, dass aus einer Gleichung: 


P=P,+P,4+-:-:- 
P—P,=P,4+P3;+::: 


nur in dem Falle geschlossen werden kann, dass P, mit keiner der 
iibrigen P,, P,.... gemeinsame Punkte hat. 

Wenn ferner die Summe (1) aus einer nur endlichen Anzahl von 
Summanden besteht, sieht man ohne Schwierigkeit, dass immer 
folgende Regel fiir die Bildung der Ableitungen bestebt: 


(2) (PtP. +--+ P/O =P + P+. + PM, 


wo « irgend eine endliche oder transfinite ganze Zahl bedeutet. 
Diese Regel hért jedoch im Allgemeinen auf giiltig zu sein, wenn 


die folgende: 


. die Anzahl der Theilmengen P,, P,,... unendlich gross ist. — 


Wenn eine Punktmenge P so beschaffen ist, dass ihre Ableitung 
P® in ihr als Divisor enthalten ist oder, was dasselbe ist, dass 
D(P, P®) = P®, 
so wollen wir P eine abgeschlossene Menge nennen. Zu dieser Art 
von Mengen gehoren beispielsweise die Mengen der singuliiren Punkte 
analytischer Functionen einer complexen Veriinderlichen. Ferner ent- 
steht aus jeder Menge P eine abgeschlossene: 
M(P, PY) = P+ PP. 

Jede Menge, welche selbst erste Ableitung einer andern Menge ist, 
gehirt auch, wie wir wissen, zu den abgeschlossenen Mengen. 

Dieser letztere Satz ist umkehrbar: jede abgeschlossene Menge lisst 
sich auf unzihlig viele Weisen darstellen als die erste Ableitung einer 
andern Menge. 

In der That sei P eine abgeschlossene Menge, also P® ein Be- 
standtheil von P; wir setzen: 


P=Q+ Pw. 


Es ist dann Q eine isolirte Menge und daher von der ersten Michtig- 
keit; es mégen die zu ihr gehérigen Punkte mit: 


VTE Coe Ce 
bezeichnet werden. 
Sei 9, die hier von Null verschiedene untere Grenze der Ent- 
fernungen des Punktes g, von allen iibrigen Punkten der Menge P; 
um q, als Mittelpunkt werde eine »-dimensionale Vollkugel K, mit 


. Qe” 
dem Radius -— geschlagen. 


> 
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Die siimmtlichen Vollkugeln K, liegen ausser einander und kénnen 
sich héchstens beriihren; in das Innere von K, fallt kein anderer 
Punkt von P, als ihr Mittelpunkt q,. 

Man setze nun in jede dieser Vollkugeln K, eine Punktmenge P, 
deren Ableitung P}” aus dem einzigen Punkte gq, besteht und bilde 
folgende Menge: 


M= P” + ZP,, 
so hat M, wie leicht zu erkennen, zur Ableitung die Menge P, d. h. 


es ist: 
M) = P. 
Denn man hat: 
P=Q+4+ P® 
und daher: 


Po) = Qo + Pe 


P=Q+ Q + Po 
Mo = P® + (TP,). 


mithin : 


andererseits ist: 


Ks ist aber, wie man leicht erkennt: 


(ZP)O=Q+ Qu 
woraus der zu beweisende Satz folgt. 

Aus unsern Siitzen C, D, E, F in § 16 ergeben sich daher folgende 
Siitze fiir abgeschlossene Punktmengen: 

Thecrem ©’. Ist P irgend eine abgeschlossene Punktmenge von der 
ersten Miichtigkeit, so giebt es immer eine kleinste der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse zugehirige Zahl a, so dass P@ gleich Null ist, oder was 
dasselbe heissen soll, solche Mengen sind immer reductibel. 

Theorem E’. Ist P eine abgeschlossene Punktmenge von hoherer, 
als der ersten Miéchtigkeit, so zerfallt P und zwar nur auf eine Weise 
in eine perfecte Menge S und eine Menge von der ersten Michtigkeit 
R, so dass 

P=R+S8S 
und es existirt eine kleinste der ersten oder zweiten Zahlenclasse zuge- 
hérige Zahl «, so dass P™ gleich S wird. 

Es ist ferner wichtig den Fall ins Auge zu fassen, dass eine 
Menge P Divisor ihrer Ableitung P™ ist oder, was dasselbe ist, dass 


D(P, P®) = P; 


unter solchen Umstiinden wollen wir P eine in sich dichte Menge 
nennen. 

Ist P irgend eine in sich dichte Menge, so ist ihre Ableitung P 
stets eine perfecte Menge. 


82° 
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Denn einerseits ist ja immer P® Divisor von P™; in unserm 
? 
Falle ist aber auch P! Divisor von P®; denn schreiben wir: 


PO=N+P, 
so folgt daraus: 
pe = NO + Po, 


d. h. P™ ist mit allen seinen Punkten in P®) enthalten. Folglich 
sind die beiden Mengen P® und P® identisch dieselben und es ist 
daher P eine perfecte Menge. 

Dann ist auch der Fall hervorzuheben, wo eine Menge P eine 
solche Beschaffenheit hat, dass kein Bestandtheil d. h. keine Theilmenge 
von P in sich dicht ist; in diesem Falle nennen wir die Menge P 
eine separirte Menge. 

Die isolirten Mengen bilden offenbar eine besondere Classe von 
separirten Mengen. Ferner ist hervorzuheben, dass alle abgeschlossenen 
Mengen erster Miichtigkeit separirte Mengen sind, weil sie sonst nicht 
reductibel wiiren, und dass auch alle diejenigen Mengen erster Miichtig- 
keit, welche in den Theoremen E, E’ und G (§ 16) vorkommen und 
dort mit R bezeichnet wurden, separirte Mengen sind. 

Wiirde namlich R einen Bestandtheil M haben, welcher in sich 
dicht ist, so wiirde R@ den Bestandtheil M‘ haben, weil M“ eine 
perfecte Menge ist, die in allen Ableitungen von R erhalten bleibt; 
da zudem MM als in sich dichte Menge ein Bestandtheil von M“ ist, 
so wiirde der Bestandtheil M von R ebenfalls in R@ enthalten sein, 
was in Widerspruch zu dem Bendixsonschen Satze G (§ 16) treten 
wiirde. Also hat 2 keinen Bestandtheil, welcher in sich dicht ist, und 
es gehdrt also R immer zu der Classe der separirten Mengen. 

Zu den separirten Mengen gehdrt auch immer, was auch P sei, 
die Menge 

P— D(P, P™), 


von welcher man zugleich stets behaupten kann, dass sie von der 
ersten Miichtigkeit ist, was leicht mittelst des Theorems III in § 15 
bewiesen wird. Auf die Frage ob eine separirte Menge auch von 
hoherer als der ersten Michtigkeit sein kann, kommen wir spiiter. 

Der Begriff ,in sich dicht“ steht natiirlich in einer gewissen Ver- 
wandtschaft zu dem schon friiher oft von mir gebrauchten , iiberalldicht*, 
umsomehr miissen wir sie auseinander halten und jeder Verwechslung 
zwischen ihnen vorbeugen. 

Der Ausdruck ,in sich dicht“ bezeichnet fiir sich eine bestimmte 
Beschaffenheit einer Menge; dagegen hat ,,iiberalldicht“ an und fiir sich 
nicht die Bedeutung einer Mengenbeschaffenheit, sondern erlangt solche 
erst dadurch, dass man ihn in Verbindung mit einem bestimmten n- 
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dimensionalen stetigen Bestandtheil H von G, braucht, indem man 
von einer Menge P sagt, sie sei ,,diberalldicht in H“. 

Macht man sich diesen wesentlichen Unterschied klar, so folgt 
von selbst, dass eine Menge P sehr wohl in sich dicht sein kann, 
ohne dass sie in irgend welchem Theilgebiete H von G, tiberalldicht 
wire, und dass auch umgekehrt eine Menge P in einem Theilgebiete 
H iiberalldicht sein kann, ohne dass sie in sich dicht zu sein braucht, 
falls niimlich P auch ausserhalb des Gebietes H zugehérige Punkte 
besitzt. — 

Liegt andrerseits P ganz im Gebiete H und ist darin iiberalldicht, 
so ist unmittelbar klar, dass in einem solchen Falle P auch in sich 
dicht genannt werden muss. 


§ 18. 


Jeder Punktmenge P innerhalb G,, sie mag continuirlich oder 
discontinuirlich sein, kommt eine bestimmte nicht negative Zahlgrisse 
zu, welche wir ihren Inhalt oder ihr Volumen mit Bezug auf ihre 
Theilnehmerschaft an dem ebenen n-dimensionalen Raum G,, oder, wie 
wir uns kiirzer ausdriicken wollen, mit Bezug auf G, nennen wollen. 
Diese Zahlgrosse ist in allen Fallen, in welchen man bisher von Volumen 
oder Inhalt gesprochen hat (wenn nimlich P ein aus einem oder 
mehreren »-dimensionalen Stiicken bestehender Theil von G, ist) gleich 
dem »-fachen Integral: 


Jews OXy...O%n, 


wobei die Integration iiber alle Elemente des betreffenden Raumtheiles 
P ausgedehnt wird. Sie hat aber auch in allen anderen Fallen ihre 
bestimmte Bedeutung und einen einzigen Werth. Wegen ihrer Abhingig- 
keit sowohl von P, wie auch von dem ebenen Raume G,, in welchem 
P enthalten ist, wollen wir diese Zahlgrésse mit: 
I(P in G,) 
oder einfach mit: 
I(P) 

bezeichnen, letzteres in den Fallen, wo in der laufenden Betrachtung 
die Heranziehung mehrerer ebener Riume G,, G',,..., denen P ge- 
meinschaftlich angehéren kénnte, ausgeschlossen und daher eine Ver- 
wechselung nicht méglich ist. Zu dieser Verallgemeinerung des Inhalts- 
begriffes gelangt man durch die Betrachtung einer gewissen Function 
einer positiven unbeschrinkten Variablen @, die wir die zu der gegebenen 
Punktmenge P mit Bezug auf G, gehdrige charakteristische Function 
nennen uud je nach Bedarf mit: 
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F(o, P in G,) 
oder, falls dies ausreicht, einfacher mit: 
; F(e, P) = Fe) 
bezeichnen wollen. 
Ist nimlich irgend eine ganz in das Endliche fallende Punktmenge 
P innerhalb G, gegeben, so bilde man um jeden der abgeschlossenen 
Menge 
M(P, PY) = P+ Pw 
zugehérigen Punkt p eine »-dimensionale Vollkugel mit dem Mittel- 
punkt p und dem Radius 9; wir wollen sie, als Menge mit allen 
innern und auf der Begrenzung liegenden Punkten aufgefasst, mit: 


K(e@, p) 
bezeichnen. 


Der Inbegriff aller dieser Vollkugeln, welchen man erhilt, indem 
man p alle Punkte der Menge P+ P durchlaufen lasst, hat nun 
ein bestimmtes kleinstes gemeinschaftliches Multiplum; 


> Kee, ); 
p 


welcher Punktmenge wir die Bezeichnung: 


TI(e, P in G,) 
oder die einfachere: 


TI (@, P) 


I(@), 
je nach Umstinden geben wollen. 

Diese Punktmenge TT(g) ist nun, weil P ganz im Endlichen liegend 
vorausgesetzt ist, wie man leicht sieht, immer ein aus einer endlichen 
Anzahl von Stiicken bestehender Theil des Raumes G,, wo jedes dieser 
Stiicke ein n-dimensionales Continuum mit dazu gehiriger Begrenzung 
darstellt. Es hat also das n-fache Integral 


fax OX, a 


ausgetiihrt tiber alle Elemente des Raumtheiles TI(¢) einen bestimmten 
Werth, der sich mit g indert; diesen Werth nennew wir F'(g), so 
dass wir also folgende Definition der zu einer gegebenen Punktmenge 
P mit Bezug auf G, gehorigen charakteristischen Function erhalten: 


oder 


(1) F(oe, P in G,) = | dx, 02, .. . 02% 

(7 (e, Pin Gy) ) 
Bemerken wir nun, dass F(g), wie leicht erkannt wird, eine mit 0 
gleichzeitig abnehmende stetige Function von g ist, deren Derivirte 
F’(@) sogar auch eine ganz bestimmte Bedeutung hat, indem sie 
nimlich in gewissem Sinne den Inhalt der Begrenzung von TT(@) 











a) 
t=) 
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ausdriickt, so folgt, dass mit beliebigem Abnehmen der Grosse @ die 
Function F'(g) sich einem bestimmten, nicht negativen Grenzwerth 


Lim F'(g) beliebig niahert; diesen Grenzwerth nennen wir den Inhalt 
e=—0 


oder das Volumen der Menge P mit Bezug auf den ebenen Raum G, 
und haben daher die Definitionsgleichung: 
(2) I(P in G,) = Lim F(e, P in G,) 
— ; e=0 
oder einfacher geschrieben: 


I(P) = Lim F(@). 

e=0 
Sind P und @ zwei Punktmengen von solcher Lagenbeziehung, dass 
villig getrennte n-dimensionale Raumtheile H und H’ angegeben werden 
kinnen, so dass P ganz in H, Q ganz in H’ enthalten ist, so gilt, wie 
leicht zu zeigen, der Satz, dass: 

I(P + Q) = I(P) + 1(@). 

Liisst man aber die gemachte Voraussetzung iiber P und Q fallen, so 
gilt dieser Satz im Allgemeinen nicht. 

Zunichst beweisen wir nun den Fundamentalsatz, dass der Inhalt 
einer Menge P stets gleich ist dem Inhalt ihrer Ableitung P® mit Bezug 
auf denselben ebenen Raum G,, oder dass immer die Gleichung besteht: 
(3) I(P in G,) = I(P™ in G,) 

Der Beweis dafiir wird wie folgt gefihrt: sei ¢ eine beliebige positive 
Grésse, die wir fiir’s erste als gegeben ansehen, spater aber gegen 
Null abnehmen lassen werden. 

Sei ferner H ein ganz im Endlichen gelegener n-dimensionaler 
Theil von G,, der nur so gross anzunehmen ist, dass der Raumtheil 
TI(e, P) und mithin auch die Mengen P und P“ ganz in ibn hinein- 
fallen. 

Wir wollen nun, wihrend die zu P gehérige charakteristische 
Function mit F(@) bezeichnet wird, die zu P“® gehdrige charakte- 
ristische Function mit F';(@) bezeichnen, so dass also F';(@) genau 
geschrieben gleich ist P(g, P“ in G,). Betrachten wir nun den 
Raumtheil TT(¢, P™), so ist derselbe enthalten in TI(¢, P) und daher 
auch in H. 

Der Raumtheil: 

A, = H — T(e, P™) 
wird nun sammt seiner Begrenzung hochstens eine endliche Anzahl 
von Punkten der Menge P enthalten, weil in ihm kein einziger Punkt 
der Menge P® vorkommt. Wir wollen die Menge dieser in endlicher 
Anzahl vorkommenden Punkte mit Q, bezeichnen. 

Unter @ wollen wir nun eine positive Grésse verstehen, die kleiner 
als ¢ ist und gegen Null convergirt. 
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Wir haben alsdann erstens: 
F(e) — F,(e) > 9, 
weil TT(9, P\) stets innerhalb TI(o, P) gelegen ist. 

Andrerseits kénnen wir g immer so klein nehmen , dass TT(e, P— Q) 
ganz in den Raumtheil TT(e, P)) zu liegen kommt, weil die Punkte 
der Menge P — Q nirgends der Begrenzung von TI(¢, P™) unendlich 
uahe kommen (sonst wiirde diese Begrenzung Punkte von P( in sich 
haben, was ihrer Natur entgegen ist); von einem hinreichend kleinen 
g an ist also immer: 

F(e, P—Q) < F,(e). 
Folglich haben wir: 

F'(e) — F(@) < (F; (e) — F, (@)) + (F'(e@) — F(e, P— Q)) 
wihrend schon vorher gesehen wurde, dass: 

F(9) — F\(9) >9. 

Nun haben aber die beiden Mengen P und P — Q, weil sie sich nur 
um eine endliche Anzahl von Punkten unterscheiden, gleiche Inhalte, 
es wird also die Differenz F'(e) — F(9, P — Q) mit ins unendliche 
abnehmendem g selbst unendlich klein; wir schliessen daher aus den 
beiden soeben geschriebenen Ungleichungen, dass: 

I(P) — I(P) 
seinem absoluten Betrage nach nicht grésser ist als: 

F, (e) — I(P). 
Hier ist ¢ eine ganz beliebige positive Grésse, die wir daher jetzt auch 
gegen Null convergiren-lassen kénnen; unter solchen Verhiltnissen 
nahert sich die letztere Differenz selbst der Null und es muss also 
I(P) gleich [(P") sein, worin der zu beweisende Satz liegt. 

Es besteht nun aber auch der allgemeinere Satz: 

Ist y irgend eine endliche oder der zweiten Zahlenclasse angehirige 
transfinite Zahl, P eine beliebige Punktmenge in G,,, so ist immer 
(4) I(P in G,) = 1(P” in G,). 

Zum Beweise wenden wir ein vollsiiindiges Inductionsverfahren an; 
wir nehmen an, es sei bei jeder Punktmenge P erwiesen, dass fiir 
alle Werthe von y', die kleiner sind als ein gegebenes der ersten oder 
zweiten Zahlenclasse angehériges y, die Gleichung besteht: 

I(P) = 1(P) 
und wollen nun zeigen, dass alsdann auch: 

I(P) = I(P). 
In dem Falle, dass y» eine Zahl der ersten Art ist, so dass eine ihr 


ndchst vorhergehende Zahl y_, existirt, hat dieses keine Schwierig- 
keit; denn da unter diesen Umstiinden 
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(PUD) — pm, 
so folgt aus dem soeben bewiesenen Satze: 


I (Pi 7-1) a a (P”), 
1(P) = 1(P%). 


Nehmen wir nun zweitens an, es sei y eine transfinite Zahl der 
zweiten Art. 
Betrachten wir hier den Raumtheil: 
Th(e, P%) 
innerhalb H und bezeichnen die Differenz: 


H — The, P”) 


und daher auch: 


mit A,. 

Was die positive Grésse ¢ anbetrifft, so wollen wir sie nur so 
gewiahlt denken, dass auf die Begrenzung von IT(e, P™) kein einziger 
Punkt der abzdhibaren Punktmenge (P + P() — P fallt; eine solche 
Wahl von « und selbst unter jeder Kleinheitsgrenze ist stets moglich, 
wie mit Anwendung meines in Ann. Bd. XV pag. 5 bewiesenen Satzes 
leicht erkannt wird. 

In dem Raumtheil A, ist ein gewisser, im Allgemeinen aus un- 
endlich viel Punkten zusammengesetzter Bestandtheil von P+ P 
enthalten , den wir Q, nennen wollen. 

Die Menge Q, ist nun offenbar von der Art, dass ihre y'* Ab- 
leitung Null ist; denn sonst wiirde ausserhalb des Raumtheiles 


T(e, P®) 


zum mindesten ein Punkt von P® liegen, was nicht der Fall ist. 

Da y eine transfinite Zahl der zweiten Art ist, so muss es (s. § 16 
gegen Schluss) sogar noch eine kleinere Zahl y < y geben, so dass 
auch die y'® Ableitung von Q, gleich Null ist. 

Da aber unser zu beweisende Satz als richtig vorausgesetzt wird 
fiir alle Punktmengen, also auch fiir Q,, sofern nur y’ < y, so 
schliessen wir, dass: 

6) 1(Q) = 1(Q%) = 0 
ist, 

Da ferner die beiden Punktmengen Q, und (P + P) — Q, derart 
ausser einander liegen, dass die eine in dem Raumtheil A,, die andere 
in dem davon ginzlich getrennten Raumtheile TI(e—x, P™) (fir ein 
hinreichend kleines x, wie sogleich gezeigt wird) liegt, so haben wir: 

I(P) = 1(P + P®) = 1(P+ PP”) — Q,) + 1(@y) 
und wegen I(Q,) = 0: 
(6) I(P) = I1(P+ P®) — Q). 
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Unter @ verstehen wir nun eine beliebige Grosse die kleiner ist als ¢ 
und ausserdem so klein ist, dass (9, (P+ P) — Q,) ganz in den 
Raumtheil TT(e, P) zu liegen kommt; letztere Bedingung ist erfiillbar, 
weil ¢ so gewihlt worden ist, dass auf der Begrenzung von TT(«, P') 
kein einziger Punkt der Menge (P+ P“) — P™ liegt; dies hat zur 
Folge, dass die Punkte der Menge P+ P nicht beliebig nahe an 
diesé Begrenzung heranriicken, weil diese sonst einen Punkt von P™ 
in sich aufnehmen wiirde, was offenbar eine Unméglichkeit ist, da 
alle Punkte von P zum mindesten in der Entfernung « von dieser 
Begrenzung abstehen. 

Folglich haben wir fiir hinreichend kleine Werthe vou g: 

F(e, (P + P®)— Q) < Fle, P®) 
mithin auch: 
F(e, P) — Fle, P®) < (F(e, P™) — Fe, P™)) 
+(Fe, P) — Fle, (P + P™) — Q)). 
Anderseits ist offenbar: 
F(e, P) — Fe, P) 20. 

Lassen wir nun g unendlich klein werden, so folgt in Riicksicht 

auf (6), dass die Differenz: 
I(P) — I(P) 
ihrem absoluten Betrage nach nicht grosser ist als: 
F(e, PM) — I(P”). 
Hier ist ¢ eine beliebige positive Grosse, die nur an gewisse Voraus- 
setzungen gekniipft ist, welche jedoch thre Kleinheit nicht beschrinken: 
lassen wir daher ¢ unendlich klein werden, so folgt, dass: 
I(P) = 1(P). 

Wir kénnen daher den Satz (4) als durch vollstéindige Induction 

bewiesen ansehen; aus ihm ergeben sich nun die Folgerungen: 


I. Wenn P eine reductible Menge ist, so ist thr Inhalt I(P) 
immer gleich Null. 


In der That giebt es in diesem Falle, ein kleinstes a, so 
dass : 


P®=0; 
folglich ist I(P) und daher auch I(P) gleich Null. 
Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung meines in Ann. Bd. XXI, 
pag. 54 fiir lineare reductible Mengen bewiesenen Satzes. 
Il. Wenn P nicht reductibel ist, so giebt es immer eine perfecte 
Menge S, die denselben Inhalt hat, wie P, so dass: 


(7) I(P in G,) = 1(S8 in G,). 

















Ueber unendliche Punktmannichfaltigkeiten. 479 


Denn nach Theorem £ in § 16 giebt es eine perfecte Menge S, so 
dass fiir ein kleinstes der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehériges « : 
Pi) = 8; 

also haben wir nach (4): 

I(P) = I(S). 
Hieraus folgt, dass die Bestimmung der Inhalte von beliebigen Punkt- 
mengen immer guriickgefiihrt ist auf die Herstellung der Inhalte per- 
fecter Punktmengen. 

In einer spiiteren Abhandlung werde ich das letztere Problem aus- 
fiihrlich in seiner Allgemeinheit behandeln und beschriinke mich daher 
hier auf folgende Bemerkungen. 

Bei einer perfecten Punktmenge kommt es oft vor, dass ihr Inhalt 
gleich Null ist, doch kann dies nur dann eintreten, wenn die perfecte 
Punktmenge in keinem n-dimensionalen Theilgebiete von G, iiberall- 
dicht ist. 

Kin Beispiel von linearen perfecten Punktmengen mit dem Inhalte 
Null wird von mir in Ann. Bd. XXI, pag. 590 angefiihrt. Aehnliche 
Beispiele lassen sich innerhalb G,, fiir » > 1 leicht bilden. 

Ist dagegen eine perfecte Punktmenge innerhalb eines gewissen 
n-dimensionalen Raumtheiles H iiberalldicht, so ist ihr Inhalt offenbar 
von Null verschieden. 

Andrerseits giebt es aber auch perfecte Mengen, die in keinem 
noch so kleinen n-dimensionalen Rauwmtheile tiberalldicht sind und deren 
Inhalt trotzdem einen von Null verschiedenen Werth hat. 

In den mathematisch-physikalischen Anwendungen der Mengen- 
lehre, iiber welche ich demniichst die von mir angestellten Unter- 
suchungen verdffentlichen werde, spielt ein noch allgemeinerer Begriff, 
als der hier mit J(P) bezeichnete, eine wesentliche Rolle. 

Ist m(#,,%,...%,) irgend eine unbedingt integrirbare Function 
der » Coordinaten eines beliebigen Punktes von G, und P irgend 
eine in G,, ganz im Endlichen gelegene Punktmenge, TT (oe, P in Gn) 
der im Vorigen definirte Raumtheil, so stellt uns das Integral: 

P(X, Vy, ++ +) Ln) OL,OL_+ ++ Oy 
(4 0, PinG,)) 
eine stetige Function von @ dar, deren Grenzwerth fiir Lim @ = 0 
eine von P sowohl wie von der Function (a, %,,+ +--+, %,) abhingige 
Zahl liefert, die ich mit I(p(a,,2,,+-+,%n), P in G,) oder kiirzer 
mit I(p(x,, %,-++,%n), P) bezeichne, so dass unser I(P) nichts 
andres ist als I(1, P) 
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§ 19. 

Wir wollen nun zu einer genaueren Untersuchung der perfecten 
Mengen iibergehen. 

Da jede solche Punktmenge gewissermassen in sich begrenet, ab- 
geschlossen und vollendet ist, so zeichnen sich die perfecten Mengen 
vor allen anderen Gebilden durch besondere Kigenschaften aus, 

Sie diirften aber auch noch aus dem Grunde eine generelle und 
ausfiihrliche Behandlung verdienen, weil die simmtlichen Continua, 
wenn wir dieses Wort in dem Sinne nehmen, wie ich ihn in der 
vorigen Nummer dieser Abhandlung, in Ann. Bd. XXI, pag. 576 ge- 
braucht habe, zu ihnen gehéren; denn unter einem Continuum im 
eigentlichen Sinne verstehe ich jede perfecte Punktmenge, die in sich 
zusammenhingend ist; was ich hierbei mit ,,zuwsammenhdngend* sagen 
will, ist gleichfalls an der soeben erwihnten Stelle erkliirt worden. 

Alle iibrigen Continua, welche ich Ann. Bd, XXI, pag. 590 Semi- 
continua genanut habe, lassen sich gewissermassen durch Addition und 
Subtraction aus perfecten Punktmengen und aus solchen Punktmengen, 
die aus einer endlichen Anzahl von Punkten oder auch aus einer un- 
endlichen Anzahl von der ersten Méchtigkeit zusammengesetzt sind, 
herstellen; aus diesem Grunde scheint mir die Untersuchung der per- 
fecten Continua derjenigen der Semicontinua vorangehen zu miissen. 

Bei aller Verschiedenheit, welche wir in der reichhaltigen Classe 
der perfecten Punktmengen kennen lernen werden, indem sowohl in 
Ansehung ihres ,Inhaltes“ wie auch in Bezug auf ihre innere und 
diussere Gestaltung die merkwiirdigsten und zum Theil seltsamsten 
Varietiten sich unter ihnen vorfinden, haben sie doch alle ein Ge- 
meinsames; sie sind alle von gleicher Miichtigkeit und folglich, da die 
Continua zu ihnen gehéren, sind sie alle von der Miichtigkeit des Linear- 
continuums, also beispielsweise von der Michtigkeit des Inbegriffs aller 
rationalen und irrationalen Zahlen, die grisser oder gleich Null und 
kleiner oder gleich Eins sind. 

In Borchardts Journ, Bd. 84, pag. 242 ist bereits gezeigt worden, 
dass die Michtigkeit n-dimensionaler Continua dieselbe ist, wie die des 
eindimensionalen Linearcontinuums. Wir werden im weiteren Verlaufe 
dieser Untersuchung diese merkwiirdige Thatsache von Neuem zu be- 
stiitigen Veranlassung finden. 

Zuniachst aber will ich meine Betrachtungen wieder auf die linearen 
Punktmengen beschrinken und einen Beweis fiir den Satz entwickeln, 
dass alle linearen perfecten Mengen gleiche Miichtigkeit habeu oder, was 
dasselbe heisst, dass je zwei solche Mengen in eine Beziehung zu 
einander gesetzt werden kénnen, welcher gemiiss gewissermassen die 


eine als eine eindeutige Function der andern betrachtet werden kann. 


Sei zuniichst S eine lineare, perfecte, im Intervall (0... 1) ein- 
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geschlossene Punktmenge, welche in keinem noch so kleinen Intervall 
iiberalldicht ist und welcher die Punkte 0 und 1 zugehdrig sind; alle 
anderen in keinem noch so kleinen Intervalle iiberalldichten Punktmengen 
lassen sich projectivisch auf die soeben charakterisirten zuriickfiihren ; 
wenn also von S gezeigt sein wird, dass ihre Machtigkeit gleich ist 
der Machtigket des Linearcontinuums (0... 1), so ist damit das gleiche 
bewiesen fiir alle linearen perfecten Mengen, die in keinem Intervalle 
iiberalldicht sind. 

Den einfachen Betrachtungen zufolge, welche in Ann. Bd. XXI, 
pag. 55 und 56 angestellt worden sind, gehért zu unsrer Menge S 
eine bestimmte unendliche Menge von in (0 ...1) enthaltenen, vollig von 
einander getrennten Theilintervallen, durch deren Endpunkte, welche 
zusammengenommen eine in sich dichte aber in keinem noch so kleinen 
Intervalle tiberalldichte Punktmenge erster Miichtigkeit bilden, die per- 
fecte Menge S villig bestimmt ist, indem sie die erste Ableitung von | 
jener, welche wir J nennen wollen, darstellt, so dass: 

(1) S= J, 

S besteht sonach aus zwei zu unterscheidenden Bestandtheilen, nim- 
lich aus J und aus einer andern in sich dichten aber in keinem noch 
so kleinen Intervalle iiberalldichten Punktmenge, die wir ZL nennen 
wollen, so dass: 

(2) S=J+L. 

Diese letztere Menge Z wird niimlich von allen Grenzpunkten der 
Menge J gebildet, die nicht J selbst zugehdérig sind. 

Wir wollen uns jene Theilintervalle, deren Endpunkte die Menge 
J constituiren, ihrer Grdsse nach geordnet denken, so dass die kleineren 
auf die grésseren folgen und wenn gleich grosse unter ihnen vorkom- 
men, die mehr nach links gelegenen friiher geschrieben werden, als 
die mehr nach rechts fallenden; in dieser Anordnung mégen sie folgende 
unendliche Reihe bilden: 


(3) Ce, «+ « Oa, Gin. - - Gedy oc op (nn Be. 
Den Inbegriff aller Punkte a, wollen wir mit {ay}, den aller Punkte 


b, mit {b,} bezeichnen und fiir einen beliebigen der zur Menge L ge- 
hérigen Punkte das Zeichen / wihlen, so dass wir haben: 


(4) JS={a}+{b};L={1}; S={a,} + {b-} + {1}. 
Ich will noch Folgendes aus dem Begriffe von S leicht sich Ergebende 
ausdriicklich hervorheben : 

Die Endpunkte 0 und 1 gehéren dem Bestandtheile Z von S an; 
zwischen irgend zweien Intervallen (a,...b,) und (a,...b,) der 
Reihe (3) liegen immer unendlich viele andere Intervalle derselben 
Reihe; in jeder beliebigen Nahe eines einzelnen von den Punkten a, 
oder b, oder / liegen Intervalle der Reihe (3) von beliebiger Kleinheit. 
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Nachdem wir solchermaassen den Begriff unsrer Menge S voll- 
stiindig analysirt haben, geben wir uns irgend eine abzdhlbare lineare 
Punktmenge: 

(5) Pir Pores +> Pry ees 
die nur folgenden Bedingungen unterworfen ist: 

1) alle Punkte gp, sind unter einander verschieden; 

2) sie fallen alle in das Intervall (0... 1); 

3) die Endpunkte 0 und 1 dieses Intervalles gehiren nicht zu der 

Menge {9,\ und 

4) die Menge {g,\ ist im Intervalle (0... 1) tiberalldicht. 

Ich behaupte nun Folgendes: 

zwischen der Punktmenge {>} einerseits und der Intervallmenge 
{(a,.-.by)} andrerseits lasst sich immer eine solche, gesetemissige, 
gegenseitig eindeutige und vollstdndige Correspondenz ihrer Elemente her- 
stellen, dass, wenn (a,...b,) und (a,...b,) irgend zwei Intervalle 
der Intervallmenge, pz, und gp, die zu ihnen gehirigen Punkte der 
Punktmenge {,} sind, alsdann stets gz, links oder rechts von Px, 
liegt, jenachdem das Intervall (a,...b,) links oder rechts von dem 
Intervalle (a, ...6,) fallt, oder, was dasselbe heissen soll, dass die 
Lagenbezichung der Punkte 9x, und gz, stets dieselbe ist, wie die Lagen- 
beziehung der ihnen entsprechenden Initervalle (a, .. . by) und (dy... by). 

Um eine solche Beziehung zwischen den beiden Mengen {Gr} 


und {(a» “ey by)} herzustellen, kann man wie folgt verfahren: 
man setze %, = 1, d. h. man ordne dem Intervall (a, ...b,) den 
Punkt , zu; dem Intervalle (a,...b,) ordne man den mit Kleinstem 


Index versehenen, also bei Verfolgung der Reihe (5) zuerst hervor- 
tretenden Punkt g,, zu, der zu g, dieselbe Lagenbeziehung hat, wie 
das Intervall (a,...6,) zum Intervall (a,...0b,); dem Intervalle 
(a,...b,) ordne man den mit kleinstem Index versehenen, d. h. bei 
Verfolgung der Reihe (5) zuerst hervortretenden Punkt g,, zu, der 
sowohl zu g,, wie auch zu g, dieselbe Lagenbeziehung hat, wie das 
Intervall (a, ...b,) respective zu den beiden Intervallen (a, ...,) 
und (a,...6,); nach diesem Gesetze gehen wir weiter, so dass, nach- 
dem den v ersten Intervallen der Reihe (3) die Punkte: 


Px,» Pury ++ +1 Px, 
zugeordnet sind, welche unter einander dieselbe Lagenbeziehung er- 
halten, wie sie die entsprechenden Intervalle untereinander haben, 
alsdann dem niichst folgenden Intervall (a,4;... 0,41) der Reihe (3) 
der mit dem kleinsten Index versehene Punkt Pr ys 4 der Reihe (5) zu- 
geordnet wird, welcher dieselbe Lagenbeziehung zu allen Punkten 








r 
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Px,, Px,» +++) Px, besitzt, wie sie das Intervall (a,4:... 0,41) zu den 
entsprechenden Intervallen (a,...b,), (a,...b,),..., (dy... by) hat. 

Klar ist zuniichst. dass auf diese Weise allen Intervallen der Reihe 
(3) bestimmte Punkte der Reihe (5) zugeordnet werden; denn wegen 
des Ueberalldichtseins der Menge {g,\ im Intervall (0... 1) und weil 
die Endpunkte 0 und 1 nicht zu {$y} gehdren, giebt es in dieser 
Reihe unendlich viele Punkte, die eine geforderte Lagenbeziehung zu 
einer bestimmten endlichen Anzahl von Punkten derselben Menge 
{g,} besitzen und es erfihrt daher der aus unsrer Regel resultirende 
Zuordnungsprocess keinen Stillstand. 

Die Punkte g,, constituiren also eine -gewisse in (5) enthaltene 
unendliche Reihe von Punkten: 


(6) Px,» Digs +01 Pays - 


und die Zuordnung der beiden Mengen {(a,...,)\ und {x,} wiirde 


den gestellten Anforderungen véllig entsprechen, wenn wir uns nur 
noch davon iiberzeugen kénnten, dass auch umgekehrt in der Reihe (6) 
die Reihe (5) vollstindig enthalten ist, sich also von ihr nur durch 
eine andre Anordnung der Glieder unterscheidet; dass dies nun wirklich 
der Fall, erbellt aus folgender Ueberlegung. 

Denken wir uns es seien nach unsrer Regel die » ersten Zuord- 
nungen ausgefiihrt und damit die v Punkte g,,, px,,.. - Px, an die 


ersten v Intervalle der Reihe (3) derart vergeben, dass auf beiden 
Seiten gleiche Lagenbeziehung unter entsprechenden Elementen vor- 
handen ist. Von den tibrig gebliebenen Punkten unsrer Reihe (5) wird 
nun einer die unterste Stelle in dieser Reihe einnehmen oder, was 
dasselbe heisst, den kleinsten Index haben, wir nennen ihn qo; es 
giebt nun, wie aus der oben angestellten Analysirung des Begriffes S 
hervorgeht, unendlich viele Intervalle der Reihe (3), welche zu den v 
Intervallen (a,...b,) ... (ay... dy) genau dieselbe Lagenbeziehung 
haben, wie der Punkt gp zv den entsprechenden Punkten 

Px,» Puzy s+ +> Pxyj 
unter diesen unendlich vielen Intervallen sei (a, ...b,) dasjenige, dessen 
Index der kleinste von allen ist. Es ist 6 > v. Nach unsrer Regel 
muss nun offenbar bei der o'* Zuordnung der Punkt g, an die Reihe 
kommen, d. h. es ist: 
(7) 0 = Xz 
Nach der o'*® Zuordnung sind alsdann jedenfalls zum Mindesten die @ 
ersten Punkte der Reihe (5): 


Pir Par +++ Po 
alle vergeben. 
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@ ist aber eine von v abhiingige, wihrend v wiichst nicht ab- 
nehmende und mit ins Unendliche wachsendem vy selbst eine iiber alle 
Grenzen hinaus wachsende Zahl. Folglich miissen nach unsrer Regel 
alle Glieder unsrer Reihe (5) bei der Vergebung schliesslich an die 
Reihe kommen wud es ist daher die Reihe (5) vollstiindig in der Reihe 
(6) enthalten, diese beiden Reihen sind abgesehen von der Folge ihrer 
Glieder, identisch dieselben; es ist: 


(8) {pv} = {Qx,}- 


Wir wollen nun der grésseren Einfachheit halber schreiben: 


( 

(9) " ies Wy. 

Alsdann kénnen wir das voraufgehende Resultat wie folgt ausdriicken: 
Es liisst sich immer eine im Intervall (0. ..1) gelegene und darin 


iiberalldichte Punktmenge erster Miichtigkeit in folgender Reihenform 
aufstellen: 


(10) Wi, Wor ee ey Woy sey 

zu welcher die Endpunkte 0 und 1 des Intervalls (0...1) nicht ge- 
hiren und die zu der in Reihenform (3) gegebenen Intervallmenge: 

(3) Ce es! Sr} ee | eo Se 


ein solches Verhiiltniss hat, dass irgend je zwei Punkte von (10) w, und 
~, stets dieselbe Lagenbeziehung zu einander haben, wie die entsprechen- 
den Intervalle (a, ...b,) und (a, ...b,) der Reihe (3); und zwar kann 
jede beliebige im Intervall (0...1) gelegene, darin iiberalldichte und 
die Punkte 0 und 1 nicht in sich aufnehmende Punktmenge erster 
Miichtigkeit in eine Reihenform gebracht werden, so dass sie in dieser 
Reihenform die Beschaffenheit unsrer Reihe (10) annimmt. 

Wir wollen nun den Inbegriff aller derjenigen Punkte des Inter- 
valles (0...1), welche nicht in der Menge {%,} vorkommen, mit F 


und einen beliebigen Repriisentanten dieser letzteren Menge mit f be- 
zeichnen, so dass: 


(11) F= {f}, ©...1I)={wv} + ff}. 

Die Menge F' ist, wie ich in Borch. J. Bd. 84, pag. 254 gezeigt, von 

gleicher Miichtigkeit wie das Linearcontinuum (0...1) und daher 

(s. Ann. Bd. XV, pag. 5) von héherer Michtigkeit als der ersten. 
Unsere perfecte Menge S ist nach (4) aus den drei Mengen {a,}, 

{b,} und {1} zusammengesetzt; es war: 

(4) S= {a,} + {b,} + {1}. 


Schreiben wir nun die zweite Formel (11) wie folgt: 


(12) (0... 1) = {dav} + {var-1} + {Ff} 
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so geht aus dem Vergleich dieser beiden Formeln nach Ann. Bd. XVII, 
pag. 356 hervor, dass wir zum Beweise unseres Satzes, dass S und 
(0...1) von gleicher Miichtigkeit sind, gelangen werden, wenn es 
uns mdglich ist, zu zeigen, dass die beiden Mengen Z und JF gleiche 
Miichtigkeit haben; letzteres ist aber wirklich der Fall, wie wir nun 
leicht sehen kénnen. 

Ist f ein beliebiger Punkt von J’, so kénnen wir, da die Menge 
{w,\ iiberalldicht ist, eine derselben zugehérige unendliche Reihe von 
Punkten aufstellen: 


(13 Wr, ; Wa, y+ ++, Wayre-- 
so dass: 
Lim ya, = f. 


v— @ 
Diese Punktreihe bestimmt eine entsprechende Intervallreihe: 
(14) (aa, e 16 ba,) +. (da, eee bi), ey (a2, a 40 ba,), eee 
die sich nothwendig einem bestimmten Punkte / der Menge L als 
Grenze niahern. 

Dass sie sich einem bestimmten Grenzpunkte nihern miissen, folgt 
leicht aus der Lagenbeziehung der beiden Reihen (10) und (3) und 
ebenso, dass dieser Grenzpunkt nicht etwa ein zu J gehdériger Punkt 
sein kann. 

Nimmt man anstatt der Reihe (13) eine andere der Menge {v,} 
angehérige Punktfolge, die sich aber demselben Punkt f als Grenz- 
punkt nihert, so kommt man zwar auch zu einer andern entsprechen- 
den Intervallreihe an Stelle von (14), tiberzeugt sich aber ebenso leicht, 
dass diese keinen andern Grenzpunkt haben kann, als den schon ge- 
fundenen 1. 

Geht man umgekehrt von einem beliebigen Punkt 7 der Menge 
ZL aus und wihlt irgend eine Intervallreihe (14), die sich ihm als 
Grenzpunkt unendlich nihert, so kommt man mit Hilfe von (13) zu 
einem bestimmten zugehérigen Punkt f der Menge JF’, welcher der- 
selbe bleibt, sobald wir nur von ein und demselben Punkt 7 der Menge 
LI ausgehen. Die siimmtlichen Punkte / unsrer Menge Z sind also in 
gegenseitig eindeutige und vollstiindige Beziehung zu siimmtlichen 
Punkten f der Menge F gebracht, das heisst: die beiden Mengen L 
und J’ sind von gleicher Michtigkeit, woraus, wie oben bemerkt. 
folgt, dass die gegebene perfecte lineare Menge S gleiche Miichtigkeit 
hat mit dem Linearcontinuum (0... 1). 


Im Vorhergehenden habe ich gezeigt, dass irgend eine perfecte lineare 
Menge, welche in keinem Intervall tiberalldicht ist, sich auf ein Linear- 
continuum, z. B. auf das vollstiindige Intervall (0... 1) vollstiindig mit 
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gegenseitiger Eindeutigkeit beziehen lisst, folglich mit ihm von gleicher 
Michtigkeit ist. Ich will nun zeigen, wie sich derselbe Satz in Bezug 
auf eine ganz beliebige lineare perfecte Menge beweisen liisst. 

Sei also jetzt S irgend eine derartige Punktmenge im Intervall 

Es werden im Allgemeinen gewisse, nicht aneinander grenzende, 
keiner Vergrisserung fahige Intervalle vorhanden sein, in denen S 
iiberalldicht ist und die folglich, da S perfect ist, mit allen ihren Punkten 
zu S gehdren. Sie bilden zusammen eine Intervallmenge von der 
ersten Miichtigkeit, wie Ann. Bd. XX, pag. 118 gezeigt worden ist. 

Wir wollen diese Intervalle in irgend einer Ordnung als einfach 
unendliche Reihe gedacht, wie folgt schreiben: 


(15) ee a a 8 eee eee, fe 


Da wir sie so gross annehmen, dass sie bei keiner Vergrésserung 
die Beziehung zu S behalten wiirden, wonach § in ihnen iiberalldicht 
bleibt, so folgt daraus leicht, dass sie durch diese Bedingung fiir 
jedes S vollig bestimmt sind, dass sie nicht an einander grenzen und 
dass in dem Zwischenraum zwischen je zweien von ihnen die Menge 
S nicht iiberalldicht ist. 

Ausser diesen Intervallen (15), welche mit ihrem vollen Punktbe- 
stand der Menge S angehéren, wird im allgemeinen eine andere Inter- 
vallmenge existiren, welche, wenn sie aus unendlich vielen Intervallen 
besteht, ebenfalls die erste Michtigkeit hat und die gleichfalls durch 
die Menge S bestimmt ist; jedes dieser Intervalle soll einen perfecten 
Bestandtheil von S enthalten, der in keinem Theilintervalle iiberalldicht 
ist und dem die Endpunkte des Intervalles zugehérig sind; auch sollen 
diese Intervalle so gross genommen werden, dass bei weiterer Ver- 
grésserung sie aufhéren wiirden in der angegebenen Beziehung zu S 
zu stehen. Diese zweite Intervallmenge wollen wir mit: 


(16) a ae ee ee + ee 
bezeichnen. 

Die in diesen Intervallen enthaltenen perfecten Bestandtheile von 
S wollen wir entsprechend mit: 

(17) Ss ee, er 
bezeichnen. 

Aus der Erklirung, welche wir gegeben haben, folgt ohne weiteres, 
dass die Intervalle von (1) héchstens an ihren Endpunkten mit Inter- 
vallen der Reihe (2) zusammenstossen, im iibrigen aber ganz ausser- 
halb derselben zu liegen kommen. 

Wir haben nun folgende Zerlegung der perfecten Menge S: 


(18) S= Zc... d) + ES). 
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Zu bemerken ist hierbei, (da e, und f/f, immer Punkte von S, sind 
und da es vorkommen kann, dass sich Intervalle in der Reihe (1) mit 
Intervallen der Reihe (2) beriihren) dass Glieder der ersten Summe in 
unserer Gleichung (4) mit Gliedern der zweiten Summe einzelne Punkte 
gemein haben kénnen; um die Zerlegung (4) der Menge S von dieser 
Unbequemlichkeit zu befreien, wollen wir mit S, diejenige Menge ver- 
stehen, welche aus S, dadurch hervorgeht, dass wir davon den Punkt 
oder die beiden Punkte in Abzug bringen, welche S, mit héchstens 
zwei Intervallen der Reihe (1) (nimlich nach links oder nach rechts 
hin) gemeinsam haben kénnte, so dass S, = S, ist in allen Fallen, wo 
soleche Beriihrungspunkte nicht existiren, dagegen in den iibrigen 
Fiillen entweder: S, = S,-+ e,-+/f,, oder = S, +e, oder =S,+f, 
ist, jenachdem S, zu beiden Seiten an Intervalle der Reihe (1) grenzt, 
oder nur zu ihrer Linken oder nur zu ihrer Rechten mit einem 
dieser Intervalle einen Punkt gemein hat. 
Wir kénnen nun offenbar auch schreiben: 


(19) S=Z(c,...d,) + Z8,, 


und hier ist S in Bestandtheile (c,...d,) und S, zerlegt, die unter 
einander keinen Zusammenhang haben. 

Jeder Bestandtheil (c, ... d,) hat, weil er selbst ein Continuum ist, 
die Michtigkeit von (0...1); das gleiche gilt aber auch, wie wir im 
Vorhergehenden bewiesen haben, von jedem Bestandtheil S,, folglich 
auch vom Bestandtheil S,, da er aus S, durch Abtrennung von héchstens 
zwei Punkten hervorgeht. (Letzteres ist leicht zu beweisen mit Anwendung 
der Methode, die ich in Borchardts Journal, Bd, 84, pag. 254 ge- 
braucht habe). 

So haben wir nun in Formel (19) S zerlegt in eine endliche oder 
abzihlbar unendliche Anzahl von Theilmengen (c,...d,) und S,, von 
welchen jede die Miichtigkeit des Linearcontinuums hat. 

Nach einem bekannten in Borchardts J., Bd. 84 bewiesenen Satze 
hat folglich auch die perfecte Menge S die Michtigkeit von (0... 1) 
und es haben daher alle linearen perfecten Mengen gleiche Miichtigkeit. 

In einem spiiteren Paragraphen will ich denselben Satz fiir per- 
fecte Mengen beweisen, die einem Raum mit » Dimensionen angehoren. 

Zuniichst will ich aber bei den linearen Punktmengen stehen bleiben 
und zeigen, welcher Schluss sich aus dem soeben bewiesenen Satze 
auf die Michtigkeiten der abgeschlossenen linearen Mengen ziehen liisst. 

Falls die abgeschlossene lineare Menge P nicht von der ersten 
Miichtigkeit, d. h. in dem Falle, dass sie irreductibel ist, zerfillt sie nach 
dem Theorem E’ in § 17 in eine bestimmte Menge R von der ersten 
Michtigkeit und in eine bestimmte perfecte Menge S, so dass: 

33* 
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P=R-S8. 
Schreiben wir R in der Form { ry, so haben wir: 
(20) P= {r,} +8. 


Sei {y,} irgend eine im Intervall (0... 1) enthaltene Punktmenge 
erster Miichtigkeit, {uw} die Menge der itibrigen Punkte dieses Inter- 
valles und {@,} irgend eine in {uw} enthaltene Punktmenge erster 
Michtigkeit, {v} der Inbegriff aller iibrigen Punkte der Menge {wu}; 


wir haben alsdann: 


to: /c2yz 


und weil: 
{yy} CO { P21); it, 


so folgt hieraus: 


mithin ist auch: 


(21) Sco {ul}. 

Nun ist: 

299 f 2 Say 
(22) (0... 1) = {my} + {uh. 
Aus den Formeln (20), (21) und (22) folgt nun: 
(23) Pw(...1), 


d. h. wenn die abgeschlossene lineare Punktmenge P nicht die erste 
Miichtigkeit hat, so hat sie die Michtigkeit des Linearcontinuums,. 

Wir haben also folgenden Satz: 

Eine unendliche abgeschlossene lineare Punktmenge hat entweder 
die erste Méchtigkeit oder sie hat die Miéchtigkeit des Linearcontinwums, 
sie kann also entweder in der Form Funct. (v) oder in der Form 
Funct. (x) gedacht werden, wo v eine unbeschrinkt verinderliche end- 
liche ganze Zahl und x eine unbeschriinkt verinderliche beliebige Zahl 
des Intervalls (0... 1) ist. 

Dass dieser merkwiirdige Satz eine weitere Giiltigkeit auch fiir 
nicht abgeschlossene lineare Punktmengen und ebenso auch fiir alle n- 
dimensionalen Punktmengen hat, wird in spiiteren Paragraphen be- 
wiesen werden. (Vergl. Borchardts J., Bd. 84, pag. 257). 

Hieraus wird mit Hiilfe der in Bd. XXI, pag. 582 bewiesenen 
Siitze geschlossen werden, dass das Linearcontinuum die Miichtigkeit 
der zweiten Zahlenclasse (II.) hat. 

Halle, 15. Novbr. 18853. 


(Fortsetzung folgt). 
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Ueber die Galois’sche Gruppe der Gleichung 28**" Grades, 








von welcher die Doppeltangenten einer Curve vierter 
Ordnung abhingen. 


Von 


Heiricu WEzER in Berlin. 


§ 1. 


Die Beziehung der Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung 


zu den Thetafunctionen von drei Veriinderlichen und die auf Grund 
dieser Beziehungen gebildete Bezeichnungsweise derselben, wie ich sie 


in meiner Schrift ,,tiber die Abel’schen Functionen vom Geschlechte 3, 
Berlin 1876, angewandt habe, fiihrt zu einer tibersichtlichen und eleganten 
Darstellang der Galois’schen Gruppe der Gleichung 28'" Grades, 
von welcher die Doppeltangenten abhiingen, welche die algebraischen 
Kigenthiimlichkeiten dieser Gleichung leicht und einfach erkennen liisst. 
Als urspriinglicher Rationalitiitsbereich, auf welchen sich die Gruppe 
bezieht, wird dabei der Inbegriff der rationalen Functionen der séimmt- 
lichen Coefficienten der Gleichung einer allgemeinen Curve 4'* Ordnung 
betrachtet, welche als variabel anzusehen sind, und es ist fiir diese 
Giruppe zuniichst gleichgiiltig, ob man die Constanten auf das Gebiet 
der rationalen Zahlen beschriinkt, oder ob man gewisse_ irrationale 
Zahlen, z. B. Einheitswurzeln, adjungirt, oder endlich, ob man das 
Gebiet aller Zahlen iiberhaupt mit zum Rationalitiitsbereich rechnet. 
1. Um eine feste Grundlage zu gewinnen, moge 


(1) F(x, y) =0 
die Gleichung einer allgemeinen Curve 4‘ Ordnung in Cartesischen 
Coordinaten sein, in welcher ein Coefficient durch Division = 1 ge- 


macht ist; und mit a, médgen die 14 Coefficienten der Function J’ 
bezeichnet sein. 

Damit die gerade Linie 
(2) y = O(@ — §) 
eine Doppeltangente sei, muss die ganze rationale Function vierten 
Grades von 2 





490 H. Weer. 


F(x, O(a —§&)) 


ein Quadrat sein, woraus sich zwei Bedingungen fiir die beiden Un- 
bekannten ©, € ergeben. Die Elimination von O aus diesen beiden 
Gleichungen fiihrt zu einer Gleichung 28' Grades fiir §, welche wir 
in der Folge kurz die Doppeltangentengleichung nenuen wollen. 

Da zu einer Wurzel & dieser Gleichung im Allgemeinen (so lange 
sich nicht zwei Doppeltangenten auf der z-Axe schneiden) nur ein 
Werth von © gehort, so lisst sich O rational durch § und die Coef- 
ficienten a, ausdriicken: 


(3 O = wf, a.) 
und diese Relation hat dieselbe Form fiir je zwei zusammengehorige 
Werthe &, 0. 

Es lassen sich, wie ich in § 4 der citirten Arbeit nachgewiesen 
habe, aus den 28 ungeraden Charakteristiken auf 288 verschiedene 
Arten sieben solche auswihlen, welche ein vollstdndiges System un- 
gerader Charakteristiken bilden, und zwar gehéren von diesen 36 mal 
je 8 zu derselben geraden Charakteristik. Zwei und nicht mehr 
Charakteristiken eines vollstiindigen Systems kénnen beliebig gewiblt 
werden. 

Daraus ergiebt sich (1. c. § 15) indem man die Doppeltangenten 
den ungeraden Charakteristiken zuordnet, dass man aus den Wurzeln 
der Doppeltangentengleichung auf 288 Arten 7 solche auswiihlen 
kann, durch welche sich die iibrigen rational ausdriicken lassen, und dass 
unter diesen sieben zwei beliebig gegebene Doppeltangenten sein 
kénnen. Hat man ein solches vollstdndiges Siebenersystem §,, &, ..-, & 
ausgewiahlt, so erhilt man die iibrigen 21 Wurzeln durch eine einzige 
Formel, indem man je zweien Wurzeln dieses Siebenersystems eine 
ausgezeichnete Stellung giebt. 

Man kann niimlich, indem man unter f eine rationale Function 
verstelit, die noch von den Coefficienten a, abhiingig ist, setzen: 

(4) bie =f (8, &. | E3845 85» 65 §:)- 

Die Vertauschung von §, mit &, ebenso die Vertauschung von &,, &,, 
&., &, §, unter einander fndert in diesem Ausdruck nichts. Vertauscht 
man aber &, & mit &,, & so erhilt man aus (4) die siimmtlichen 
Wurzeln &,,. 

Ersetzt mau in der Formel (4) das vollstiindige Siebenersystem 
£,, §,-.., §, dureh ein anderes, so werden auch die Wurzeln &, in 
bestimmter Weise durch andere ersetzt. Um diese Veriinderungen zu 
bestimmen, ist es erforderlich auf die Bildungsweise der vollstiindigen 
Siebenersysteme etwas niiher einzugehen. Unter diesen sind zuniichst 
sieben, welche zu derselben geraden Charakteristik gehéren wie &,,&,,...,§,, 
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von denen es geniigt, eines anzugeben, da die andern nach der 
Analogie daraus sofort abzuleiten sind: 


Ei, S12, S13, Era, §15, S16, 1,7. 
Ersetzt man in (4) das System &,, &,..., & durch dieses System, 
so geht 
Exe in Eo, E13 in &> “29% E17 in g, 
iiber, wahrend die & 5... ungeindert bleiben. 

Man kann nun aber auch das Siebenersystem &,, &,..., & er- 
setzen durch 8 Siebenersysteme, welche zu einer beliebigen der 36 
geraden Charakteristiken gehéren, Die noch fehlenden 35.8 Siebener- 
systeme lassen sich so darstellen, dass man sie den 35 Dreiersystemen 
(1, 2, 3) zu je achten zuordnet. Man erhiilt so zu (1, 2, 3) gehdrig 
die acht Systeme: 


Es » O38 9 Eos, Eis, Eis, E16, Biz, 
Es ) Ey ? E31, Eo4, £5, Bog, a7, 
Ey ? Eo ) Ee, Es4, E355 Ese, E37, 
E23, Es) Ere, Ey ) Es ? E ? 5; ’ 
E14) boa, E34, Es ? E6,7, £7.55 E56, 
E15, 25, 83,5, S67, & , S24, S16, 
E16, Ee6, E56, E57) Ez4, E ? E455 
Ei7; Eo7, E37, E56, Eos, E455 g, ° 


Legt man in den Formeln (4) eines dieser 8 Siebenersysteme zu 
Grunde, so geht jede Wurzel &;, in eine bestimmte andere iiber, die 
man nach folgender Regel findet. 

€,. geht in diejenige Wurzel iiber, deren Index man erhiilt, wenn 
man die den i, / entsprechenden Indices neben einander stellt, 1, 2, 3 
hinzufiigt, dann doppelt vorkommende Ziffern im Index unterdriickt 
und eventuell, wenn die Anzahl der Ziffern im Index 5 oder 6 ist, 
diese Ziffern durch die fehlenden ersetzt. Ks wiirde also beispiels- 
weise, wenn 


Sir 2» §3, S4» 85. Se, & 


Esa, Eau, Esa, E,, E67) E355 E56 


durch 
ersetzt wird, 

E12 in E14, 24, 1,2,3 o— E55 
Eis in Exc, 7, 1,2,8 &.5 
5: 


5,6 in Es,7, 7,5, 1,3,5 == Ea7 


iibergehen., 

2. Da durch 7 Doppeltangenten eines vollstiindigen Systems eine 
Curve 4'* Ordnung eindeutig (rational) bestimmt ist, so lassen sich 
die Coefficienten a, ‘rational ausdriicken durch 
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Bhi) Bai « ceRpar iy, @ag's . 


‘ 


in der Form 


(5) a. = V.(E,, &,- - +» 3, 0,, 0,,..-+, 0) 
und hierin kénnen die 
Sep + <0 E55 0,,--., 9, 
an Stelle der a, als unabhingige Verinderliche angesehen werden, 


da ein vollstindiges System von 7 Doppeltangenten willkiirlich an- 
genommen werden kann. 


Diese Gleichungen bleiben richtig, wenn die &,, &,, ..., &; und 
die ihnen entsprechenden 0,, 0,, ..., 0, irgend wie unter einander 


vertauscht werden. Es ist aber auch gestattet, in denselben das voll- 
stindige Siebenersystem &,, &,..., §, durch ein beliebiges anderes zu 
ersetzen, wenn die zugehérigen © immer durch die Formel (3) be- 
stimmt werden; denn die Curve 4'* Ordnung ist durch jedes voll- 
stiindige System von 7 Doppeltangenten in gleicher Weise eindeutig 
bestimmt. 

3. Die Doppeltangenten lassen sich auf 63 Arten in Steiner’sche 
Gruppen von je 6 Paaren ordnen in der Weise, dass die 8 Beriihrungs- 
punkte je zweier Paare einer Gruppe auf einem Kegelschnitt liegen. 
Durch ein Paar ist die ganze Steiner’sche Gruppe bestimmt; dies 
eine Paar kann aber beliebig ausgewahlt werden. Sind 

“, =y — O,(4#—§,) = 9, 
r, =y — 9,(a@—§&,) = 0, 
die Gleichungen zweier Doppeltangenten, so liasst sich zuniichst in 
rationaler Weise (durch &,,0,; §,0,; also nach (3) auch durch §&,, &,) 
die Gleichung eines Kegelschnittes, ® = 0, bestimmen, welche durch 
die vier Beriihrungspunkte dieser beiden Doppeltangenten geht; hierauf 
kann man einen Factor h und die Coefficienten der Gleichung eines 
zweiten Kegelschnittes, Y= 0, gleichfalls rational, so bestimmen, 
dass die Identitit besteht: 
hF—-@’—z7,2,¥. 
Hieraus folgt fiir ein beliebiges 4 
hE — (9+-Az,2,)? = 2, 2,(¥ —2A9—A* x, 2,). 
Man erhiilt nun die fiinf iibrigen Paare der zu 2,, x, gehdrigen 
Steiner’schen Gruppe, wenn man 4 so bestimmt, dass 
Y— 21% — A*4,2, 
in zwei lineare Factoren zerfillt, was fiir 4 eine Gleichung fiinften 
Grades giebt. Das Product, genommen iiber die 5 Wurzeln dieser 
Gleichung 


a 
I] (¥—240 —2?2,2,) = = (2, y) 
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liisst sich rational durch &,, & ausdriicken, und ist, gleich Null gesetzt, 
die Gleichung der 10 noch fehlenden Doppeltangenten dieser Gruppe. 
Setzt man darin y = 0, so erhilt man eine Gleichung 10'" Grades 
(6) X(6; 61, &) = 0, 
deren Wurzeln § 10 weitere Wurzeln der Doppeltangentengleichung 
sind, welche die Eigenschaft haben, dass die drei Wurzeln &, &,, &, 
niemals zu einem vollstiindigen System gehéren*); und es gilt auch 
das Umgekehrte: wenn &, &, § drei nicht zu einem vollstiindigen 
System gehérige Wurzeln sind (d. h. wenn denselben drei Charakte- 
ristiken mit ungerader Summe entsprechen) so besteht zwischen ihnen 
die Gleichung (6). 


§ 2. 

Wir betrachten nun das System ( derjenigen Substitutionen der 
28 Wurzeln der Doppeltangentengleichung, welches man erhilt, indem 
man zuniichst die Elemente des .Siebenersystems &,, §,..., § auf 
alle mégliche Arten unter einander vertauscht, und ferner dasselbe 
durch alle 287 andere vollstindige Siebenersysteme, jedes in jeder 
modglichen Ordnung genommen, ersetzt, und die tibrigen Wurzeln 
jedesmal nach den Formeln (4), also nach der in § 1, 1. angegebenen 
Regel bestimmt. 

Die Anzahl dieser Substitutionen betrigt 


N = 288 . [] (7) = 36. [] (8) = 1451520, 


und es lasst sich nachweisen, dass das System G die Galois’sche 
Gruppe der Doppeltangentengleichung ist, wodurch wir zugleich der 
Nothwendigkeit des (iibrigens leicht zu erbringenden) Beweises tiber- 
hoben sind, dass das System ( eine Gruppe ist. 

Der Beweis ergiebt sich aus Folgendem: 

1. Wir bezeichnen die Galois’sche Gruppe der Doppeltangenten- 
gleichung einstweilen mit (’ und zeigen zuniichst, dass in derselben 
keine Substitution G vorkommen kann, durch welche ein vollstiindiges 
Siebenersystem in ein anderes als ein vollstiindiges Siebenersystem tiber- 
ginge. Denn angenommen, es gehe &,, &, & durch G iiber in &,’, &,, 
der Art, dass die-Summe der Charakteristiken von &,, &, & gerade, 
die von &,’, &’, &,’ ungerade sei, so wiirde die Gleichung (6) bestehen 

X(E,, &,', &5) = 9 
und diese miisste richtig bleiben, wenn man die Substitution G™’, 
die gleichfalls zu (S’ gehdrt, anwendet, weil jede rationale Beziehung 

*) Nach unserer Bezeichnungsweise hat die Gleichung (6) die Wurzeln: 


Eis) §23) E14 oar S15 69,59 61,6 b26) S17» &9,7- 
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zwischen den Wurzeln einer Gleichung erhalten bleibt, wenn man 
irgend eine Substitution der Gruppe dieser Gleichung auf dieselbe an- 
wendet; also: 

X(E,, &, 3) =9, 
was nach § 1, 3. nicht moglich ist. 

2. Ist G irgend eine in (S’ enthaltene Substitution, durch welche 
das vollstindige Siebenersystem &,, &, ..., §, tibergeht in das voll- 
stiindige System &,’, ',..., §; so kann man die Substitution G auf 
die Relationen (4) § 1 anwenden, wodurch die Veriinderungen bestimmt 
sind, welche die iibrigen Wurzeln durch G erfahren. Diese Ver- 
inderungen sind aber dieselben wie in derjenigen Substitution aus , 
welche &,, &,..., &, tiberfiihrt in &,’, &’, ..., &,’, woraus folgt, dass 
G in & enthalten ist. 

Jede Substitution aus (S' ist also zugleich in  enthalten. 

3. Driickt man in irgend einer rationalen Relation zwischen den 
Wurzeln der Doppeltangentengleichung : 

OE, . Say oo oy Bey Bans - « 25 By Bey - + +» Gq) = 9 

zuniichst die &, durch die Formeln (4) und hierauf nach (5) die a, 
durch §,,..., §;,0,,..-,0, aus, so muss diese Relation in eine Iden- 
titiit itibergehen, da die 14 Gréssen &,,...,&, 0,,.-.., 0, ganz be- 
liebig gewihlt werden kénnen. Daraus folgt aber, dass auf jede 
solche Relation die siimmtlichen Substitutionen von ( angewandt 
werden diirfen. Insbesondere muss also jede Function der Wurzeln, 
welche im Rationalitiitsbereich enthalten ist, durch die simmtlichen 
Substitutionen von (§ ungeiindert bleiben, woraus hervorgeht, dass jede 
in  enthaltene Substitution zugleich in ( vorkommt, womit der ge- 
suchte Beweis vollendet ist.*) 

Da man zwei und nicht mehr Charakteristiken eines vollstindigen 
Siebenersystems beliebig wihlen kann, so ist hiernach die Gruppe der 
Doppeltangentengleichung zweifach transitiv. 


Wir suchen nun zuniichst eine tibersichtliche Darstellung und Be- 
zeichnung der Substitutionen dieser Gruppe zu gewinnen. 

Wenn man zuniichst diejenigen unter den Substitutionen ( heraus- 
greift, welche das vollstiindige Siebenersystem &,, §, . . ., §; im Ganzen 
ungeiindert lassen, und nur seine Elemente unter einander vertauschen, 
so erhilt man eine Gruppe von TT(7) Substitutionen, welche ganz in 
enthalten ist, welche sich eindeutig beziehen liisst auf die Gruppe 

A= A, A,, A;, 


*) Vgl. Serret, Algébre sup. (3 Aufl.) II, p. 611, 
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der siimmtlichen TT(7) Substitutionen von sieben Elementen 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7. 

Wir wiihlen ferner aus  sieben Substitutionen aus, durch welche 
das vollstiindige System &,, &, ..., &, durch sieben andere ersetat 
wird, welche zu derselben geraden Charakteristik gehéren. Diese 
moégen sein: 


T -() y, =< & -» See 
1, 1,2, 1,3, 1,4, 1,5, 1,6, Le 


6 
¥ -( i hs eo SS ) = 
a = on) 
¢ . 9 92 ¢ » ¢ 
1,2, 2, 2,3, 2,4, 2.5, 2,6, 2,7 


woraus man eine weitere, gleichfalls in ( enthaltene Gruppe von 
TT(8) Substitutionen ableitet, welche alle diejenigen Substitutionen von 
(§ umfasst, durch welche das System §&,, &,...,&, entweder unge- 
iindert bleibt, oder durch ein anderes ersetzt wird, welches zu der- 
selben gers wien Charakteristik gehért. Diese Gruppe lisst sich ein- 
deutig beziehen auf die Gruppe © der siimmtlichen TT(8) Substitutionen 
von 8 Eiementen (1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8), wenn man die Bezeichnung 
der Wurzeln dahin abiindert, dass man einen 8'*" Index einfiihrt und 
demnach g,, Eo, §3, E, §, Eo» g, durch E18, E28, E38) Eis, E58, Es, E78 
hezeichnet. (Bezeichnung der Doppeltangenten von Hesse). Die 
Wurzeln der Doppeltangentengleichung sind dann _tibereinstimmend 
durch &,,(¢, x = 1, 2, 3,..., 8) bezeichnet und jeder Vertauschung der 
8 Elemente (1, 2,3,..., 8) entspricht eine bestimmte Vertauschung 
dieser Wurzeln. Die Substitutionen 7, 7',,..., 7’; entsprechen den 
Vertauschungen (1,8), (2,8), ..., (7,8). Wir kéunen daher die aus 
M4 und 7, 7,,... gebildete Gruppe einfach durch die Gruppe ©, und 
ihre Substitutionen durch die Substitutionen S,, S,,... von © be- 
zeichnen. Um die ganze Gruppe © darzustellen, miissen noch 35 
Substitutionen hinzugenommen werden, durch welche das vollstiindige 
System §&,,§,,..., § durch ein anderes ersetzt wird, welches zu jedem 
der 35 Dreiersysteme (¢, x, 4) gehdrt. Eine solche zu (1, 2, 3) gehdrige 
Substitution ist 


= 


laces ( ., tt & as ‘) 

ind 2,3, 3,1, 1,2, 4, 5, 6, 7 

Ks ist auch hier bequemer, den 8'" Index noch beizufiigen und diese 
Substitution Uy.25 mit 


yey 


zu bezeichnen, indem man festsetzt, dass U7." und Uy, v4", das- 
selbe bedeuten sollen, wenn die ¢, v0’, ¢", «, *, x", *” zusammen 
alle 8 Indices umfassen. Die Anzahl dieser Substitutionen ist dann 
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gerade 35 und die ganze Gruppe (§ kann symbolisch so bezeichnet 
werden : 
(1) G= SHED S Vyeerer. 
Die Gesetze der Zusammensetzung in dieser Gruppe sind folgende: 
Ist 
s=(" By. By Sy B, Ge 4s °) 
Byy Ay, Ay, Ay, As, Ag, Az, My 


irgend eine Substitution in ©, so ist 


(2) Ui234 S = S | ; 

(3) Ui284 Uiesa = 1, 

(4) U,,2,3,4 Ui,2.3,5 = (4,5) Uiesa, 

(5) Ui.2,3, Ui256 = (1,2) (3,4) (5,6) (7,8) Ui278- 
g 4, 


Aus dieser Darstellung der Gruppe der Doppeltangentengleichung 
ergiebt sich sofort eine bemerkenswerthe Folgerung. Die Gruppe © 
lisst sich zusammensetzen aus den Transpositionen (t,x). Eine solche 
Transposition, etwa (1, 2), bewirkt aber die folgenden ‘Transpositionen 
der Wurzeln: 

(E13, & 2,3), (E14, E24), (E15, E25), 

(Exe, Eoc), (&1,75 & 7). (E15, E28), 
wiihrend die iibrigen Wurzeln ungeiindert bleiben. Da die Anzahl 
dieser Transpositionen gerade ist, so- folgt, dass alle Substitutionen in 
© aus einer geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt 
sind. Dasselbe gilt aber auch von den Substitutionen U und mithin 
von der ganzen Gruppe (; denn z, B. die Substitution Ui23 bewirkt 
die folgenden Wurzelvertauschungen : 

(Ei2, 34), (813, S24), (E14, 82,3), 

(56, &2s), (&,7, $8), (§67, &,s). 
Daraus aber ergiebt sich, dass das Differenzenproduct der siimmtlichen 
28 Wurzeln durch die Substitutionen von  ungeiindert bleibt, und 
mithin im Kationalititsbereich enthalten ist. Damit ist bewiesen: 

Die Discriminante der Doppeltangentengleichung ist das Quadrat 
einer rationalen Function. 


§ 5. 


Wenn in einer Gruppe eine andere Gruppe G, ganz enthalten 
ist, so nennen wir (, einen Divisor von (5; wenn ferner fiir je zwei 
Substitutionen G in und G, in @, die transformirte Substitution 
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G"'G,G 
in G, enthalten ist, wenn also mit andern Worten 
"2 de 6, G=G, 
ist, so heisst , ein eigentlicher Divisor von . (Galois). 

Dies vorausgeschickt, wollen wir nachweisen, dass unsere Gruppe 
( ausser ( selbst und der Hinheit keinen eigentlichen Divisor enthiilt. 

Die Gruppe ©, welche durch die simmtlichen Substitutionen von 
8 Elementen dargestellt ist, enthilt bekanntlich einen eigentlichen 
Divisor ©’, der diejenigen Substitutionen umfasst, welche aus einer 
geraden Anzahl von Transpositionen gebildet sind, und welche die 
alternirende Gruppe von 8 Elementen genannt wird. Wir kénnen, 
indem wir den Inbegriff derjenigen Substitutionen in ©, welche aus 
einer ungeraden Anzahl von Transpositionen bestehen mit ©” be- 
zeichnen 

SG=-6+C’=6' + G'(l,2) 
setzen. Ist dann § irgend ein von der Einheit verschiedener eigent- 
licher Divisor von , so ergiebt sich Folgendes: 

1. Wenn in § eine von 1 verschiedene Substitution aus ©’ vor- 
kommt, so enthilt § die ganze Gruppe ©’; enthilt § eine Substitu- 
tion aus ©”, so enthilt es die ganze Gruppe ©. Dies sind bekannte 
Siitze aus der allgemeinen Substitutionstheorie. 

2. Wenn § eine von der Einheit verschiedene Substitution aus 
©, also sicher die ganze Gruppe ©’ enthilt, so ist mit G identisch; 
denn n, VY. kummt in § vor: : 

i234 (4,5, 6) Ui93,4 = (4, 5, 6) (4, 5) Ni 23,5 
und mithin das ganze System n 


— € 
3 1,2,3,5 


und folglich auch siimmtliche 
See's e 
Ebenso enthilt aber $ auch 
U1.2,3,4(3,5) (4,6) Ui,9,5,4 = (3,5) (4,6) (1, 2) (3, 4) (5,6) (7,8) Oiezs, 


mithin auch simmtliche 


S Ui 278 
und folglich alle 
S Deeiee 


” 


also auch das ganze System ©”, w. z. b. w. 


3. Enthiilt eine der Substitutionen Uj; 954, so enthilt sie wegen 
S~" Uigs48 = Ua,,0,0,,0, 
alle diese Substitutionen; mithin auch 
Ui.23.4 Ui235 Ure 


2. oy 


34 = (4,5) 
und ist also nach 2. mit ( identisch. 
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4. Enthilt § eine Substitution von der Form SU;,234, worin S 
von 1 verschieden ist, so enthilt es auch, wenn ¢,x irgend zwei 
Indices sind, beide aus der Reihe 1, 2,3, 4 oder beide aus der Reihe 
, 6, 7, 8 


o” ; 


(t, x) S U1,2,3,4 G. x) Ui,2,3,48 . = (¢, x) S(t, x) , 


Wenn man also nachweisen kann, dass sich tiber +, x so verfiigen 
Kisst, dass dies letztere nicht die identische Substitution ist, so ist 
nach 1. bewiesen, dass auch in diesem letzten Falle § mit “ iiber- 
einstimmen muss. Dazu ist erforderlich und hinreichend, dass 


S~*(t, x) S = (a, ax) 


von (¢, x)verschieden sei. Dies ist sicher dann der Fall, wenn man 
fiir « zuniichst einen durch S veriinderten Index und dann, was 
stets méglich ist, x so wihlt dass a, nicht =v ist. Damit ist also 
nachgewiesen, dass die Gruppe “ ausser der Einheit und sich selbst 
keinen eigentlichen Divisor besitzt. 

Hieraus folgt zuniichst, dass die Gruppe der Doppeltangenten- 
gleichung nicht durch Adjunction der Wurzel einer reinen Gleichung 
erniedrigt werden kann. 


§ 6. 

Um solche Gleichungen zu ermitieln, deren Wurzeln die Gruppe 
der Doppeltangentengleichung erniedrigen, hat man uneigentliche 
Divisoren der Gruppe G atifzusuchen. Von besonderem Interesse ist 
dabei die Frage, ob sich darunter Gleichungen von niedrigerem als 
dem 28" Grade befinden, d. h. ob es Divisoren von  giebt, deren 


Grad hoher als = ist*). Wir beweisen zuniichst folgenden Satz: 

1. Wenn ein Divisor von @ die ganze Gruppe ©’ und ausser- 
dem eine nicht in © enthaltene Substitution enthilt, so ist 5 mit 
identisch. Beim Beweis dieser Behauptung sind zwei Fille zu unter- 
scheiden. 

a) Es enthalte § eine Substitution von der Form S’ Uj,2.34. Dann 
enthilt die siimmtlichen ©’Ui.234 und auch die siimmtlichen 
S' U..e,e,e"3 mithin auch Uj,9.3,4 und Uj,23,5; folglich auch 


U; 2,3,4 U; 2,3,5 U,2,3,4 = (4, 5) 


»&> »* 


und daher die ganze Gruppe © und mithin . 
b) Es enthalte § eine Substitution von der Form S” U;,93,4 und 


© 


folglich siimmtliche ©” U,....°,.". Dann enthilt § auch 


*) C. Jordan hat auf anderem Wege diese Frage behandelt und in ver- 
neinendem Sinne beantwortet (Traité des substitutions p. 329). 
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qi, 2) U;,2,3,4 (1, 2) Ui,9.5,6 (4, 2) Ui,2,7,8 = (3, 4) (5, 6) (7, 8) 


also die ganze Gruppe © und mithin G. 

2. Es sei D der grésste gemeinschaftliche Theiler von § und © 
vom Grade d. Wenn dann in § irgend eine Substitution S U;,9,3,4 Vor- 
kommt, so enthilt § alle DS Uj,254, und es ist auch umgekehrt, 
wenn S, Uj,2.5,4 in § enthalten ist, S,; in OS enthalten, woraus her- 
vorgeht, dass es in © Uj,2.3,4 entweder gar keine oder genau d Sub- 


stitutionen aus § giebt. Der Grad h von § ist also <36d, und 


an N : 
wenn h grésser als 3g Sein soll, so muss 
TT(8) 36 


23° 


36d > 





d. h. 
d> ne) 

sein. Wir haben also nur diejenigen Divisoren D von © zu beriick- 
sichtigen, deren Index (nach Cauchy u. Serret) kleiner als 28 ist. 

Was zuniichst die intransitiven Divisoren von © betrifft, so sind 
darunter nur zwei Typen, deren Index < 28 ist*), niimlich die Gruppe 
simmtlicher Vertauschungen von nur sieben Elementen, und die 
alternirende Gruppe von sieben Klementen. Die Indices dieser beiden 
Gruppen sind bezw. 8 und 16. Lassen wir in beiden Gruppen die- 
selbe Ziffer, etwa 8 ungeiindert, so enthilt die erste die zweite. Es 
liisst sich nun leicht nachweisen, dass eine Gruppe §, welche eine 
dieser beiden Gruppen und ausserdem noch irgend eine Substitution 
SU.0,.,0” enthilt, mit G identisch ist. Der Beweis dieser Behauptung 
setzt sich folgendermassen zusammen. 

Es bedeute % die Gruppe siimmtlicher Substitutionen der 7 Ele- 
mente 1, 2,3, 4,5, 6,7, W die darin enthaltene alternirende Gruppe 
und es sei 


A — W' + A”. 


Eine in © enthaltene Gruppe, welche I’ enthiilt, und ausserdem 
eine Substitution aus %”(1,8), enthiilt die ganze Gruppe ©’, und 
wenn sie eine Substitution aus (1,8) enthiilt, so ist sie mit € 
identisch. 

Eine in  entlialtene Gruppe § mége nun A und ausserdem eine 
Substitution 


H= SU 


Neo 


enthalten. Es sind dann folgende Fille zu unterscheiden: 
1. Die Substitution H hat die Form 


A’ U4,2,3,4- 


*) Vgl. Serret, Alg. sup. II, p. 322 fi, 
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In diesem Falle enthalt die Gruppe § auch Uj,234 und simmt- 
liche U,.,.,e" (da man die letztere Bezeichnung immer so wihlen 
kann, dass der Index 8 nicht unter den «, ¢’, e’, e’” vorkommt). Folglich 
kommt in § auch 

Ui,2,3,4 Ui,2,3,5 U1,2,3,4 = (4, 5) 


und mithin die ganze Gruppe % vor; ebenso aber auch 


2“) 9“ 


U; 2,3,7 U; 2,3,8 U;i,2,3,7 —_ (7, 8), 
mithin die ganze Gruppe © und folglich ist § mit G identisch. 


2. H ist von der Form 


A” Ui, 2,3,4- 
In diesem Falle enthilt § das ganze System A” U,,¢,.",, also auch: 
(4, 5) Ui,2,3,8 Ui,4,5,8 (6, 7)= (1, 8) (2, 3) Ui,6,7,8 
und folglich auch (1,8), also die ganze Gruppe © und mithin wie 
oben G, 
3. H habe die Form 
A(l 9 8) Ui,2,3,4- 


Dann enthilt § auch A, (1,8) U;,2,s,5 (Zusammensetzung mit (4,5, 6); 
Au,5,«, = A, gesetzt) und folglich auch: 


A(1,8) U,,2,3,.4 U1,2,3,5(1,8) A; = A(I,8)(4,5) Us,2,5,.4(1,8) A, , 


, ~ —1 . ry) > ¢ Pr x 
also auch A(4, 5) Uss43A, , wodurech dieser Fall auf 2. zuriick- 
gefiihrt ist. Ganz ebenso schliesst man, wenn H die Form 


A(T, 8) U1,2,5,4 
hat. 


Der niichst niedrige Werth, den der Index einer intransitiven 
Gruppe bei 8 Elementen haben kann, ist 28. Kine solche Gruppe 
entsteht nur dadurch, dass zwei Elemente unter sich und die itibrigen 6 
unter sich auf alle méglichen Arten vertauscht werden. Hieraus er- 


giebt sich ein Divisor von (i vom Grade at welcher aus allen den 


Substitutionen von ( besteht, welche eine Wurzel der Doppeltangenten- 
gleichung ungeiindert lassen. 

Unter den transitiven Divisoren von © kommen aber iiberhaupt 
keine vor, deren Index kleiner als 28 ist. Denn bei einer imprimi- 
tiven Gruppe kann der Index nicht kleiner als 35 sein (vgl. Netto, 
Substitutionstheorie, Leipzig 1883, Seite 79) und fiir eine primitive und 
transitive Gruppe von » Elementen besteht ein allgemeiner Satz (Netto, 


l. c. Seite 126), wonach ihr Index durch jede Primzahl, die < ~~". ist, 


theilbar sein muss. Fiir unsern Fall (x = 8) muss also der Index 
einer jeden transitiven und primitiven Gruppe durch 30 theilbar sein. 








pt 
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§ 7. 

1. Unsere bisherige Untersuchung hat uns auf einen Divisor © 
der Gruppe der Doppeltangentengleichung gefiihrt, welcher vom Grade 
N 
36 
andere , also jede Wurzel in jede andere iibergehen kann, so ist diese 
Gruppe noch ¢ransitiv. Aber sie ist nur einfach transitiv, da man 
durch Substitutionen von © beispielsweise nicht gleichzeitig §,2 un- 
geiindert lassen und &, 5 in &, tiberfiihren kann. 

Kine Function der Wurzeln, welche durch die Substitutionen von 
S ungeiindert bleibt, dagegen durch jede nicht in © enthaltene Sub- 
stitution sich iindert, geniigt einer irreductibeln Gleichung 36' Grades. 
Eine solehe Function ist z. B. wenn man 


vy, = 1,281.5 &1,481,581,681,7 81,8 


U= U1 +, + + Hy +H + + 0, + ¥. 

Durch Adjunction einer Wurzel dieser Gleichung wird die Doppel- 
tangentengleichung selbst noch nicht reducirt, aber ihre Gruppe redu- 
cirt sich auf die Gruppe ©, d. h. auf die Gruppe einer allgemeinen 
Gleichung des 8' Grades. Die Gréssen v,, v,, +++ vg sind die Wurzeln 
einer solehen, nach deren vollstiindiger Auflésung auch die Gleichung 
der Doppeltangenten gelést ist. 

2. Unter den iibrigen Divisoren der Gruppe ist zuniichst noch 
derjenige hervorzuheben, den wir schon in § 6 erwihnt haben, welcher 


ist. Da durch Substitution der Gruppe © jedes Paar 1, 2 in jedes 


setzt: 


. = a N. 
eine Wurzel, etwa &,s ungeiindert lisst, und welcher vom Grade = ist. 


Bedeutet 2% das System der simmtlichen Vertauschungen der Ele- 
mente 1,2,3---6, so lisst sich diese Gruppe folgendermassen dar- 
stellen : 





mA, Me 
T= A+ A(7, 8) + S U Ue,a,u.s 
1,6 


%,Aa,u xa 
*% 
+ >) U(7,8) Usans + >> U(7, x) (8, 2) Unans, 
1,6 1,6 


Diese Gruppe stimmt nach einer schon von C. Jordan benutzten 
Bemerkung von Geiser*) mit der Gruppe der Gleichung 27'*" Grades 
iiberein, von welcher die 27 Geraden auf einer allgemeinen Fliiche 
3’ Ordnung abhiingen. 

Die Gruppe & ist intransitiv; auf sie wird durch Adjunction der 
Wurzel §,3 die Gruppe der Doppeltangentengleichung reducirt. Die 


*) Mathemat. Annalen, Bd, I, 8S. 129. 


Mathematische Annalen. XXIII. 
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Gleichung selbst reducirt sich dadurch auf den 27'* Grad. Adjungirt 
man eine zweite Wurzel, etwa & 3, so reducirt sich die Gruppe % 
noch weiter, und zwar, wenn man mit § die Gruppe der Substitu- 
tionen der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 bezeichnet, auf 


x, Am x 
7 ‘ . eae : 
VY =< + > DS) U.,4,u,8 4- 2 % (6, 7) (8 »%) Us,7 8%) 
1,5 1,5 


welche T1(5) - 16 Substitutionen enthiilt. Diese Gruppe ist aber auch 
fiir die 26 iibrigen Wurzeln nicht mehr transitiv, denn sie vertauscht 
die Wurzeln 


Pn, Tee, 
S2,7) ©£3.6.» 93,75 


sre 


or 


£ <. eas 
S41 95,6) 95,7 


ore 
ure 


1,6) 51,7) 52,6) 1,6) $4,7) 
nur unter einander, welche daher als Wurzeln einer Gleichung 10" Grades 
bestimmt sind. Diese Gleichung 10' Grades ist keine andere als die 
in § 1 erwihnte Gleichung (6), und % ist die Gruppe dieser Gleichung. 
Y besitzt einen Divisor von TT(4) - 16 Substitutionen, welcher alle die- 
jenigen Substitutionen umfasst, welche ein Product wie &;¢&; un- 
geiindert lisst, und diese Producte sind also die Wurzeln einer Glei- 
chung 5'" Grades. 

3) Hat % dieselbe Bedeutung wie oben, so findet man leicht noch 


den folgenden Divisor von (: 





M—= A+ U(7, 8) + > ATza28+ > A(T, 8) Usars, 
1,6 1,6 


: a ‘ : . . a : ; : 
dessen Grad ~~ ist. Auch diese Gruppe ist intransitiv, indem sie die 
Ie 


Wurzeln 
& < £ ¢ £. . 
91,8) 92,89 55,8: 94,8) 55,8) 56,5) 
ee i oo Oe A 
SI,79 92,79 93,79 94,79 95,7) $6,7 


nur unter einander vertauscht. 

Eine Function welebe durch die Substitutionen von 9% und nur 
dureh diese ungeiindert bleibt, und daher einer Gleichung 63'" Grades 
geniigt, ist z. B. 


. 


= 


ore 


1,71,8 + &2,782,8 + &3,783,5 +--+ + 6786.83 

die Adjunction einer Wurzel dieser Gleichung 63'" Grades bewirkt ein 
Zerfallen der Doppeltangentengleichung in eine Gleichung 12" und 
eine 16’ Grades. 


coo 


-_ ‘ , = ; . N 
4. Es mége endlich noch ein Divisor von ( vom Grade = er- 
009 


wiihnt sein. Es bedeute © die Gruppe derjenigen Substitutionen der 
Elemente 1, 2---8, welche 1, 2, 5, 4, 5 einerseits, 6, 7, 8 andererseits 
unter einander vertauschen. Die erwiihnte Gruppe ist dann 
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© + > © U6,1,s. x: 
1,9 


Auch diese Gruppe ist intransitiv, denn sie vertauscht die Wurzeln 
E,2 (#,4 = 1,2,3,4, 5) nur unter einander. Eine zu dieser Gruppe 
gehérige Function, welche Wurzel einer Gleichung 336'" Grades 
ist, ist folgende: 
w = £16 2,6 &3,6 £46 85,6 87,8 + §1,7 &2,7 83,7 &4,7 85,7 Se 
+ &1,s 2,8 &3,s &4,s &5,8 &6,7- 
Dieser Gruppe kann die folgende geometrische Interpretation ge- 
geben werden: 
Es lassen sich auf 336 Arten 18 Doppeltangenten auswiihlen, 
welche drei Brianchon’sche Sechsecke bilden. 


Charlottenburg, im October 1883. 


34* 











Ueber die Integration der Hamilton’schen Systeme und der 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 


Von 


Jutius Kénia in Budapest. 


Seitdem Jacobi gezeigt hat, dass die Integration der Hamilton’ - 
schen Systeme totaler Differentialgleichungen und der partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung iquivalente Probleme darbietet, hat 
sich das Interesse beinahe ausschliesslich der zweiten Form des Pro- 
blems zugewendet, und die vollstiindige Entwicklung der Theorie ist 
an den partiellen Differentialgleichungen gegeben worden. Man kann 
sich dem gegeniiber die Aufgabe stellen, nachdem einmal die Inte- 
gration der partiellen Differentialgleichung auf die Integration des 
Hamilton’schen Systems zuriickgefiihrt ist, alle weiteren Verein- 
fachungen der Integration an dem letzteren Systeme zu studiren, und 
es ist dies in gewisser Beziehung auch ein Zuriickgreifen auf die Ent- 
wicklungen Cauchy’s, der ja diese Umformung des Problems zuerst 
gegeben. 

Die Resultate sind nicht ohne Interesse; denn es ergiebt sich eine 
Integrationsmethode, die wohl als neu bezeichnet werden darf*), da 
sie von den Jacobi’schen Entwicklungen vollstiindig unabhingig, 
auch die bei Mayer und Lie gebrauchten Siitze nicht beniitzt, und 
dabei so einfach ist, dass sie wohl geeignet ist, in die Lehrbiicher der 
Integralrechnung tiberzugehen, wo diese Probleme eigentlich ihrer 
Wichtigkeit enisprechend, behandelt werden sollen. 

Die Mayer’schen unbeschriinkt integrabeln Systeme totaler Dif- 
ferentialgleichungen erweisen sich hiebei von grundlegender Wichtig- 
keit. Ihre Theorie ist hier vorausgesetzt, doch verweise ich auch auf 
die folgende Note, die allerdings in ziemlich weitgehender Verall- 
gemeinerung die Integration dieser Systeme behandelt. 


*) Es versteht sich von selbst, dass bei wirklicher Anwendung der gegebenen 
Integrationsmethode die auszufiihrenden Operationen genau dieselben sind, wie 
bei der Mayer’schen und Lie’schen Methode, die ja hieraufbeziiglich auch ' 
untereinander vollstiindig iibereinstimmen. 
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Nennt man kurz ein System von » totalen Differentialgleichungen 
erster Ordnung ein System n'** Ordnung, so sind im Folgenden dem 
Wesen der Sache nach Methoden angegeben, nach denen die Inte- 
gration gewisser Systeme »'*' Ordnung in die nacheinander zu leistende 
Integration je eines Systems » — k' und eines ke" Ordnung zer- 
legt wird. 

Dabei ergiebt sich fiir die Hamilton’schen Systeme die weitere 
Vereinfachung, dass nach Integration des ersten Systems die Auflésung 
des zweiten sich auf Quadraturen zuriickfiihren lasst. 

Ich gebe zum Schluss die Form eines ziemlich allgemeinen Systems 
totaler Differentialgleichungen an, das in dem angegebenen Sinne ,,zer- 
legbar* ist. 

Die Resultate und Methoden, welche in dieser Note und einigen 
folgenden verwandten Inhalts mitgetheilt sind, habe ich zum Theil 
schon in einer Schrift gegeben, welche die Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen 1’ Ordnung und die verwandten Probleme in 
zusammenhiingender Darstellung behandelt, und 1881 in ungarischer 
Sprache unter den Publicationen der ungarischen Akademie erschien. 


Il. 
1. Das Hamilton’sche System sei in folgender Form gegeben: 
dz 0H dp, _ Ss —*OH 
dx, OD’ du Ox? 
Si Mie 
(1) dz, = Op,’ dx, Ox,’ 
oe 
day, Op,’ dm 0x, 
Ist ° 
(2) D (X15 %p, Poi ++} Lny Dn) = 4 


ein erstes Integral dieses Systems, so hat man bekanuntlich identisch: 


d® ag oo oH oo OH 
[ ae, |= Ge, + 7 Se 











(3) da, Ox, Ox, Ope In OPn 
00 OH i oo 8a 0 
OP, OL, P 


OP, O22 


Ist das erste Integral nicht in der nach der willkiirlichen Constante 
raljs 2 ) Py > e 
gelésten Form gegeben: 


(4) ¥ (@15 a, Daj ++} Ln, Pnj 4) =O, 
so erhalt man leicht die Modification des angefiihrten Satzes, dass — 
kurz ausgesprochen — die Resultante von 


(5) Y= 0, aa, | on @ 
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nach irgend einer der Grissen x, p oder a identisch verschwinden muss. 
Die eckige Klammer soll auch hier anzeigen, dass die Differenzial- 
x; dp; 
dz,’ dz, 

Der folgenden Anwendung wegen soll die aus diesem Satze ent- 
springende Identitit fiir den Fall vollstiindig entwickelt werden, dass 
das erste Integral in nach p, geléster Form erscheint: 


quotienten durch ihre Werthe aus (1) zu ersetzen sind. 


(6) P2 — I (,, %y,*+ Fn} Py,°* *) Pay a) = 0. 
Bezeichnet hier die eckige Klammer das Einsetzen von F' fiir p,, 
su wird diese Identitiit zuerst: 


(. « oF oF eH) oF [eH _... oF faa 
Ox, OX, | Ope | OX; | Ops 0x, OP, 


oH oF [oH oF [eH 

a ia —s = Q 

| aa, | + OPs | 35, | + + OP, E af . 
Ist wieder |H] der Werth, den H durch Kinsetzen von p, = F' 
erhilt, so kann man in (7) noch [ 3a, | und ‘ durch die Diffe- 

€ > ° 
rentialquotienten von [H] ersetzen. Sei v irgend eine der Gréssen 
Xy***Fny Py ** Pn, SO wird 


o[H] oH oH oF 
oo [ Ov | + ie | ov 
und also 


(8) ep pent ee, 
Ov au Opes ov 


(v= 


RR 


999° * *%y Hny Pyy** *y Pn)- 
Diese Werthe in (7) eingesetzt, ergiebt nach unmittelbar zu er- 
sehender Vereinfachung: 


(9) _ OF me! 0(H| cit). i || 
Oxy 0%, ODs OX, OP» 
o|H] oF @é{H oF o[H]| 
- ; it oe i == (0). 
WV, IPs OX; OP, Cx, 


Aus (9) erhilt man noch die spiiter unmittelbar zur Anwendung 
gelangende Identitiit durch Differentiation nach irgend einer der 
Grdssen v: 


ao —“F __#F 4H) _..._ aF om 
Ov0x, CV0OT; CPs CX, OVOP; 
e*([H] @F o(H| aF @{] 


=— 0, 


OVO, T Sein Ox; 3 ht 


die demnach erfiillt wird, wenn p, = F ein erstes Integral des vor- 
gelegten Hamilton’schen Systems ist. 


Ops OUCH, 
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2. Bei der Untersuchung der Frage, wie sich die Integration des 
Systems (1) durch die Kenntniss eines ersten Integrals vereinfacht, 
kann — unbeschadet der Allgemeinheit — immer vorausgesetzt werden, 
dass das erste Integral die Grésse p, enthilt. Da hier niimlich jeder 
Z4usammenhang mit der fiquivalenten partiellen Differentialgleichung 
entfillt, kénnen in dem Falle, wo das Integral gar kein p enthiilt, 
die # und p mit einander vertauscht werden. 


Ist demnach p, = J’, ein erstes Integral, gegeben, so kann man 
zuerst, wie bei jedem System von Differentialgleichungen, diesen Werth 
aps 


von p, einfiihren, und dementsprechend die Gleichung fiir van 
. 4 ad az, ° 


weglassen. Dadureh erhilt man 
dz, [0H 
day, aa CPe ( 
dx; [éH ap, eH 
dx, oT | Cp; ’ da, baie [ Cx; | . 
(¢=3,4---n), 


oder mit Hiilfe der Formeln (8) transformirt: 








da [0H 

Gx, | Op, |’ 

dx; C| H\ __ H or 
day, Op; Ope OP; ? 
dp; e|H| [32] or 
da, ~~ ~da, Lop, | 02,’ 


(i= 3,4---+m). 


3. Die Aufgabe der Integration dieses Systems kann nun auch 
in folgender Weise formulirt werden. Es sollen x5, ps, +++; Ln) Pn als 
Functionen von 2, und w, bestimmt werden und in einer letzten Glei- 
chung dann noch zw, als Function von 2, gegeben werden. Man ver- 
langt damit eine Form der Integralgleichungen, die, wie man un- 
mittelbar sieht, immer existirt. In dieser Auffassung geschrieben 
wird das zu integrirende System: 


dx», aA C HI 
dx, ca Ope 4 


Ox; CO; dd _ o(H) OF di, 
(11) Oxy + Oa, Ax OD; Op, da,’ 
OP; 4 CP; di, st o[H| ‘- OL dix, 


C 2 OX, dx, Ou; da, day 
Wenn es nun miglich ist, x5, py +--+ Ln, pn 80 als I’unctionen von 
x, und x, zw bestimmen, dass unabhingig von dem Zusammenhange 
dieser Grossen: 


Ou; o| A] 
a "a 
(12) 
0PM, so ] 
¢ y a, Ou, ? 
(i= 3,4, 
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Ox; 
OX 
OP; 
OX, 


wy n), 


oF 
Op; 


oF 


Ox; 





so sind die Gleichungen (11), mit Ausnahme der ersten, befriedigt, 
wie immer 2, als Function von x, bestimmt werde. Setzt man also 
die Werthe von 2,, ps, --+ 22, Px als Functionen von 2, und 2, in 
diese erste Gleichung ein, so bestimmt diese Differentialgleichung 


erster Ordnung 
dey _ [aH 
dx; | Ope 


(13) 
a, als Function von x,, und die Integration ist in der angegebenen 
Form geleistet. 

Da nun (12) ein Mayer’ sches unbeschrinkt integrables System ist, 
so kann die Integration in der That auf diesem Wege ausgefihrt 
werden, und man erhiilt die allgemeine Lisung; denn die Gleichungen 
(12) und (13) enthalten aus p, = die Constante a, (12) ergiebt 


2n — 4, und (13) eine letzte Constante, also schliesslich, wie noth- 
wendig, 2% — 2 Constanten. 
Dass (12) die Integrabilitiitsbedingungen wirklich erfiillt, ist leicht 


zu sehen. Diese Bedingungen kénnen simmtlich in der Form: 













d or d |) = 
— a (GF) -ae Ge) = 6 
(v= Ly, Pz,** *. Lny Pn) 
vereinigt werden. 
Nun ist aber 
df _ éf , @f aM af el H| 
da, da, + CX, nm le aly” OP, 
— = eee of oH) 
OP, O02, Op, OX, 
oe, 27, Dw... oF 
dx, CX CX, ODs Ox, OP, 
ef aF ef @eF 
Ye tea TF he. 





Schreibt man nun die Integrabilitiitsbedingungen dementsprechend 
in entwickelter Form, so gelangt man zu den Gleichungen (10), also, 
da p, =F ein Integral des gegebenen Systems ist, in der That zu 
Identitaten. 





nd 


zu 





Integration der Hamilton’schen Systeme. 509 


Um nun das System (12) aufzulésen, hat man bekanntlich*) nur 
das gewohnliche System totaler Differentialgleichungen zu bilden : 





OO nw 
Ox, Op; Ye op; ’ 
(> av; a[H] oF 
Ox, — Ou; + 95, ? 
(¢=3,---,m), 
wo nur in [H] und F’, oder — was auf dasselbe herauskémmt — in 


deren partiellen Differentialquotienten nach 2,, p,, +++; Zn» Pa, die 
Grosse xz, mit Hiilfe der Substitution 

(16) Gy — X_° = (4, — %,°) yp 

durch y, zu ersetzen ist. Wenn man nach der Integration die will- 
kiirlichen Constanten durch die von y, unabhiingig zu wihlenden An- 
fangswerte 2°, p,°, +++, n°, pn® ausdriickt, und y, mit Hiilfe von (16) 
wieder durch x, ersetzt, so hat man zugleich die allgemeinen Integral- 
gleichungen des Systems (12) erhalten. 

Um das vorgelegte Hamilton’sche System vollstiindig zu inte- 
griren, hiitte man nur noch die Differentialgleichung erster Ordnung 
(13) zu integriren. Wie sich diese Integration auf eine blosse Quadratur 
reducirt — mit Hiilfe bekannter Siitze aus der Theorie der Hamilton’- 
schen Systeme, z. B. des Princips des letzten Multiplicators — braucht 
hier nicht weiter auseinandergesetzt zu werden. 

Das Wichtigste ist aber, dass (15) wieder die Form eines Hamil- 
ton’ schen Systems besitet, und also wieder in gleicher Weise behandelt 
werden kann. Man kann niimlich (15) auch so schreiben: 








am aH] — nF) 
Or, asia OP; ’ 
op, _ _ OH) ~ 9» F) 
Ox, ad O@; . 


(¢ = 3, eo, 2) 
und kann also das Schlussresultat in folgender Form aussprechen: 
Zur vollstindigen Integration eines Hamilton’-schen Systems 
2(n — 1)-ter Ordnung geniigt es je ein erstes Integral gewisser Hamil- 
ton’-scher Systeme zu kennen, deren Ordnung der Reihe nach 


2n—2, 2n—4,--+, 4, 2 
ist. 


*) S.A. Mayer’s Abhandlung ,,Ueber unbeschriinkt integrable Systeme etc.“, 
Math. Annalen, V. Bd., pag. 448, insbesondere pag. 459—60, und meine diesem 
Aufsatze folgende Note. 
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Ll. 


1. In vollig analoger Weise liisst sich die Reduction ermitteln, 
welche das Problem der Integration des Hamilton’-schen Systems 


(1) erfaibrt, wenn & 1 erste Integrale 

(17) %,—a,, ++ QO =a, 

von solcher Beschaffenheit bekannt sind, dass sich die gegebenen 
Integralgleichungen nach k—1 der Groéssen p auflésen lassen*), 
und wenn 

(18) p, — Fy =0, +--+ me — Fy = 0 


diese neue Form der Gleichungen geben, die Relationen 


(19) (py a ' Ds — F.) 
eaF aFK. JS ‘pet eF, oF, aF, 
ie ~— == ) 
Cx, Ox, v “a Cx, OP; Cx, Op, ) ’ 
ss t=k+1 
',s=> 2, k) 


identisch erfiillt sind. 

Fiir die Functionen £' soll wieder zuerst eine Reihe von Identi- 
tiiten abgeleitet werden, die am besten hier zusammengestellt werden, 
um spiiter nicht den Gang der Untersuchung unterbrechen zu miissen. 

Bedeutet v irgend eine der Gréssen %,,-++, X43 Veit, Pepiy***)Ln° Dns 
so erhilt man aus (19) durch partielle Differentiation nach v die 
Identitiiten : 


er, eF. 
(20) on 
P CvVCx, Cvexr, 
i—n > 27 . ¢ 7 > 77 » , ’ ’ > ’ 
4 ~N) ( er, F ¥. 4 oF, oF, Fr, r I’ OF. CF, ) 
/ - - — = 
“ nT . . . . “ lop TS] ? 
ms Ccv0Ox, CP, OX, CVvoOp, CVOX, OY Cx, OVOP, 


*y Uni Pktiyp** *» Dr 
Ferner erhilt man aus 
Pr _ F. = 0, 
wenn man beriicksichtigt, dass diese Gleichung ein Integral des 
Systems (1) ist, durch totale Differentiation nach z,, wenn man noch 
die Werthe der Differentialquotienten von 2, +++ %,, p.-+ +P» aus (1) 
und diejenigen von p, ---p, aus (18) einsetzt: 


*) Es versteht sich von selbst, dass auch hier die p und « mit einander 
vertauscht werden kénnen. 
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(21) 2 Se sey De aa tS 2 
, Ox, CX CPs OX, OP, 
__ oF, [ oH J-.--- =i 
ON, L OPpa; CX, L OPy 


| pH) 4. oF, [ eH | — oF, [ all | 0 

0x, OPpa 1 Omp 1 4 | Eh, i alls 

wo die eckige Klammer wieder andeutet, dass in dem eingeschlossenen 
Ausdruck p,---p, durch F’,--- 7, zu ersetzen sind. Man sieht 
leicht, dass die jedenfalls richtige Gleichung (21) identisch bestehen 
muss, da sonst eine der Grissen 2%, +++ Xn, Peti,:**) Pn als Function 
der tibrigen ohne neue Constante bestimmt wiire, oder eine Relation 
ausschliesslich zwischen 2, und den Constanten a, --- a, bestiinde, 
was beides unmdglich ist. 

Die Identitiét (21) kann wieder mittels der Relationen: 


ey MD [Ye [EY 


Ov ov C Pe ov L Op, 


umgeformt werden und wird so: 





a olr am OF. [ aH | rae feel oF, f. | 
‘ OX, OX, Ops Ox, OP; 
‘=a 4. sy 
sy kadd € (a) ~{ eH }2 ae k jad 
Moi UL, OP, Ope | Op, Op,3 OP, 
t=k-+1 
_ 0[H] OF. [ aH or, | ol | 
Ox, + OX, [32] + + ox, L Op, 
a y oF, (2020 ae P, on Hm) 0, 
aad OPs Ou, Ope | Ox, Op, Ox, 
t=k+1 . 


Vereinigt man hier die mit 
oD 


oH me eH 
[a "| OPy | 


multiplicirten Glieder, so sieht man, dass jede einzelne dieser Groéssen 
mit einem Factor multiplicirt erscheint, der mit einem der auf der 
linken Seite der Identitiiten (19) stehenden Ausdriicke gleich ist, also 
verschwindet. Man erhiilt so schliesslich die Identitit: 


(23) OF, OF, oH) _ _——s—___s«8F,, at) 
an Oxy ON ps) OPpry 02, OP» 
_ ot , °F, a[H) , eF, o[H) _ 


0 


+ + 


OPppy Ops 4 Op, Ox, 


Ox, 
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und hieraus wieder, wenn man nach irgend einer der Griéssen v 
differenzirt : 


: oF, er, aH OF, RI 
(24) — ai wis» :h os a 
Ovex, Ovex Op,. OX,,, OVOP, 
k+l kA k+l k-1 
__ &{H] eF, o[H] on oF, oH) oe 
Ovex, OVOP, , 4 OX p44 OPrat OVOX | aati 


2. Fiihrt man nun wieder die Werthe von p,,---, px in die 
Gleichungen des Systems ein, und liisst dementsprechend diejenigen 
dp, | dp, 
da,’ ? da, 


so erhalt man: 
dz, [ 0H 
dx, —_ OD, |’ 


dx, _[ eH 

dx, OP, . 
dx; _[ aH dp, _—_—s[ ‘aH 1 
ax, Op; . — 1. on, |? 


((—=k+1,--+,n), 


fort, die geben und jetzt eme Folge der andern werden 
> 5 e co] ? 


oder mit Hiilfe der Formeln (22) transformirt: 











dz, —= oH | Pee dx, = oH | 

dx, ag Op, |’ > da, vege) P; ? 

da, MASE... fA 
dz, OP; OPe OD; op, | dp, 
dp; e(H] | 0H | oF, [ aH oF, 
da Oa T OP. | 0%; iii Op, | du,’ 


((=—k+1,---, m). 


3. Die Aufgabe der Integration dieses Systems kann nun auch 
folgendermassen gefasst werden: Es sollen 241, piri; +++} Uny Dn 
als Functionen von 2, --+ a, und dann w,---+ a, als Functionen von 
x, bestimmt werden. Die so festgesetzte Form der Integralgleichungeu 
ist bekanntlich immer vorhanden. In dieser Auffassung ist das zu 
integrirende System: 


da, [. eH | da, -| 6H | 
de, LamJj° °° day op, J’ 











j 











ch 


OL 


eli 
ZU 








ee 
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Oa; < 0x; da, 4 + Ox, ax, 

Oa, da, da, ; Oa, aay 

_ O[H] — 0Fa date OF, dx, 
Op; Op, da, Op; da,’ 

(25) - 

OP; 4 OP; di, / OP; dx, 

Ou, Ox, ax Ox, dx, 

o[H) 4. OF, dix, ‘ ol, dx, 

Ox; Ox, da, Ox, ax, 

Wenn es nun méglich ist p41, Pris +++; Ln, Pn so als Fune- 
tionen von 2%, -++ & zu bestimmen, dass unabhiingig von dem Zu- 
sammenhang dieser Grossen: 

Ox; =" o( A om @f, oa, _—sOF, 

0a, op; ’ OL, ap; ’ ~~ OP; 
26) OP; o[H| OP; oF, Op; oF, 
(20 =—-——, —_ — - ; 

Ox, Ox; OX, 0x, Ox, Ox; 


(@=k+1,:-, n), 
so sind die in der zweiten und dritten Zeile des Systems (25) stehenden 
Gleichungen befriedigt, wie immer auch @,,--+-+, 2 als Functionen 
von 2, bestimmt werden. Setzt man also die Werthe von 2,41, 





Petit, ***y Lay Pn in der angegebenen Weise als Functionen 2, - - - % 
bestimmt, in die Gleichungen 

(27) a, fo)... Sree 

si dx, Op. |’ 7 da, OP, 

ein, so erhalt man 2,, ---, 2 als Functionen von 2,, und die Inte- 


gration ist in der angegebenen Form geleistet. 

Nun bildet (26) ein Mayer’ sches unbeschrinkt integrables System. 
Man kann also die Integration auf dem angegebenen Wege ausfiihren 
und erhilt dabei die allgemeine Lésung; denn die Gleichungen (25) 
und (26) enthalten aus (18) die Constanten a,, ---+, ax, (25) ergiebt 
weitere 2(n — k) Constanten, und (27) schliesslich / — 1 Constanten, 
also schliesslich, wie diess der Fall sein muss, 2” — 2 Constanten. 

Dass (26) die Integrabilitiitsbedingungen erfiillt, ist leicht zu sehen. 
Diese Bedingungen kénnen in den Formen: 


d (em: — tml) 0 
~ da, \ év ) dz, oo J? 





oF l oF. 
‘Q d Ons; 7 a Rett yom 
(28) dx, \ ev dx, ov =, 
(r= 2, wey k), 


(0 = Tip1, Prtiy ++ *y Lay Dn) 
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vereinigt werden. Nun ist aber: 


af _ af 4 of ag at at 
dx, Ox, CXp1y OPpry Ox, OP, 
= of o{| | SRP ne 4 of oé\H)\ 

OPpay OX; 44 Op, da, ’ 
ee ee oF, a hie tO oF, 
dz, Ox, O%p4, OCPpry OL, OP, 
¢ / C F, of C F, 

+ a + = ‘ ? 


CPrp1 Opp OP, OX, 
») ° 


(r= 2,-°+, k). 


Schreibt man die Integrabilitiitsbedingungen in entwickelter Form, 
so gelangt man zu den Gleichungen (24) und (20), die in der That 
identisch befriedigt sind. 

Um nun das System (26) aufzulésen, hat man wieder das System 
gewohnlicher Differentialgleichungen 


_—— Fe. Se oF, 

Ox, Op; v2 OD; Jk G p,’ 
(29) 

ep, a(H) 


eS oF, 0 k 
Oxy ia Ox; + Y2 Ox; + + Yi Ox; 


zu bilden, wo nur in [H], F,,---, Fy, die Gréssen a, ---, a mit 
Hiilfe der Substitutionen: 


Ly — Lq° = (%, — 2,°) Yo, 

(30) o> % 

Ly — Ly” = (HX, — 2,°) y 

durch y,--- y, zu ersetzen sind. Wenn man nach der Integration 
die willkiirlichen Constanten durch die von y,---y, unabhingig zu 
wihlenden Anfangswerte 2:41, piri, *-*) ny Pn ausdriickt und y, --+ yx 
mit Hiilfe von (30) durch w,--- a, ersetzt, so hat man zugleich die 
allgemeinen Integralgleichungen des Systems (26) erhalten. 

Um das vorgelegte Hamilton’sche System vollstiindig zu inte- 
griren , hat man nun noch die Differentialgleichungen (27) zu integriren. 
Diese letztere Aufgabe reducirt sich aber, wie noch gezeigt werden 
soll, auf blosse Quadraturen. 

Abermals hat aber (29) die Form eines Hamilton’ schen Systems 
mit 2(n — k) Gleichungen: 

Cx; 


= ~—((4A)-»F,—-::-—uF), 


OX, Op; 


vim — 2 (CH) — y, FP, — + — we Fh). 


t 








on 
ZU 
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n. 
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Die Integration eines Hamilton’ schen Systems 2(n — 1) ter Ord- 
nung reducirt sich demnach, wenn k—1 erste Integrale, die den 
Jacobi’ schen Bedingungen geniigen, bekannt sind, auf die Integration 
eines neuen Hamilton’ schen Systems, das nur von der Ordnung 
2(n — k) ist. 


Il. 


1. Wir haben nun noch den Nachweis zu fiihren, dass nach Inte- 
gration des Systems (26) oder (29) die Integrale des zuriickgebliebenen 
Systems (27), oder, wie wir den Satz auch aussprechen kénnen, siimmt- 
liche Integrale des urspriinglich vorgelegten Hamilton’ schen Systems 
durch blosse Quadraturen bestimmt werden kénnen. Fiir den ein- 
fachsten Fall, k = 2, ist der Satz nichts anderes als das Princip des 
letzten Multiplicators fiir das Hamilton’sche System. Es wird dem- 
nach geniigen, seine Richtigkeit fiir ein beliebiges / vorauszusetzen 
und zu zeigen, dass er dann auch fiir i + 1 giiltig bleibt. Die Aus- 
fiihrung dieses Beweises enthilt zugleich die Anweisung fiir die Be- 
rechnung der noch fehlenden Integrale. 

Das mit Hiilfe der / —1 ersten Integrale (17) erhaltene System 
(26) soll in der Folge kurz als k-tes reducirtes System bezeichnet 
werden, so dass das erste reducirte System mit dem urspriinglich vor- 
gelegten Hamilton’schen Systeme zusammenfillt. 

Die Reduction mit Hiilfe von k ersten Integralen: 


(31) ”, = My,°**'y Q, = tk, Diy = Agi 
kann in zwei Schritte zerlegt werden, indem zuerst diese Integrale, 
mit Ausschluss des letzten gerade so benutzt werden, wie im vorigen 
Abschnitte. 

Die Integrale (31) geben nach p,-- + px, pep aufgeldst: 
(32) Py — Fy =0, ++ me — Pe =O, pegs — Pigs = 9, 
wo J’,,-+-, #, aus den in (18) enthaltenen F’,---F, entstehen, 
wenn px4i durch Fy41 ersetzt wird*). Die #’ sind demnach Functionen 
VON %, °° Xn, Prre** * Pny Ao * * Axqi. 

Die Bedingungen (19) sind der Annahme nach identisch erfillt, 
also auch dann, wenn zuletzt pz,, durch F,4; ersetzt wird. Nun ist 
aber (ebenso, wie unter (8)) 

oF 


ov 


F OF éFrtu 
v OPp41 


0 
7) 
Setzt man also in (19) iiberali P44: fiir ppyi, so erhailt man: 

*) Der horizontale Strich soll im Folgenden immer die Ausfiihrung der Sub- 


stitution Pri = I andeuten. 


k+1 
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aF, oaF. > aF.aF, aF, aF. 
dz, da, * ei \ Oe, Op, 02, Op, 





t=k+2 
oF, OF 4 OF, OF p41 oF, oF, OF 1 oF, 
OPr41 02, CPrii1 =X, OX p44 OPx41 OXp41 | OPey1 
oF, OF, oF, \ OF, 
O%p41 Pry OE py J OPpts 
t=—n a - ¢ ; 7 i Al a ’ ¢ ’ 
) OF, OF yy, OF, OF, OF yy, OF, 
Fi \ CP 9% = OM OPns1 OP 02, 
OF, oF,,, oF, OF, @F yy, OF, 9 
OPps, O02, OP, OMs, OP, Gu, J 
oder kiirzer geschrieben: 
yw ’ oF. ’ ’ 
(p,— F,, ps — Fs) — =-—— (9 — F,, pegs — Faas) 
OPet4 
oF, ? 7 
+ (p. — Fs, peti — Pepi) = 0. 
OPy44 


Geniigt demnach das neu hinzutretende Integral den Bedingungen: 


(pr—F,, piri — Figs) = 0, 


33 
” (r= 2,---, h), 


so sind mit den Relationen (19) auch die folgenden: 


(p-—F,, p. — FP) =0, 
(7, S=2, et k) 
identisch befriedigt. 

Die Gleichungen (33) sind aber die hinreichenden und nothwendigen 
Bedingungen dafiir, dass pris — Fy4, = 0 (das aus dem ersten Inte- 
grale M41 = aj4; durch Einsetzen der Werthe von p, - - - p, aus den 
vorhergehenden Gleichungen und Auflésung nach p,,,; entsteht) auch 
ein Integral des k-ten reducirten Systems (26) sei. Es muss dann 
wieder der vollstindige Differentialquotient von p,-;— Fi41 nach 
Ly, %q,***,%, wenn man die Werthe der Differentialquotienten von 
Letty Proiy***y Ln Pn aus (26) einsetzt, und ppzi1—= P44, beriicksichtigt, 
identisch verschwinden. 

Differenzirt man nach z,, so erhilt man: 








ne 


on 
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OF 44 — eH _ée[ A) My na OF 44 6|A) 
OX, OX p41 OPpyy OX, OP, 


fe! o 0: shi eee o{H| nen 


OP, Ox 


6(H| OF 41 © 8(H] 
ON, OPr49 OXp49 


Nun ist wieder: 


6(H| _ ofH) — aH) Fuys 


dv —é‘iéiV OPryr ov 
wodureh die erhaltene Bedingung in (23) tibergeht, wenn dort k+ 1 
statt k, und dann k + 1 fiir r gesetzt wird, also die Bedingung dafiir 
giebt, dass pr4i — Fs = () ein Integral des urspriinglichen H amil- 
ton’schen Systems sei. 
Differenzirt man nun nach z,, so erhilt man: 


OF 4, OF, oF, OF, oF, OF, oF, 
Ox, OX 4, OPpry OX,42 OPrys OX, OP, 

4 oF, OF 44 oF, ' . — OF OF ig 
OXy44 O@pi9 Ojr9 OX, OP, 


Beriicksichtigt man wieder 


oF, ui oF, = oF, OF as 


Cv Ov OPpr, Cv ’ 


so wird die eben erhaltene Relation in der That: 


(pr — Fy, prot — Figs) = 0, 
womit der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Nachdem wir diese einfache Bedeutung der Jacobi’schen Be- 
dingungen festgestellt haben, ist der Uebergang von den Integralen 
der reducirten Systeme zu denen des urspriinglichen Systems sehr leicht 
zu bewerkstelligen. 

Das Integral pryis — Fini = 0 geniigt dem System (26), also auch 
dem System (29), wenn x, --- a, mit Hiilfe der in (30) angegebenen 
Substitution durch ‘y, - - - y, ersetzt werden. Reducirt man nun dieses 
System mit Hiilfe dieses bekannten Iutegrals, so wird das neue redu- 
cirte System auf die Integration des Systems: 


Ox; 6(H] oF, OP p41 
== — Py ee me 8 ag +e , 
OX, OD; = OP; 
Op; _—s aH] oF, OF y4, 
Om — Ou; + Yo ae 2; + ee 8 + You Oa, 


XXIII. 35 
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zurtickgefiihrt werden. Dieses ist aber das gewohnliche Hamilton’ sche 
System, dessen Integration mit derjenigen des k + 1-ten reducirten 
Systems fquivalent ist. 

Kennt man demnach alle Integrale des k + 1-ten reducirten 
Systems, so wird man das noch fehlende erste Integral des k- ten re- 
ducirten Systems mit Hiilfe des Princips des letzten Multiplicators be- 
stimmen kénnen, von diesem ebenso zum k — 1-ten System iiber- 
gehen, und so schliesslich alle noch fehlenden Integrale des vorgelegten 
Hamilton’schen Systems durch Quadraturen erhalten. 


2. Nach vollstindiger Integration des mittels der Integraie (18) 
reducirten k-ten Systems kann man simmtliche Integrale des urspriing- 
lichen Systems auch auf einem — wenigstens scheinbar — directeren 
Wege erlangen, der hier jedoch nur in zweiter Reihe kurz erwiibnt 
werden soll, weil dieser die Darstellung der Integrale eines Hamil- 
ton’schen Systems mit Hiilfe der Hamilton’schen Fundamental- 
function voraussetzt. 

Die Integrale des Systems (29) lassen sich bekanntlich in der Form 

a W, aw 

at = 2, tp =2°, ((=—k+1,---, m) 
schreiben, und diese Gleichungen geben auch, ohne ihre Gestalt zu 
iindern, bei Anwendung der Substitution (30) die Integrale des 
Systems (26). 

Dann sieht man aber auch aus den vorstehenden Erérterungen, 
dass 

pF, (r= 2, ++, 8), 
ow, 


Fa, Ms, CmEF1,-- + 2) 


jene » — 1 Integrale des urspriinglichen Systems geben, aus denen 
die Fundamentalfunction des urspriinglichen Hamilton’ schen Systems, 
und damit auch die iibrigen » —1 Integrale des Systems durch 
Quadraturen bestimmt werden kénnen *). 


IV. 


Genau nach den bisher angewandten Methoden liisst sich die 
Integration des allgemeineren Systems nter Ordnung: 


*) Siehe zum Beispiel Imschenetsky’s Abhandlung in Grunert’s Archiv, 
Bd. 50, pag. 433 u. f. 
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0% =p 0%, > 

an Pye ox SS P,, 
OFn44 

at = Verr + Vopr Py +++ + Orrin Pe 
Cn 

02, 


Ox se Qn + Qn,1 P, aL cae +- Qn, Pr; 


in die aufeinanderfolgende Integration eines Systems n — k-ter und 
eines k-ter Ordnung zerlegen, wenn die Functionen Q@ den folgenden 
Bedingungen geniigen: 


Wes Wi, 
dz; dx ? ( i= i ey a — *) 
Oi 5,5 First jptenl,--y hk ? 
dz, a, ' 
: r 1 . 
wo die Operationen © | ©  folgende Bedeutung haben: 
dx dz; ° © 
d ( ( é 
o. aes. Se ) " RE 
de = oa + Get Ota: + Qi+e Tae + Qn Os. ? 
d 0 i C é o 
a 2 ee a ae a. ee 
de; 0%; 7 wore Ofp 44 el iad 0249 + iiss. 


Die Bedingungen sind z. B. im einfachsten Falle erfiillt, wenn 
simmtliche @ von den w und ¢ unabhiingige, constante Werthe be- 
sitzen. 
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Ueber die Integration simultaner Systeme partieller Differen- 
tialgleichungen mit mehreren unbekannten Functionen. 


Von 


Jutius Kénia in Budapest. 


Das Fundamentalproblem der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen verlangt die Integration eines Systems von Differential- 
gleichungen erster Ordnung, in welchem die Anzahl der Gleichungen 
gleich der Anzahl der unbekannten Functionen ist. Ist die Anzahl 
der Gleichungen grésser, so hat man es mit einem dieser Theorie 
eigenthiimlichen Eliminationsproblem zu thun. Es sind zuerst die Be- 
dingungen aufzustellen, dass die Gleichungen des Systems iiberhaupt 
gemeinschaftliche Lésungen besitzen, und zweitens Methoden anzu- 
geben, mittels welcher die gemeinsamen Lésungen gefunden werden 
konnen. Fiir die so charakterisirten Probleme ist die Untersuchung 
des im folgenden aufgestellten Systems fiir den Fall der ,,unbeschriinkten 
Integrabilitait*‘ von grundlegender Bedeutung. Die allgemeine Defini- 
tion der unbeschriinkten Integrabilitéit steht im engen Anschluss an 
jenen Fall, fiir welechen A. Mayer diesen wichtigen Begriff zuerst 
eingefiihrt hat. . 

Die Theorie der unbeschriinkt integrabeln Systeme simultaner 
partieller Differentialgleichungen geht in den zwei einfachsten Fiillen 
einerseits in die von A. Mayer entwickelte Theorie unbeschrinkt 
integrabler Systeme totaler Differentialgleichungen, andrerseits in die 
von Lie gegebene Theorie der Jacobi’schen Systeme iiber. Die 
Methode, die im folgenden angewendet wird, ist wesentlich verschieden 
von denjenigen, die Mayer und Lie gegeben, und giebt fiir diese be- 
kannten Siitze neue und einfache Beweise. 

1. Es sollen im folgenden 


’ , is Bis: «505 te 
die abhangigen, ferner 


Res Miao + «4 Me 
die unabhiingigen Variabeln bezeichnen, fiir die Differentialquotienten 
die Bezeichnung 
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dz; 


7 


ma Ta, 
gebraucht werden. 

Wir betrachten ein System von rm simultanen partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung, welches nur an die Beschrinkung ge- 
bunden ist, nach den Gréssen 

Pity ++ +9 Pir, 


. . . . . 


Pm 5 ee 09 Pmr 
auflésbar zu sein. Die Untersuchung soll an dem in aufgeléster Form 
geschriebenen System gefiihrt werden, dessen Gleichungen demnach 
die allgemeine Form: 


(1) pig — Fj (0 y 50+. p Bas By 40-69 Sm} Partito, Min}- > o$Pmrtt ++) Pmn) = O 
Gam 1, . 2.5 
guml,...,f 
besitzen. Des kiirzeren Ausdrucks wegen sollen jene Gleichungen 
des Systems, in denen der Index j gleich ist, zusammen als j-tes Unter- 
system, S;, bezeichnet werden, und ferner als System 2; die Gesammt- 
heit aller Gleichungen, in denen der zweite Index der Gréssen p grisser 
oder gleich j ist. 
Man sieht zuerst leicht ein, dass das System (1) hdchstens cin 
bestimmtes Lisungssystem 


roy 
co 


es 
zuliisst, das zugleich der Bedingung geniigt, fiir das beliebig gewiihlte 
System von Anfangswerthen 
wy aq 0 
Dy HS Uy 1 ey Lp = Uy 
in das beliebig gewiihlte System von Anfangswerthen 


ai), a”) : 


gl”) 


™m 


ae 
iiberzugehen, Der Uebersichtlichkeit wegen schreiben wir kurz 
*(k) . 
i = (faxae, ee) ee 
Setzt man niimlich in dem letzten Untersystem S, die Anfangs- 
werthe der ersten + — 1 Variabeln ein, so wird dieses, da Differen- 
tiationen nach diesen Variabeln nicht vorkommen: 
(r—1) —— F(r—!1) 
D3, FY ? 


wenn wir wieder 


= 
a[ a” -= 
éo, Dir 


*e : = ° = 
setzen, und man erhiilt die 2°” aus diesem System S°-” nach dem 
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Fundamentalsatze der Theorie der partiellen Differentialgleichungen*), 
als vollig bestimmte Functionen von 2,, ..., Zn. 

Geht man nun auf das vorhergehende Untersystem S,, iiber und 
setzt in diesem 


0 ‘ a “ vee 0 
LZ, = MH, Ly = He, . . +) Lr—e = TLp-2 
; a , —2 ans : . 
so ergeben sich aus S%">” wieder die 2” als véllig bestimmte Func- 


tionen von 2,,,..., %,. Fahrt man in dieser Weise fort, so hat 
man schliesslich aus dem ersten Untersystem S, die 2; so zu bestim- 
men, dass 
(Zi), 2) = atl) 
wird, und erhilt also ein einziges bestimmtes Lésungssystem 2;, das 
der gestellten Bedingung geniigen kann. Umgekehrt ist es aber 
keineswegs eine Consequenz dieser Bestimmungsweise, dass die aus 
dem System S/~' in dieser Weise erhaltenen Lésungen z!’~” auch die 
Systeme S\5" befriedigen. Und dann hat das ganze System (1) iiber- 
haupt keine Lésungen, die den gestellten Nebenbedingungen geniigen. 
Das System (1) soll unbeschrdnkt integrabel heissen, wenn es in 
der That méglich ist, ein System von Lisungen zu bestimmen, das fiir 
cin im Allgemeinen (d. h. mit Ausschluss einer (yr —1)-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit) beliebig gewdhltes System von Anfangswerthen 
%, = U1, ..., Lp ay 
in das bestimmte F'unctionensystem 
" eee 
iibergeht. 
2. Die Bedingungen der unbeschriénkten Integrabilitét kinuen nach 
einer sehr einfachen Methode entwickelt werden. 
Bei dem Uebergang von dem Systeme 2; zu dem aus S;_, und 
x; bestehenden Systeme 2}j_, ist es gleichgiiltig, ob wir w,,..., x2 
oder a}, ..., Z—2 schreiben, da diese Variabeln nur als Parameter 
vorkommen. Die aus S;_; bestimmten Lésungen geniigen dem System 
x}, wenn aj; in diesem fiir 2;_, gesetzt wird. Ist nun irgend eine 
dieser Gleichungen 6 =, so muss auch identisch 
OO ai 
dx; 
aus den Gleichungen S;,;, den aus diesen durch Differentiation 


*) Kowalewsky, Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, 
Borchardt, Journal, Bd, 80. — Auf die Voraussetzungen dieses Satzes braucht 
hier nicht eingegangen zu werden. Wir wollen annehmen, dass die JF’ solche 


Functionen sind, fiir welche der Satz gilt, und dass die Anfangswerthe },...,2> 


nicht aus jener hichstens r — 1-fachen Mannigfaltigkeit entnommen sind, fiir 
welche Ausnahmen stattfinden. 
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erhaltenen und den Gleichungen S; folgen, und ist dies der Fall, 

indert sich o nicht, wenn 2;_; sich findert, und das aus Sj, be- 

stimmte System von Lésungen geniigt auch der Gleichung o = 0. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung der unbeschrinkten 

Iutegrabilitat fiir das System (1) kann demnach so ausgesprochen 

werden, dass die Gleichungen 

2 =e 0 ; 

(2) dite =0, (e <j) 


mit Beriicksichtigung der Gleichungen S,, ..., Sj-1, den aus diesen 
durch Differentiation folgenden und den Gleichungen S; identisch erfiillt 
sein miissen, wobei natiirlich noch die Relationen 

ap, dp;, 


—_ ae 
dz, dx, 


die nur zwei Benennungen derselben Grosse geben, zu beriicksichtigen 
sein werden. 
Die Eutwicklung des in (2) stehenden Ausdrucks giebt 
d(p;; -— F;;) dp dF dp, dF; 


ij ij ie 


dx, dx, dx, da, d Ly 
a¥;, ‘ adF,, 
dex, d Xp 


Weiter ist: 


7 “am 9K 
a 


Fis OF 6 oF ,, OF ;, qPyy 
rie ee ‘m+ D> Pa OP, 42, 


. a=st asl v=r+1 


Hier kann man fiir pa; nach den vorhergehenden Gleichungen J); 
setzen, ferner ist: 





dp,, a AP yj ats dF, ; 
de, da, dz, 
4A=m Cam 58 aan 
oF, OF, OF; 4€o- 
—= 7 > = my + > > b 1 
OPar 4%, 
a=1 o=1 t=0-+1 
und man erhilt schliesslich 
- 4=m _ aden 
dF, — Fo +, %, Lad iv F;; i+ OF io OF; 
dx, > OPy, Ox, 
4 =a wl vor-+1 


+> > sy. Fie Fas 4 SSS Skee Fas Mee 
SO See ey SO 

Puy 0 Op dx 
al vor 4=1 oPus al v=r+1o=1 t=r+1 Puy [Por v 


oder, wenn man noch die kiirzeren Bezeichnungen 
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=m 


J. Konica. 


. ~~ rt — P i . 4=m 2 
(52)- OF ;, 4 OF i, RF (S2) ve OF ,; 4 OF, ; . 
da, Ou, a 02, “J9 dz, Gx, > oa, =" 


a=si 


adF,, ( 
dr, “eo 


elafiihrt. 


Km v=n 


M+ 5 


da, 


eF,, ( dF’, ; ) 
OP, » \ 42, 


al vr-+1 
SESS ee 
al v—r-+1 o=—1 EB OP ? OPor we 
und es wird demnach aus (2) 
ij 


» 
o) —= -_ 
( dz, dx, dx, 


d(p;; F..) dF, dl’, 


i ven _ ‘ ’ ’ 
(= ) ( dF, ) NO oF., (dF ar dF. 
ine te 2! y + _*@ A) a y MO 
dx GZ, , p Z op da, OD, » dx 
, ' al v=r-+1 an ‘ ih - 
am vwm—r O-m t—n = , “ 7 , 7 
- ~~’, fet OF; oF ;; Et) dDer 0 
hal > po > OP,» OP OP,» Op “= 60OCUCS 
#1 v=r+1lo=—1 mr+1 M = <a is : 
Hier muss aber der in der ersten Zeile stehende Ausdruck, sowie jeder 
Coefficient der Gréssen 
apg: _ 4p, 
dx, dx, 
fiir sich und zwar identisch verschwinden, da aus den Systemen 
S,,-.-,S;-1— auch durch Differentiationen — keine Relationen zwischen 
den Gréssen 
5 
Ports ~aGy (o=1,...,m; t, v=r+1,..., n) 
% 


abgeleitet werden kénnen. Uebrigens sieht man auch unmittelbar, dass 
im entgegengesetzten Falle, dadurch, dass man in (3) fiir 7,,..., 2, 
die beliebigen Anfangswerthe a,°,...,2,° setzt, (3) eine Relation 
zwischen den Anfangswerthen der z geben wiirde, also die Bedingung 
der unbeschriinkten Integrabilitit nicht erfiillt wiire. 

Dass die entwickelte Bedingung auch hinreichend ist, erhellt aus 
dem Gange der Entwicklung selbst. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die unbe- 
schrinkte Integrabilitdét des Systems 


Pag Fig (B, » - «29 Sn§ Hy 90+-Bens, Pitt y-o+sPins>--iPa,rgto+segPe) 


(sanl,...,m3 joml,...,9) 


sind demnach 
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( =) 2 (> +> wf OF = / _ OF, (See) = 
dx, dx, >. >. , OPuy \ da, OPuy \ ax, fail 


asl vor+l 
(4) (ian],..., 3; faml,....73 @ <j), 
am o=m Rr Oe A aR aR 
%, i OF; OF ;; OF up 
i o=1 Pu v Por oPu v Par 
7 a AJ ae Al a Al 

aFig Fy @Fy ae) _ 
OPur OPen OPut OPay 


Gaz] ,...,03 Juml,...,73 O=mmj, 
v, t=r+1,...,n, 


welchen Gleichungen die J’ identisch geniigen miissen. 

Die Kigenschaft des Systems (1), welche wir kurz als unbe- 
schrinkte Integrabilitiit bezeichnen, kann nun auch folgendermassen 
gefasst werden: 

Es giebt keine Relation zwischen den Gréssen 


ag « « «pl Ryle cig @ 


Pir, (= ),...,m3; vert il,...,n) 


my) 


— weder in Form einer gewithnlichen, noch in der einer Differential- 
gleichung —, welcher stimmtliche Lisungssysteme des vorgelegten Systems 
geniigen. Diese Eigenschaft des Systems (1) ist in der That eine noth- 
wendige und hinreichende Bedingung der unbeschriinkten Integrabili- 
tiit; uothwendig, weil jede solche Relation zugleich eine Relation 
zwischen den willkiirlich zu wihlenden Anfangswerthen der ¢ zur 
Folge hiitte; und auch hinreichend, weil die Relation (3) immer aus 
den Gleichungen des Systems folgt, und also nur dann keinen wirk- 
lichen Zusammenhang zwischen den betrachteten Gréssen ergiebt, wenn 
die Gleichungen (4) identisch erfiillt sind. 

3. Kine Transformation, die fiir den einfachsten Fall von P. Du 
Bois-Rey mond angegeben, und verallgemeinert in Mayer’s und Lie’s 
Untersuchungen eine wichtige Rolle spielt, fiihrt auch hier die Iute- 
gration des unbeschriinkt integrabeln Systems simultaner partieller 
Differentialgleichungen auf die des ersten Untersystems zuriick. 

Fiihré man niimlich mittels der Festsetzungen 

I, — Lp” = (X, — %%) &, 
Lr — 2,9 = (x, — My) & 
statt w,..., %, die Variabeln &,,..., & ein und bezeichnet die Dif- 


ferentialquotienten von 2; und z; durch 2,;, so erhilt man das folgende 
transformirte System: 
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Pa — Fi; + £, Fis + la + E.Fi,, 
(t==1,...,) 
ij = (XZ, — Xp) Fi, 


i=1,...,m 
t= Gees} 
welches, wie leicht ersichtlich, mit dem urspriinglichen System zu- 
gleich unbeschriinkt integrabel ist. Man erhiilt seine Lésung, wenn 
man das System 
Da = Fi + §, Fiz teeet t,. F;, 
mit jenen Anfangswerthen 2! integrirt, die man aus 
x) =< () 
tJ 
erhiilt, wo nur 2,° so gewihlt sein muss, dass keine der Functionen 
FS unendlich wird. D. h. die Anfangswerthe 2" sind von &,..., §, 
unabhiingig, als blosse Functionen von X41, ..., Xn 2 wiihlen, und 
jede solche Lésung des ersten Untersystems geniigt auch dem System 
aller Differentialgleichungen, also auch dem zuerst gegebenen Systeme 
(1), wenn §...&, wieder durch x... 2, ersetzt werden. 

4. Es soll noch kurz hervorgehoben werden, wie das betrachtete 
System die Mayer’schen Systeme unbeschriinkt integrabler totaler 
Differentialgleichungen, und die Jacobi’schen Systeme simultaner 
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung mit einer unbekannten 
Function als einfachste Fille enthilt. 

Man erhilt die Mayer’schen Systeme, wenn r=; in diesem 
Falle enthalten die #' die p nicht; und von den Bedingungen der un- 
beschriinkten Integrabilitét (4) fallen diejenigen zweiter Form ganz 
fort, und die ersten gehen in die bekannten Gleichungen iiber. 

Im zweiten Falle ist m1, und die Summen nach w und o 
ziehen sich in je ein Glied zusammen; auch dann sind die Integrabi- 
litiitsbedingungen zweiter Form identisch befriedigt. Die Bedingungen 
der unbeschrinkten Integrabilitit sind dann keine andern, als die Be- 
dingungen dafiir, dass die gegebenen Differentialgleichungen ein 
»Jacobi’sches System“ bilden, und der oben aufgestellte Satz geht 
in diesem speciellen Falle in das Lie’sche Theorem iiber. 
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Détermination du genre d'une courbe algébrique 
par 


L. Rarry 4 Paris.*) 


1. La notion de genre est due & Riemann. Elle a été intro- 
duite par Clebsch dans la théorie des courbes et n’a pas moins d’im- 
portance en Géométrie qu’en Analyse. En Géométrie, la définition 
précise du genre d’une courbe & singularités supérieures présente des 
difficultés sérieuses. Elle a donné lieu & d'importants travaux, qui 
sont résumés dans les Lecons de Géometrie de Clebsch (t. II, Chap. 1.) 

En Analyse, le genre de la fonction y définie par une équation 
algébrique f(z, y) = 0, ou le genre de la courbe représentée par cette 
équation, est le nombre des intégrales abéliennes de premiére espece 


. 

(x, y) dx relatives & léquation f(z, y) = 0. Cette définition n'est 
pas identique a celle adoptée par Riemann, mais elle lui est équi- 
valente. De cette définition on déduit tres facilement que si deux 
courbes algébriques se correspondent point par point (c’est-d-dire si les 
coordonnées de tout point de Tune sont des fonctions rationnelles des 
coordonnées dun point de Vautre), ces deux courbes sont du méme genre. 
Cette proposition a de nombreuses applications géométriques. En 
outre, elle permet d’énoncer, sans aucune restriction, le théoreme 
suivant, qui est capital, et que Riemann a découvert: 

Théoréme. LEtant donnée une équation algébrique f(x,y) = 0, 
irréductible et de degré m par rapport a y, le genre de la fonction y, 
définie par cette équation, est gal ad la demi-somme des ordres des 
points de ramification de cette fonction, diminuce de m — 1. 


*) Les pages qu’on va lire sont détachées d’un Mémoire intitulé Recherches 
algébriques sur les intégrales abéliennes, que j’ai présenté comme Thése de doctorat 
i la Faculté des Sciences de Paris, le 12 Décembre 1882, et qui a paru dans les 
Annales scientifiques de V Ecole Normale Supériewre en Mars-Juin 1883. 

Je tiens 4 remercier ici M. Nither des observations qu'il a bien voulu 
m’adresser 4 propos de mes recherches. Je dois 4 l’éminent géométre d’Erlangen 
d’avoir pu faire disparaitre quelques imperfections et obscurités qui s’étaient glissées 
dans le texte primitif. L. R. 
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En dautres termes, le genre est cgal a la moitié du nombre des 
lacets binaires relatifs aux points critiques de la fonction y, diminuce 
de m — 1. 

Désignons par p le genre, par N le nombre des lacets binaires. 
Le théoreme précédent s’exprime par l’égalité 

2(p+m— 1)=—N, 
qu’on peut écrire 
2(p + m— 1) = 2(r — 1), 

en désignant par r le nombre des racines y qui forment l'un des 
systémes circulaires relatifs 4 un point critique de Ja fonction y. Cette 
relation a lieu, quelles que soient les singularités de la courbe 
f(x, y) = 0: la sommation indiquée au second membre s’étend & tous 
les points critiques de la fonction y, tant & ceux situés a l’infini qu’a 
ceux situés a distance finie, et & tous les systemes circulaires formés 
par les valeurs finies ou infinies que prend y en chacun de ces poiuts 
critiques. 

D’aprés cela, la détermination du genre d’une courbe algébrique 
revient & celle du nombre X(r—1). Nous allons exposer une méthode 
qui permet d’obtenir ce nombre 2(r—1), et par suite le genre p, 
sans qu'il soit nécessaire de connaitre les points critiques de la fonc- 
tion y, ni les valeurs quelle prend en ces points. 

2. Cette méthode consiste & ramener le probleme proposé au pro- 
bléme suivant, que nous allons résoudre: 

Etant donnée une cquation algébrique irréductible f (x,y) = 0, on 
sait que pour x = a plusieurs valeurs finies de y deviennent cgales; on 
ne connait ni leur nombre ni leur valeur commune: on demande com- 
bien de ces valeurs sont des fonctions non wniformes de x aux environs 
du point x =a. 

Désignons par b la valeur inconnue des racines y qui deviennent 
égales au point z= a. Les racines y, qui ne sont pas uniformes aux 
environs de ce point, se distribuent en systémes circulaires dont chacun 
est représenté par un développement tel que 

q q+1 q+2 
y=b+h(x—a) +h (a—a)” +h(a—a)” +--+; 
p est le nombre des racines qui composent le systéme circulaire: c’est 
un entier au moins égal & 2; g est un entier positif quelconque, qui 
peut étre un multiple de p. Certains des coefficients h,, h., , . . peuvent 
étre nuls, de sorte que ‘le développement peut commencer par plu- 
sieurs termes 4 exposants entiers; mais il contient nécessairement un 
terme au moins & exposant fractionnaire irréductible de dénominateur 
p, et il peut contenir des termes 4 exposants fractionnaires irréductib- 
les dont les dénominateurs soient des sous-multiples de p. Soit 
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M 
h'(x— ay)" celui des termes 4 exposant fractionnaire irréductible qui 
a le plus petit exposant, et soit uw, le plus petit entier supérieur a 
vp 


_ Prenons les dérivées d’ordre w, des deux membres de l’égalité 
i 


vi 
précédente; les termes qui précédent le terme en (« — a)” forment 
un polynoéme entier de degré au plus égal & uw, — 1: la dérivée d’ordre 
u, de ce polyndme est nulle, et il reste 


2 1 


My ae — ®. —M+1 
ket (2—a)" + h,"(¢—a) S 
da 
‘ff Ye * a 
par hypothése, l’exposant = — pw, est négatif: la dérivée a est 


infinie pour «=a, ainsi que toutes les dérivées d’ordre supérieur 
i @,; toutes les dérivées d’ordre inférieur 4 wm, restent finies pour 





° a ‘s ‘ —e a4 
x2 =a. Supposons formée |’équation qui lie x et Y : pour rz=a 
PP : : dat! ; 


cette équation aura p racines infinies, puisque le développement de 
dy : . 
qgm 8 comme celui de y, p valeurs en chaque point. 
Supposons qu'il y ait un autre systeme circulaire de racines égales 
i b pour =a; soient p’ le nombre des racines de ce systeme et mu, 
le plus petit entier supérieur au plus petit exposant fractionnaire qui 
figure dans son développement: uw, sera, par exemple, égal 4 3, et mu, 
ay 
dx?’ 
p racines infinies pour =a et pourra n’en avoir que p, tandis qu'il 
y a au moins p+ ’ racines y qui ne sont pas uniformes aux environs 
dy 
da? 


égal 4 2. Si lon forme l’équation entre x et - cette équation aura 


du point a =a. Au contraire, si l’on forme l’équation entre x et 


cette équation aura au moins p + p’ racines infinies pour 7 = a. 
Nous allons assigner un nombre entier k tel que le nombre des 
F eens, — , ay ° 
racines infinies que léquation entre x et m admet pour 2 = a soit 
ax 
exactement égal au nombre des racines y qui ne sont pas uniformes 
aux environs du point z= a. 
3. Lemme. — Soit f(x, y) = 0 une equation algébrique irréductible 
du degré m en y; soit 


RB (a) = fy (@, Ys) Ly (s Yo) +» « fy (@, Ym) 
le discriminant de cette équation; soit « = a une racine dordre « de ce 


. . . * . . ee . @& > 

discriminant, ct soit k le plus petit entier supérieur ad >- On forme 

- ‘ aa ay oe ? : 

Uéquation qui lie x et - —: St, pour «=a cette cquation admet n 
x 
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racines infinies, parmi les valeurs finies de y qui deviennent cégales au 
point x=a, ily enan et n seulement qui ne sont pas des fonctions 
uniformes de x aux environs de ce point. Si cette équation n’admet 
pour x =a aucune racine infinie, les valeurs finies de y qui deviennent 
égales au point x =a sont toutes des fonctions uniformes aux environs 
de ce point. 

Considérons les développements en série suivant les puissances de 
x —a qui représentent les différents systémes circulaires formés par 
les racines y qui deviennent égales au point =a, mais ne sont pas 
uniformes aux environs de ce point: soient te 2 ; = »- ++ les plus 
petits exposants fractionnaires qui figurent dans ces différents déve- 
loppements. Notre lemme sera établi, si nous prouvons que k est 
1 
4° Ds 

Pour le prouver, nous n’avons qu’a nous reporter a l’exposition de 
la méthode de M. Puiseux qu’on trouve au Livre I, Chapitre II, de la 
Théorie des fonctions elliptiques de MM. Briot et Bouquet. 

Supposons d’abord les racines séparées dés la premiére approxima- 
tion. L’un des systémes circulaires est représenté par la formule 


supérieur & tous les nombres - ,** 


q 1 2 
y=b + (x—a)’ a + hy (a —a)? + hy(w—a)” +-- J, 
ou q et p sont premiers entre eux: le systeme se compose de p ra- 
q 


Pp 





. ; q ’ 
cines, et l’exposant : n'est autre que 
1 
1 


de (c— a)”, jen considére deux dont les arguments different de 


9 , U n’étant pas un multiple de p: il ‘est certain quil y a au moins 
Pp 
1 


- Parmi les p valeurs distinctes 


deux valeurs telles de (c—a)”, puisque p est au moins égal 8 2. A 
1 


ces deux valeurs distinctes de (c—a)” correspondent deux racines 
distinctes y, et y, appartenant au systéme circulaire. Les deux dif- 
q 
férences (y,; — y,) et (y, — y,) sont de l’ordre de (~ — a)” ; leur pro- 
2 2 
duit est de Yordre de (27 — a) ®. Or on sait que le produit des dif- 
férences deux 4 deux des racines y de l’équation f(x, y) = 0 est égal, 
au signe prés, au discriminant R(x): ainsi R(x) contient le facteur 
(a —a) & une puissance entitre a certainement supérieure ou égale 


a 2-4; on a done 
Pp 


25 <4; 


dot. résulte 








et 


de 


¥: 
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q a 
<7 <8, 
p 2 
¢ s . . 
et, comme > est égal a = on a bien —* << h. 
i 
Supposons maintenant que les racines ne soient séparées qu’a la 
seconde approximation. L’un des systeémes circulaires sera composé 
de pp’ racines et représenté par la formule 


q 2 
y=b+( a te, +(2—a)?” E “+h, (e—ayPF +h, (x —a)” pe 3 


Ici p et q ne sont plus nécessairement premiers entre eux; p peut 
étre égal 4 1 ou bien diviser g. Si nest pas entier, l’exposant 
r e " ‘ . i " 0” 
lt est égal 4 4; sinon, il est égal a ap +4 
Pi p PP 

pas un entier, puisque p’, premier avec q’, ne peut pas diviser gp’ +4 

eS 
Parmi les pp’ valeurs de (w—a)?” , Jen considére deux dont les argu- 


ist l 
ments différent de 2 r 


, qui n’est certainement 


ne 1 étant un multiple de p, mais non un 
a 
multiple de pp’. A ces deux valeurs distinctes de (« — a)’” corre- 
spondent deux racines y, et y, qui ont les deux mémes premiers termes 
4 gp +a’ 
b + v,(a—a)” ; mais le terme v, (c—a) ”” n’a plus la méme valeur 
dans le développement de l'une que dans le développement de l'autre. 
Le produit des deux différences (y, — y,) et (y, — y,) est de l’ordre 


9 +a 
de (c—a) *” , et il résulte du raisonnement précédent que l’on a 
w+? oy, 
pO 
Or - est inférieur ou égal a ive - Ona donc bien encore hs < ik. 
i i 


Il est clair que les mémes conclusions subsistent, quel que soit 
l’ordre de l’approximation qui sépare les racines y. Supposons, par 
exemple ce soit la quatritme. L’un des systémes circulaires sera re- 
présenté par un développement tel que 


q q q' 


=b+ 0, (x—a)’?+y, pa a)?” PP 


¢ q’ q q q” 

: oe -+—4 —-7.,,+ ——— 

4 v, (a—a)” pp Tp -} v, “ (a — a)” PP PPP : PP PP +. 
1 


et il se composera de pp'p’p” racines, A deux valeurs de (x—a)’?” ” 


dont les arguments different de 2 ere , U étant un multiple de 
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ppp’, mais non de ppp” p”, correspondent deux racines y, et y, dont 
les développements ont les quatre mémes =" termes, mais dif- 


oe 


2 "a - V aoe ° 
ferent par le terme dont l’exposant est 4+ 4 a" ok - >” 7+ Pr p'P” 
Désignant pour abréger par N cet endian on a linégalité 


N<k, 

’ G , . . . . . 

et comme |’exposant 2 est égal, soit 4 N, soit & un des trois ex- 
i 

posants précédents, on a encore 
41 q 
te k, 
ce qui démontre le lemme. 

= wika — . a* 

On voit immédiatement que, si l’équation entre x et ; , n’admet 
aucune racine infinie pour =a, toutes les valeurs finies de y qui 
deviennent égales au point «—a sont des fonctions uniformes aux 
environs de ce point; car, s'il y en avait qui ne fussent pas uniformes, 
le développement d’un des systémes circulaires qu’elles formeraient con- 

k 
: ‘ ‘ : i 4G ‘ a* 4 
tiendrait un terme & exposant fractionnaire a moindre que k, et ¥ 
1 ax 
serait infini pour z = a, contrairement 4 l’hypothése. 

Il suffit d’appliquer ce Lemme pour résoudre le probléme énoneé 
au n® 2, 

4. Marche @ suivre. — Nous supposerons, comme on le fait 
toujours daus la théorie des intégrales abéliennes, que le point x=o0 
est un point ordinaire de la courbe f(x,y) 0 dont on cherche le 
genre. Sjil n’en est pas ainsi, on raménera |’équation proposée i la 
forme voulue au moyen d’une transformation homographique. En vertu 
d’un théoréme énoncé au n° 1, le genre de la courbe transformée est 
le méme que celui de la courbe proposée. 

De plus, nous supposerons (ce qui revient & une simple transforma- 
tion de coordonnées) qu’en tout point critique «=a la fonction y n’a 
pas plus d’un groupe de valeurs égales, c’est-i-dire que |’équation 
f(a, y) = 0 n’a qu'une seule racine multiple. 

En vertu de cette hypothése, si s = a@ est une racine de l’équation 


R(x) = fy (% ) fy % Ye) - «+ fy (% Ym) = 0 
unique racine multiple b de léquation f(a, y)=—0, étant l’unique 
racine commune aux deux équations f(a, y) = 0 et f(a, y) = 0, sera 
une fonction rationnelle de a, que l’on sait trouver par la théorie de 
Yélimination: nous poserons b = g(a). 
Remplagons y par g(x) dans les diverses équations 


f (2, y) = (), fy (a, y) = 0, fe (a, y)=0,..., pe ih L,Y) = 


y"— 1 











out fh 


3, 


i- 











Sur le genre d’une courbe algébrique. 


et soient 
R(z) =0, R, (xz) =0, R(x) =0, ..., Ra-i(x) = 0, 


ce que deviennent ces équations mises sous forme entiére. Les valeurs 
de qui annulent a Ja fois R et R,, mais pas R,, donnent des points 
critiques ot deux valeurs de y et deux seulement deviennent égales; 
les valeurs de # qui annulent & la fois les j fonctions R, FR, , R,,..., Ryu, 
mais pas R; donnent des points critiques ot j valeurs de y et j seule- 
ment deviennent égales. 

Cela posé, nous mettrons le discriminant R(x) sous la forme bien 
connue 


R(x) = X, X}X3... Xj... XR 


ot X, est le premier membre de |’équation qui fait connaitre les racines 
d’ordre 1 de l’équation R(x) = 0. 

Nous allons calculer successivement les diverses parties de la somme 
2(r—1) relation aux points critiques donnés par les diverses équations 
X, = 0 (le=1, 2, ..., 0). 

: On sait que les racines de |’équations X,—0, ou les racines 
simples de l’équation R(x) = 0, donnent des points critiques spéciaux, 
ot deux valeurs de y deviennent égales et forment un systéme circu- 


laire. Pour chacun de ces systémes, la différence r — 1 est égale a 1. 
Si done 6 est le degré du polyndme X,, la partie de la somme 
2(r — 1) qui correspond aux points critiques donnés par |’équation 


X, = 0 est egale a 0. 

5. Passons a l’équation X;= 0. Calculons le plus grand commun 
diviseur de X,; et de R,, et soit &, ce polyndme; soit de méme &, le 
plus grand commun diviseur de X,, de R, et de R,; soit en général 
—; le plus grand commun diviseur de X,, R,, R,,... et de Ris. 


Nous pouvons remplacer l’équation X, = 0 par les équations 
= 0, & =0,...,6: = 9,.. +» & = 0. 


En chacun des »; points critiques donnés par les ; racines de |’équa- 
tion &; = 0, ¢ valeurs de y et ¢ seulement deviennent égales. 

Nous avons maintenant a considérer les diverses équations telles 
que & = 0 (qui pourrait n’étre autre que l’équation X, = 0 elle-méme). 


ss . . ss . t . 
Désignons par k le plus petit entier supérieur & —: on formera 


dy ie : 
—-- au moyen de |’équation 
da® y q 
dy fe . 
—— a “aes 
dx fy 
dy — . a 
remplacant par sa valeur - qui figure dans |’expression de <5 on 


Mathematische Annalen. XXIII. 36 
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. d®y . : . : ae 
obtiendra or en fonction rationnelle de x et y. On continuera ainsi 
. o> ’ : —— dy . ‘ . 
jusqu’éa ce qu’on ait exprimé a fonction rationnelle de x et y: 

x 


ik 
ay 
da* = (x, y); 
puis on éliminera y entre cette équation et l’équation /(7, y) = 0. On 
obtiendra ainsi une équation du degré m par rapport a ¢ et dont les 
coefficients seront des fonctions entiéres de zx: 
Aye” + Aya + +++ + Anise + An = 0. 
Comme / est l’exposant avee lequel chacun des facteurs bindmes de §; 


figure dans le polyndme R(x), cette équation est celle que concerne 
le lemme établi plus haut. 


Si aucune racine de |’équation §; = 0 n’annule A,, les in; valeurs 
de y qui correspondent aux n; racines de cette équation seront toutes 
des fonctions uniformes aux environs des points critiques ot elles de- 
viennent égales: la partie correspondante de la somme 2(r — 1) sera 
nulle. 

Si, au contraire, toutes les racines de |’équation &; = 0 annulent 
les coefficients des i premiers termes de l’équation en z, aucune des 
im; racines y qui correspondent aux racines considérées n’est fonction 
uniforme de 2 aux environs de points critiques od ces racines devien- 
nent égales. 

Ce sont la deux cas extrémes: dans le cas général, on formera 
par la méthode du plus grand commun diviseur diverses équations 

Ey _— 0, 5, —_ 0, sey E, = 0, cary Ei» —7 0, E; = 0, 
telles, qu’en tout point critique donné par l’équation & — 0, h racines 
y, et h seulement, soient uniformes. 

6. Nous sommes ainsi ramenés 4 traiter l’équation §&=0. Il 
peut arriver qu’on sache trouver ses racines: soit a@ l'une d’elles; 
b = g(a) sera l’ordonnée du point multiple correspondant. Si, ayant 
transporté l’origine au point =a, y=b, on peut effectuer les 
résolutions d’équations qu’exige la méthode pour obtenir les systémes 
circulaires, on aura la partie de la somme 2(r — 1) qui correspond 
aux racines de l’équation &—0O. Si lon ne peut pas effectuer ces 

1 


résolutions d’équations, on posera («7 — a)" = 2 ou bien s=a+2?, 
et l’on cherchera combien de racines y sont fonctions uniformes de 2 


aux environs du point # — 0, cest-i-dire combien de racines y sont 
1 


. . 2 ; + bes 
fonctions uniformes de (a — a)“. Pour cela, on n’aura qu’a calculer 


i 

ata. ee P : . = . l 

la dérivée ; y. (i étant le plus petit entier supérieur & 2 ou ‘) 
ax 4 


























Sur le genre d’une courbe algébrique. 535 


définie par l’équation f(a + 2’*, y) =O, et a éliminer y entre l’équa- 
tion qui fournit cette dérivée et l'équation f(a -+ 2%, y)=0. On 
obtiendra ainsi une équation du degré m qui aura, pour 2 = 0, un 
certain nombre ¢ — m,' de racines infinies: en vertu du lemme établi 


au n° 3, m,’ des i racines y qui deviennent égales pour « =a sont 
1 


. ° ° 2 ° . 

des fonctions uniformes de (2 — a)"; mais dans ce nombre figurent 

les h racines qui sont des fonctions uniformes de x — a; il reste done 

n, —- h racines y qui ne sont pas des fonctions uniformes de (#—a), 
1 


‘ 


mais sont des fonctions uniformes de (7 — a)"; leur nombre est né- 


‘ ‘ sibs Me —h . , 
cessairement nul ou pair: elles se distribuent en —"~-— systemes cir- 
culaires formés chacun de deux racines, 

Si lon n’a pas obtenu, par cette opération, toutes les 7 racines y 
qui deviennent égales au point x =a (c’est-d-dire si l’on n’a pas 

1 
: , 3 , es 
i — nm, = 0), on posera (27 — a)” = 2’, et, désignant par & le plus 
: . ec: . 8 . P . , 
petit entier supérieur & -=-, on formera l’équation entre «’ et 


a*e ‘ ; 
——-: par ce moyen on comptera combien de racines y sont des 
dx : 
fonctions uniformes de (a — a)*, ou, ce qui revient au méme, com- 
bien de racines y se distribuent autour du point 7 =a en systémes 
circulaires formés de trois racines. 

Si par ces deux opérations, on n’a pas obtenu toutes les 7 racines 

1 
y qui deviennent égales au point « = «a, on posera (2 — a)* =a’, et 
désignant par k le plus petit entier supérieur a (c’est-A-dire 21+ 1), 
‘ ’ Te dky . . , 
on formera l’équation qui lie 2’ et ‘~° On trouvera que i — n, 
dx ; 

valeurs de y sont des fonctions uniformes de (2 —a)*. Mais dans 


ce nombre figurent les m,' racines qui sont des fonctions uniformes 
1 


? . , ’ . . 
de (c—a)*: il reste done n, — ,' racines qui ne sont pas des 
1 


fonctions uniformes de (# — a)”, mais tout des fonctions uniformes 
1 


ee Ny — Np . , : 
de (2 —a)*. Elles se distribuent en a 1 *_ systémes circulaires for- 
més chacune de quatre racines. 
En continuant ainsi jusqu’a ce qu’on ait posé, s'il y a lieu, 
1 


poy sam p ae es d‘y 
(a — a) = 2 et formé |’équation en - * 
¢ 


 ©«correspondante, on 
x 


36* 
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déterminera tous les syst®mes circulaires formés par les i valeurs de 
y qui deviennent égales au point «=a, et l’on connaitra la partie 
de la somme 2(r — 1) qui correspond a ce point critique. 
7. Etudions maintenant le cas ot l'on ne saurait pas résoudre 
’équation §, 0. Désignons par a l'une de ses racines, et posons 
1 


(c—a)" =2 ou bien r—a+2". Soit k le plus petit entier su- 


k 
Pa , nl eee d . , ae 
périeur &-;-- La dérivée z= a est une fonction linéaire de 
» ax 
dy d?4 at — P , , , 
., q Fo. y , dont les coefficients dépendent de zw’, L’équation 
dx x dx 
, , . dy dy d*y ; , 
f(a, y) = 0 permet d’exprimer > Go- ++ en fonction ration- 
dx dx. da 


nelle de z et y. On aura donc z exprimé en fonction rationnelle de 
x, de x et de y. Cette expression de zg a pour numérateur un poly- 
ndme entier en x, y et x’, et pour dénominateur une puissance entiére 
de f, (x,y). Il suit de la que az, y et x restant finis, z ne peut de- 
venir infini que quand f(x, y) et par suite R(x) est nul. Eliminant 
y au moyen de |’équation f(z, y) = 0, on arrive & une équation entre 
z, x et x. Cette équation est du degré m en z. 

Quand elle est mise sous forme entiére, le coefficient de 2”, d’aprés 
ce qui vient d’étre dit, ne dépend que de x et ne s'annule que pour 
des valeurs annulant le discriminant R(x). Ce coefficient est done de 
la forme Q(x) [&'(x)]™: le polyndme Q,,(#) ne pouvant avoir 
d’autres racines que les valeurs de x qui annulent R(#) sans annuler 
E,'*). Le coefficient de z"—‘sera delaforme Qm—i(x)[&,' (x) |°™—i 4m -i(%,2), 
Qm—i(x) étant un polyndme défini comme Q,,(%), et Pm—i(x, x) une 
fonction entiére de x et de a’. 

D’aprés cela, l’équation qui lie z et x, se déduisant de la précé- 
dente par le changement de x en a-+ 2”, se mettra sous la forme 

ae, , af GE, 


Qn(ata)[B a) + 2 Get eae to] 


-+- Po Qm—i(a-+ 2) E (a) + a2” “da + 7 -2 da® + ‘ 


i=1 


dé; g’2n aé, ia 


> Pn-i(a + 2", 2’) o-i = 0. 


*) En fait, ce coefficient pourrait étre un produit tel que Q,, (x) [§,(x)]*” 
[&_(ar) |m [£,(a)]¥m +--+, £1, So, &. - +> Stant des diviseurs de &,’. Ce qui suit s’ap- 


plique alors sans modification, én faisant représenter successivement au symbole 
—, qui figare dans le texte les divers polyndmes £,, &, f---, et aux symboles 


Qn i (#) les produits Qm—i(@) [8s (ax)]*™—4 [£5 (ar)]?m—i [&3(a)]%m—# “—- divisés suc- 


cessivement par [£,(a)]*"—i, [&(a)]?m-i--- ete, 




















ares 2 
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Si l’on fait représenter & a@ l'une queleonque des racines de l’équa- 
tion &, =O le premier terme écrit ci- dessus devient 


, 


ina ray 28% o’™ ‘m 
a’ "%m On (a + ” »| da + 1-2 da + Py | gm, 





Comme l’équation &, = 0 n’a que des racines simples, = est 
différent de zéro. Done si lon fait 2’ =O, la quantité entre paren- 
théses ne s’annulera pas. De plus, Q,(a) est différent de zéro. D’oi 
cette conclusion: quand on fait 2 =O et qu’on prend pour a l'une 
quelconque des racines de |’équation &,’ = 0, le coefficient de 2” ne 
s'aunule que par le fait du facteur a’"*«, Cette conclusion subsiste, 
abstraction faite des polyndmes P, pour les coefficients de toutes les 
autres puissances de ¢. 

Nous avons & nous occuper des racines infinies que peut acquérir 
l’équation en z considérée, quand w est nul et que a prend les diverses 
valeurs qui annulent §,. Dans cette hypothése on peut écrire plus 
simplement l’équation en z, de la maniére suivante 

i=m 
AY” Qm(a) a "%m g™ + ae AX Qn—i(a) 0 "“™-? Pr_i (a a’, a’) 2"! = 0 


i=1 
, 


a a ae : — , — 
en désignant par A la dérivée —5--, qui est différente de zéro, ainsi 


que tous les polyndmes Q(a). Nous avons laissé figurer « dans les 
termes qui s'annulent avec « et dans les polynomes P. Ordonnons 
ces polyndmes par rapport aux puissances croissantes de w’, Chaque 
puissance de x aura pour coefficient un polyndme entier en a. 

On cherchera les diviseurs comment a &,' et & ces divers poly- 
nodmes. Soit x(a) un polyndme qui divise &,’ et certains de ces coeffi- 
cients. Attribuons & a lune des valeurs qui annulent x(a). Certains 
termes disparaissent dans les coefficients des puissances telles que 
z™—, et ces puissances de ¢ se trouvent multipliées par des puissances 
de «. Si une méme puissance de z multiplie tous les termes de 
l’équation, ou la supprime. 

Si cette puissance de 2’ est précisément 2”“”, le coefficient de 
s ne s'annule plus avec 2. On en conclut que, pour toutes les 
racines de |’équation x(a) = 0, 2 reste fini, c’est-’-dire que les ¢ valeurs 
de y qui deviennent égales en chacun des points z= a, a étant une 


racine queleonque de |’équation y(a@) 0, sont aux environs de ces 
1 
points des fonctions uniformes de (~ — a)”. 
Si des puissances de w restent en facteur dans les s premiers 
termes de ]’équation en z, s valeurs de z deviennent infinies pour 


, 


x =0: c'est & dire que s des i valeurs de y qui deyiennent égales 
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en chacun des points =a pour lesquels x(a) est nul sont aux en- 
1 
virons de ces points des fonctions non uniformes de (x — a)". Par 
1 
suite, i— s de ces valeurs sont des fonctions uniformes de ( — a)". 

En donnant 4 » successivent les valeurs 2,3... jusqu’a i—h—1 
s'il y a lieu, et tenant compte des régles posées dans ce n° et dans 
le n° 6, on déterminera tous les systémes circulaires formés par les 
racines y qui deviennent égales aux points critiques donnés par |’équa- 
tion &, = 0. 

En réunissant toutes les parties de la somme 2(r — 1) relatives 
aux diverses équations & — 0, on obtiendra la partie de cette somme 
relative & léquation §; — 0. On réunira les parties relatives aux di- 
verses équations §; 0, ce qui donnera la partie relative & Véqua- 
tion X,= 0. Réunissant enfin les parties relatives aux diverses équa- 
tions X, = 0 avec la partie relative & l’équation X, = 0, on aura la 
somme cherchée 2(r — 1), et le genre sera fourni par la relation 
posée au début 

2(p + m — 1) = 2(r — 1). 

8. Conclusion. — La méthode qui vient d’étre exposée permet de 
trouver le genre de toutes les courbes algébriques, quelles que soient 
leurs singularités. Cette méthode ne comporte qu’un nombre limité 
d’opérations, qui sont toutes possibles, puisque ce sont de simples di- 
visions et éliminations. Mais elle peut conduire 4 des calculs trés 
longs. C’est pourquoi, si quelques-unes des opérations partielles que 
nous avons indiquées peuvent étre remplacées par les opérations corre- 
spondantes de la méthode connue pour obtenir les systemes circulaires, 
on suivra de préférence cette dernitre méthode. D/ailleurs en faisant 
des applications de notre méthode, on y apportera facilement les 
simplifications que suggérent les exemples a traiter, Pour ne pas 
allonger d’avantage cette Note, je ne donnerai aucun exemple. On 
en trouvera plusieurs dans les Annales scientifiques de l Ecole Normale 
Superieure t. X11, 1883; p. 168 et suivantes. 


Paris, 20, Décembre 1883. 























Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des 
zweiten Grades zwischen Linien-Coordinaten auf eine 
canonische Form. 


Von 


) _— aan @ 
F. Kxer in Leipzig.*) 


Kin Liniencomplex des ». Grades umfasst eine dreifach unendliche 
Anzahl gerader Linien, welche im Raume in einer solchen Art ver- 
theilt sind, dass diejenigen geraden Linien, welche durch einen festen 
Punkt gehen, einen Kegel der n. Ordnung bilden, oder, was dasselbe 
sagt, dass diejenigen geraden Linien, welche in einer festen Ebene 
liegen, eine Curve der m. Classe umhiillen. 

Seine analytische Darstellung findet ein. derartiges Gebilde durch 
die von Pluecker in die Wissenschaft eingefiihrten Coordinaten der 
geraden Linie im Raume**). Nach Pluecker erhalt die gerade Linie 


*) Anschliessend an den Wiederabdruck einiger meiner iilteren Arbeiten 
in Bd. XXII dieser Annalen publicire ich hier erneut meine Inauguraldissertation 
(Bonn, 1868), eine Mittheilung von Lie und mir an die Berliner Akademie vom 
Dec. 1870 (siehe Monatsberichte) und eine Note iiber Differentialgleichungen 
dritter Ordnung, welche ich vor Jahresfrist der siichsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften vorlegte (letztere Note mit einem nun erst hinzugefiigten Anhange), 
Die Mathematischen Annalen enthalten hiermit die Gesammtheit meiner bis- 
herigen Publicationen mit alleiniger Ausnahme der wenigen, die gesondert im 
Buchhandel erschienen sind, und solcher vorliufiger Mittheilungen, die durch 
spiitere Ausfiihrung tiberfliissig geworden sind. — Zusiitze, welche ich beim Wieder- 
abdrucke hinzugefiigt habe, sind wieder (wie in Bd. XXII) durch das in eckiger 
Klammer beigesetzte Datum [Januar 1884] bezeichnet worden; beim Wiederab- 
druck meiner Dissertation sind einige Incorrectheiten beseitigt worden, auf welche 
mich Hr. Segre (Turin) aufmerksam zu machen die Giite hatte. 

Klein. [Jan. 1884}. 

**) Proceedings of the Royal Soc. 1865; Phil. Transactions 1865, p. 725, 
iibersetzt in Liouv. Journal, 2. Série, t. XI; Les Mondes, par Moigno, 1867, p. 793 
Annali di matematica, Ser. Il, t. I; Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf 
die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement, erste Abtheilung, Leipzig 
1868, bei B. G. Teubner. (Man vgl. hierzu die historischen Notizen iiber Ent- 
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sechs homogene Coordinaten, welche eine Bedingungsgleichung zweiten 
Grades erfiillen. Vermége derselben wird die gerade Linie mit Bezug 
auf ein Coordinatentetraeder bestimmt. Eine homogene Gleichung des 
m. Grades zwischen diesen Coordinaten stellt einen Complex des 
n. Grades dar. 

In dem Folgenden ist es unsere Absicht, die Gleichung des zweiten 
Grades zwischen Liniencoordinaten, einer Verwandlung des Coordi- 
natentetraeders entsprechend, auf eine canonische Form zu _trans- 
formiren. Wir geben zuniichst die allgemeinen Formeln, welche bei 
einer derartigen Transformation tiberhaupt in Anwendung kommen. 
Auf Grund derselben behandelt sich das Problem algebraisch als die 
simultane lineare Transformation der Complexgleichung auf eine 
canonische Gestalt und der Bedingungsgleichung des zweiten Grades, 
welcher die Liniencoordinaten geniigen miissen, in sich selbst. Bei 
der Durchfiibrung dieser Transformation gelangen wir insbesondere zu 
einer Eintheilung der Complexe des zweiten Grades in unterschiedene 
Arten. 


1. 
Ueber Liniencoordinaten im Allgemeinen. 
1. Wenn wir die homogenen Coordinaten zweier, beliebig auf 


einer gegebenen geraden Linie angenommener Punkte beziiglich mit 


Xy, Ley Bay Le 
und 
Yir Yor Yar Ys 
bezeichnen, so erhilt die gegebene gerade Linie, welche geometrisch 
als Verbindungslinie der beiden Punkte (”) und (y) bestimmt ist, die 
folgenden sechs, ebenfalls homogenen Coordinaten: 
Py = X%Y2 — Yi Py = %yYq — VM Ys 
(1) Po = L1Y3 — Ys Ds = FY — L2Yq, 
Ps = HY, — Ly, Do = %2Y3 — L3Y2- 
Es sind dies die aus den Elementen 


| 


S, GS ® 
4:1 Yo Ys Ys 


stehung der Liniengeometrie, welche Clebsch in den Géttinger Abhandlungen 
von 1872 gegeben hat [Zum Gedichtniss an Julius Pluecker]. Denselben zu- 
folge hat Pluecker seine ersten bez. Ideen 1846 im ,,Systeme der Geometrie des 
Raumes*‘t [n, 258] verdffentlicht; aber schon vorher treten, in allerdings ganz an- 
derer Form, die Coordinaten der Raumgeraden in Gragssmann’s linealer Aus- 
dehnungslehre (Erste Auflage 1844) auf. Man vergleiche ferner Cayley: Ona 
new analytical representation of curves in space (Quarterly Journal, t. III, 1859). 
[Jan. 1884]. 











geb 
Lei 
Au 


Cor 
ang 
der 
liek 


wo 
stit 
nat 
der 


lati 


inc 
las 
col 


di 
na 


ve 
ge 


we 
ge 


tre 


(2 


wi 
SO 


ek 








oe ee 





Transformation der Complexe 2. Grades, 541 


gebildeten sechs Determinanten zweiten Grades, mit einem derartigen 
Zeichen genommen, dass eine Verticalreihe der Elemente (in unserer 
Aunahme die erste) ausgezeichnet auftritt. 

Zu Folge der Determinantenform behalten die sechs gewihlten 
Coordinaten dieselben relativen Werthe, wenn wir an die Stelle der 
angenommenen beiden Punkte (x) und (y) irgend zwei andere Punkte 
der gegebenen geraden Linie setzen. Denn die Coordinaten eines be- 
liebigen solchen Puuktes lassen sich auf die Form bringen: 

AL, +MY, + +p 4B + oY, 
wo 4, niher zu bestimmende Constanten bezeichnen, und die Sub- 
stitution solcher Gréssen an Stelle der 2 und y in die fiir die Coordi- 
naten p gegebenen Ausdriicke liefert, wie sich sofort ergiebt, Multipla 
der fiir die p urspriinglich erhaltenen Werthe. 


Die sechs Coordinaten p befriedigen identisch die folgende Re- 
lation des zweiten Grades: 


P= pypy + PrPs + P3P5 = 9, 


welche wir auch so schreiben kénnen: 


Dive. ten —0, 


x 


indem wir den Index x von 1 bis 3, oder auch von 1 bis 6 laufen 
lassen, und dabei unter x + 3 diejenige Zahl verstehen, welche in der 
continuirlichen Reihenfolge: 

1, 2, oo eg 6, 1, 2, a) te 
die (x + 3). Stelle einnimmt. 

Vermége dieser Relation, welcher die sechs homogenen Coordi- 
naten p geniigen, vertreten dieselben die zu der Bestimmung einer 
geraden Linie nothwendigen vier Constanten. 

Fiir die Gleichungen derjenigen vier Ebenen (Projectionsebenen), 
welche sich durch die vermége der beiden Punkte (x) und (y) bestimmte 
gerade Linie und beziiglich die vier Eckpunkte des Coordinatente- 
traeders hindurch legen lassen, erhalten wir die folgenden: 


Py. + D523 + Pots = 9, 
DPy2, — D323 + P.2, = 0, 
Ds 2, + P32 — Pi %, = 9, 
Po#, — P22, + D2, = 9, 
wo wir mit z,,..., 2, laufende Punktcoordinaten bezeichnen. Es sind 


somit die Coordinaten p die in die Gleichungen der vier Projections- 
ebenen eingehenden Constanten. Die Gleichung: 


(2) 
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P=0 
driickt aus, dass sich die fraglichen vier Ebenen nach derselben ge- 
raden Linie schneiden. Sie ist also nicht nur die nothwendige, sondern 
auch die hinreichende Bedingung, damit sechs beliebig ausgewihlte 
Gréssen: 
P1>Por- + +) De 

als Liniencoordinaten betrachtet werden kénuen. Die geometrische 
Construction der durch sie bestimmten geraden Linie wird durch zwei 
beliebige der Ebenen (2) vermittelt. 

Der Coordinatenbestimmung (1) liegt das Princip zu Grunde, die 
in die Gleichungen der geraden Linie in Punktcoordinaten (2) ein- 
gehenden Constanten als Bestimmungsstiicke derselben zu betrachten, 
und dieselben durch die Coordinaten einer Anzahl von Punkten der 
geraden Linie darzustellen, welche erforderlich und hinreichend ist, 
um die letztere geometrisch zu definiren. 

2. In dem Vorstehenden haben wir die gerade Linie durch zwei 
ihrer Punkte bestimmt. Wir betrachten in dieser Bestimmungsweise 
die gerade Linie als einen Ort von Punkten, als einen Strahl. Auf 
vollstiindig entsprechende Weise kénnen wir die gerade Linie durch 
zwei ihrer Ebenen bestimmen und betrachten sie dann als von Ebenen 
umhiillt, als eine Axe*). 

Zwei beliebige Ebenen (¢) und (w) der gegebenen geraden Linie 
seien durch die Coordinaten bestimmt: 

t,, to, ts, ty, 
und 
thy, Uy, My, My. 


Dann erhalten wir, ganz dem Friiheren entsprechend, als Coordinaten 
der gegebenen geraden Linie die folgenden sechs Ausdriicke: 


(ett ieli-ae dy = buy — ty Us, 
(3) do = tus — tu, ds = tu, — tty, 
la = 4s, — tu, Ie = t,U; — by t,, 


welche die folgende Gleichung: 


Q= Dates —0 


identisch befriedigen. Den vier Gleichungen (2) entsprechend er- 
halten wir fiir die Durchschnittspunkte der durch die Ebenen (¢) und 
(w) bestimmten geraden Linie mit den vier Seitenflichen des Tetraeders 
die folgenden vier Gleichungen: 


*) Vergl. Pluecker’s ,,Neue Geometrie“, p. 1. 
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GP. + 95% + Wy = 9, 
GY; — 95 %3 + HY, = 9, 
95% + 93% — 11%, = 9, 
YW) — 1% + UY = 9; 
Wo v,,.-., 0, laufende Ebenencoordinaten bedeuten. 
Wenn sich die Strahlencoordinaten p und die Axencoordinaten ¢ 
auf dieselbe gerade Linie beziehen, so hat man zwischen denselben die 
folgenden Proportionen: 


(4) 


(5) , a oe. oe ee ere te 

4 qs vt 41 qe % 
Die Richtigkeit dieser Beziehungen ergiebt sich sofort, wenn wir die 
Gréssen g aus den Coordinaten zweier Ebenen (2) oder die Gréssen 
p aus den Coordinaten zweier Punkte (4) bilden. 

Die Coordinaten p sind also von den Coordinaten g nur durch 
die Anordnung verschieden. Ihrer doppelten geometrischen Bedeutung 
entsprechend, wird die gerade Linie durch dieselben sechs Grissen 
dargestellt. Es ist das nicht der geringste Vortheil der Pluecker’- 
schen Coordinatenwahl. 

3. Wir wollen die vier Eckpunkte des Coordinatentetraeders mit 

O,, O,, Os, O, 
und die vier gegeniiberstehenden Seitenflichen desselben mit 
E,, E,, E;, EL, 
bezeichnen. Dann sind die sechs Kanten des Tetraeders durch die 
folgenden Verbindungen der Zeichen O, bez. EF bestimmt: 
0; 0,, 0, 03; 0, 0,, 0, 0,, 0, O,, 0, 0;, 
E,E,, EB,E,, E,E,, B,E,, EB,£,, £,£,. 
Von den sechs Coordinaten einer Kante des Coordinatentetraeders ver- 
schwinden fiinf, und nur die sechste behilt einen endlichen Werth. 
Es ergiebt sich das sofort, wenn wir in die Ausdriicke (1) oder (3) 
die Coordinaten zweier Eckpunkte, bez. zweier Seitenfliichen des 
Tetraeders substituiren. Wir wollen, in der vorstehenden Reihenfolge, 
die Kanten des Coordinatentetraeders mit 


Pi, Py, Ps, Py, P 





5» Ps 
Q;, Qs» Qs, @; ’ Qo, Qs 
bezeichnen. Dann verschwinden fiir eine beliebig ausgewihlte Kante 
(P, = Qx+s) alle Coordinaten bis auf diejenige, welche wir mit 
Px = Gx+s bezeichnet haben. 
Die Gruppirung der Tetraederkanten unter sich ist dadurch be- 
stimmt, dass sich P,, P,, P,; (Q,, Q;, Q;) in einem Punkte schneiden, 
wihrend P,, P;, P;(Q,, G2, G;) in einer Ebene liegen. 


oder mit 
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Der Kiirze wegen werden wir in dem Folgenden nur von der in- 
dependenten Darstellung der Liniencoordinaten durch Punktcoordinaten 
Gebrauch machen, und die jedesmal vollstiindig analogen (reciproken) 
KEntwickelungen, welche sich an die Darstellung derselben durch 
Ebenencoordinaten ankniipfen, nicht immer wieder ausdriicklich her- 
vorheben. Wir bedienen uns daher in der Folge auch nur der Be- 
zeichnung p fiir Liniencoordinaten, wenn auch die Beibehaltung der 
Coordinaten gq neben den Coordinaten p manche Formeln iibersicht- 
licher zu schreiben erlaubt. 

4. Damit sich zwei gegebene gerade Linien (p) und (p’) schneiden, 
miissen ihre Coordinaten die folgende Gleichung befriedigen: 


(6) > pe ‘Pups = 0. 


x 
Denn es seien die beiden geraden Linien (p) und (p’) beziiglich 
durch die beiden Punkte (a), (b) und (ce), (d) bestimmt. Wenn wir 
dann in die vorstehende Gleichung fiir die Coordinaten p, p ihre 
Werthe aus (1) in den Coordinaten dieser Punkte einsetzen, so er- 


halten wir: 
pig a, b, ¢, d, = 0. 


Das Verschwinden dieser Determinante ist die Bedingung dafiir, dass 
die vier Punkte (a), (b), (c), (d) in einer Ebene liegen; und also 
schneiden sich die beiden geraden Linien (a, 6) und (c, d)*). 

Wenn wir in der Gleichung (6): 


> Pe Pris = 0 


nx 
die px4s3 als fest, die p, als veriinderlich betrachten, so stellt sie die Ge- 
sammtheit aller derjenigen geraden Linien dar, welche die feste gerade 
Linie (p’) schneiden. Insbesondere also geniigen der Gleichung: 
Pets = V 

die Coordinaten aller derjenigen geraden Linien, welche die Coordi- 
natenkante P, schneiden. Wenn fiir die Kante P, selbst alle Coordi- 
naten bis auf die eine, p,, verschwinden, so ist damit ausgedriickt, 
dass sie alle Tetraederkanten bis auf die ihr gegeniiberliegende schneidet. 

Wenn drei gerade Linien (p), (p’), (p”) eimander gegenseitig 
schneiden, so besteht zwischen den Coordinaten je zweier derselben 
eine Gleichung von der Form (6). Dabei gehen die drei geraden 
Linien entweder durch einen Punkt oder liegen in einer Ebene. Das 
Kriterium fiir den ersten oder zweiten Fall bildet das Verschwinden 


*) Vergl. den Aufsatz von Liiroth: Zur Theorie der windschiefen Flichen, 
Crelle’s Journal, LXII. p. 130, 
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des zweiten oder ersten Factors des unter der gemachten Annahme 
immer verschwindenden Productes: 


rae 7 ania 
- + Py Py Ps - > + PyPs Pe’; 


und der aihnlich gebildeten Producte, welche sich aus dem vorstehenden 
durch Vertauschung von jedesmal zwei der Indices 1, 2, 3 mit den 
entsprechenden 4, 5, 6 ergeben. 

Den Beweis liefert die Betrachtung der Gleichungen (2) und (4). 
Wenn sich drei Linien in einem Punkte schneiden, so haben diejenigen 
drei Ebenen, welche sich durch einen Eckpunkt des Coordinaten- 
tetraeders und jedesmal eine der gegebenen geraden Linien hindurch- 
legen lassen, eine gerade Linie gemein, und umgekehrt, wenn drei 
Linien in einer Ebene liegen, so sind diejenigen ‘drei Punkte, in 
welchen eine Seitenfliche des Coordinatentetraeders von den gegebenen 
geraden Linien geschnitten wird, in gerader Linie. 

5. Wir kénnen den sechs Variabeln p, immer unter der Voraus- 
setzung, dass die Bedingungsgleichung 


> Px * Pras = 0 


x 
erfiillt sei, imagindre Werthe ertheilen. Sei also: 
’ ° ” 
Px = Pu + tpx. 

Wir betrachten die Gréssen p, als die Coordinaten einer imagi- 
niiren geraden Linie. Diese rein formelle Definition fiihrt zu der 
folgenden geometrischen. Nach der Gleichung (6) der 4. Nummer 
wird die gegebene.imaginiire gerade Linie, sowie die conjugirt ima- 
giniire von allen reellen geraden Linien geschnitten, deren Coordinaten 
die folgenden beiden linearen Bedingungsgleichungen befriedigen : 


De Dx ‘Preps = 0, P.5 De * Prt3 = 0. 
ad x 


Durch vier beliebige unter den Linien, deren Coordinaten diesen 
beiden Gleichungen geniigen*), sind die beiden Gleichungen, oder 
vielmehr ist die von denselben gebildete zweigliedrige Gruppe: 


Do (Ape + UPx) Pups = 0 


x 


bestimmt (ausser, wenn die angenommenen vier geraden Linien der- 
selben Erzeugung efnes Hyperboloids angehéren.) Eine imaginiire 


*) Das System solcher gerader Linien findet man insbesondere betrachtet in 
dem Aufsatze von O. Hermes: Ueber Strahlensysteme der ersten Ordnung und 
der ersten Classe, Crelle’s Journal LXI, p. 153. 
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gerade Linie und ihre conjugirte sind somit geometrisch als die beiden 
geradlinigen Transversalen vier reeller gerader Linien gegeben. 

Es stimmt das mit der Definition, welche die neuere_synthetische 
Geometrie fiir die imaginiire gerade Linie im Raume aufstellt, tiberein. 

Im Allgemeinen besitzt eine imaginiire gerade Linie keinen reellen 
Punkt und keine reelle Ebene. Nur wenn sich die gegebene imaginiire 
gerade Linie und ihre conjugirte schneiden, ist beiden ein reeller Punkt 
und eine reelle Ebene gemeinsam. Die imaginiire gerade Linie wird 
dann von allen reellen Linien geschnitten , welche durch diesen Punkt 
gehen, beziiglich in dieser Ebene liegen. Sie ist nicht mehr durch 
vier ihrer reellen geradlinigen Transversalen bestimmt. Man definire 
sie geometrisch durch den reellen Punkt, die reelle Ebene und einen 
von dem reellen Punkte ausgehenden Kegel der zweiten Ordnung, 
oder eine in der reellen Ebene liegende Curve der zweiten Classe. 


Il. 


Transformation der Liniencoordinaten, entsprechend einer Verwandlung 
des Coordinatentetraeders. 


6. In dem Folgenden stellen wir zunichst diejenigen Transfor- 
mationsformeln fiir Liniencoordinaten auf, welche einer Verwandlung 
des Coordinatentetraeders, oder, was dasselbe sagt, der linearen Trans- 
formation von Punkt- oder Ebenencoordinaten entsprechen *). 

Diese Transformationsformeln werden linear. Sie wiirden ihren 
linearen Charakter verlieren, wenn statt der sechs homogenen Coordi- 


dinaten, welche eine Bedingungsgleichung befriedigen, deren nur fiinf 


unabhiingige genommen worden wiren, wie sie zur Bestimmung einer 
geraden Linie ausreichen. — Wir gelangen zu dem Resultate, dass 
die in Rede stehenden linearen Substitutionen die allgemeinen sind, 
durch welche der Ausdruck: 


P= m Px > Px+s 


in ein Multiplum seiner selbst iibergefiihrt wird. 
Der vorstehende Satz bedarf noch der folgenden Bestimmung. 


*) Man vergleiche die beiden Aufsiitze von Battaglini: 

Intorno ai sistemi di rette di primo ordine; Rendicanto della R. Accademif 
di Napoli, 6. Giugno 1866, 

Intorno ai sistemi di rette di secondo grado; Atti della R. Accademia di 
Napoli, III, 1866. 

Beide Aufsiitze finden sich wieder abgedruckt: Giornale di Matematiche, 
Napoli. Anno VI, 1868, 
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Es sei eine lineare Substitution gegeben, welche den Ausdruck P in 
ein Maltiplum seiner selbst tiberfiihrt. Unter den sechs neuen Ver- 
iinderlichen kénnen wir diejenige frei auswihlen, welcher wir den 
Namen p, geben wollen. Dann ist die Veriinderliche p, zugleich mit 
bestimmt. Wir kénnen ferner p, ohne Weiteres unter den noch 
iibrigen vier Veriinderlichen annehmen; daun ist p, gegeben. Welche 
von den zwei noch iibrigen Variabeln p, und welche p, zu nennen 
sei, bleibt aber nicht mehr willkiirlich. Denn diejenige Kante des 
neuen Tetraeders, auf welche sich das neue p, bezieht, schneidet die 
beiden Kanten, welche den neuen p, und p, entsprechen, in einem 
Punkte und ist also eindeutig bestimmt. (. 3). Nur unter der Voraus- 
setzung, dass p, demgemiss ausgewihlt sei, gelten die Ausdriicke der 
Liniencoordinaten in den Coordinaten zweier Punkte, bez. zweier 
Ebenen, wie sie unter (1) und (3) gegeben worden sind. 
Es sei, unter x,, y, Punktcoordinaten verstanden, 


LX, » Oy,2* Lr, 


x 


Yr. = > Qy,2* Yay 


x 


(7) 


eine allgemeine lineare Substitution, wie sie einer beliebigen Ver- 
wandlung des Coordinatentetraeders entspricht. Die Substitutions- 
coéfficienten «@,,, stellen dabei die Coordinaten der Seitenflichen des 
friiheren Tetraeders mit Bezug auf das neue dar; wie sich ergiebt, 
wenn wir 2,(y,) verschwinden lassen. 

Durch Einsetzen dieser Werthe fiir 2,, y, in die durch (1) ge- 
gebenen Ausdriicke fiir die Liniencoordinaten p erhalten wir die ge- 
suchten Formeln. Die in dieselben eingehenden Substitutionscoéfficienten 
erhalten die Determinantenform: 

Ox * Chy — Oxy? Op 

und stellen also, geometrisch gedeutet, die Coordinaten der Kanten 
des friiheren Tetraeders mit Bezug auf das neue dar, in einer solchen 
Grésse genommen, wie sich dieselben unter Zugrundelegung der For- 
meln (3) aus den Coordinaten a,,, der Seitenfliichen des friiheren 
Tetraeders mit Bezug auf das neue ergeben. Indem wir dieselben mit 
dy,, bezeichnen, je nachdem sie zu einer Kante P, gehéren und unter 
den Coordinaten dieser Kante, wenn wir dieselben in der unter (1) 
festgesetzten Reihenfolge schreiben, die Ate Stelle eimnehmen, werden 
die gesuchten ‘Transformationsformeln: 


(8) Px = 2 An43,243 * Pre 


Denn verlangen wir, dass p, verschwinde, das heisst, dass die gerade 
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Linie (p, p’) die Kante P,.3 schneide, so ist dafiir, nach der vierten 
Nummer, das Verschwinden des Ausdrucks: 


> Ayt3,24+3 ° Pa 
die Bedingung. 


7. Durch die Substitution (8) wird der identisch verschwindende 


Ausdruck: 
P= Da Dx * Puts 


in ein Multiplum des entsprechenden: 


P’ (es 7 ‘ , 
4 7 , Px ° Px+s 
x 


iibergefiihrt. Wenn wir den ersten Ausdruck aus (8) bilden und mit 
dem zweiten vergleichen, so erhalten wir eine Reihe von Relationen 
fiir die Coéfficienten a; welcher dieselben, vermége ihrer Darstellung 
durch die Coéfficienten «, identisch geniigen. 

Die wirkliche Entwicklung des Ausdruckes P nach den p’ liefert 
in diesen Variabeln ein Polynom des zweiten Grades mit 21 Gliedern. 
Die Coéfficienten von 18 dieser Glieder miissen verschwinden, die der 
iibrigen drei unter sich gleich werden. Die 36 Gréssen a sind somit 
20 Bedingungen unterworfen und desshalb durch die 16 Groéssen « 
independent darstellbar. Nach diesen Zahlenverhiltnissen kommt es 
auf dasselbe hinaus, ob wir den Ausdruck der Liniencoordinaten durch 
Punkt- (oder Ebenen-) Coordinaten zu Grunde legen und diese letzteren 
linear transformiren, oder ob wir die Liniencoordinaten selbst un- 
mittelbar linear transformiren und bedingen, dass dabei der Ausdruck: 


P= Di Pe Pets 


in ein Vielfaches seiner selbst iibergehe. Die volle Bestiitigung dieser 

Aussage finden wir in der geometrischen Deutung der Bedingungen, 

welchen die Substitutionscoéfficienten a zufolge der letzten Beschriinkung 

unterworfen sind. Nur in der Benennung der neuen Veriinderlichen 

muss, nach der vorigen Nummer, eine feste Regel beobachtet werden. 
8. Sei also: 


(9) px = 2 buts, 243 * Pa 


eine lineare Substitution, durch welche der Ausdruck: 


r Za Du * Pxrs 


” 
in ein Multiplum seiner selbst iibergefiihrt wird. Dann gelten fiir die 
Coéfficienten b zuniichst die folgenden Relationen: 
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(10) D bets.2+ bxzin = 0 = 1, 2, 4, 5, 6), 
x 


(11) > ba4s,2- by,243 = d, 


wo d eine willkiirlich zu bestimmende Constante bezeichnet. 
Zu Folge der Beziehungen (10) verschwinden die folgenden beiden 


Producte : 
Zz TE by, bo 55 >> HE O41 O50 D6 


Po Ke by 4 bos b3¢ > te O44 b55 bee - 


Denn die Entwicklung dieser Producte nach dem Multiplicationstheorem 
der Determinanten liefert eine neue dreigliedrige Determinante, fiir 
deren Elemente (x, 4) das Gesetz gilt: 
(x, 4) + (A, x) =0. 
Wir fiigen nun den Bedingungen (10) und (11) die weitere hinzu, 
dass die beiden vorstehenden Producte darum verschwinden, weil die 
beiden Factoren: 


es 2 by, Ds Dg 5 a Ht by 4 by; bye 


gleich Null sind. Und dem entsprechend sollen die ihnlich gebildeten 
Determinanten verschwinden, welche sich aus den vorstehenden durch 
Vertauschung von jedesmal zwei der ersten oder zweiten Indices 1, 2, 3 
mit den entsprechenden 4, 5, 6 ergeben. Diese Bedingungen be- 
schrinken durchaus nicht die relative Grésse der Coéfficienten 8, 
sondern nur die Willkiirlichkeit in deren Reihenfolge. 

Die Auflésung der Substitutionen (9) wird unter Zuziehung der 
Bedingungsgleichungen (10) die folgende: 


(12) a bers * bxts,2° Da = Ps bx,2 * Px; 


oder, unter Beriicksichtigung der Gleichungen (11): 


(13) d-pi= D> na * Pe: 


und 


Indem wir von (13) zu (9) zuriickgehen, ergeben sich, den For- 
meln (10) entsprechend, die folgenden: 


(14) D> batts beta =O. (w= 1, 2, 4, 5, 6). 
F 
Wenn wir die Substitutionsdeterminante 2 +- 01,1022 --- dee 
mit D, die einem beliebigen Elemente b,, zugehérige Unterdetermi- 
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nanten derselben, wie iiberhaupt im Folgenden die Unterdeterminanten, 
durch die beiden Indices x, 4 (D,.2) bezeichnen und dabei das Vor- 


zeichen richtig bestimmen: ((— 1)*”’), so folgt aus den. Auflésungen 
(12) der Gleichungen (9): 


Dy, 243 - = Dy, i438 ’ Du+s,a —_ bx43,2 -D. 
Diese Formel bleibt fiir jeden Index x und jeden Index 4 giiltig. 
Es findet sich also, bis auf einen Factor: 


(15) D = Il ~ beis,a* by,243, 
(4 fha“s” 

oder, in Folge von (11): 

(16) D= a. 

Der Vergleich zweier Glieder der Entwicklung von D und des in 
(15) eingehenden Productes giebt den Beweis, dass der fragliche Factor 
der Einheit gleich sei. 

Aus den Gleichungen (10) folgt, dass die Verticalreihen der Sub- 
stitutionscoefficienten (9) die Liniencoordinaten der Kanten eines neuen 
Tetraeders mit Bezug auf das friihere darstellen. Denn diese Gleichung 
sagt aus, einmal, wenn wir u = 6 setzen, dass die Coefficienten einer 
Verticalreihe der Substitutionen (9) die Bedeutung von Liniencoordi- 
naten haben, dann den vier anderen Werthen von uw entsprechend, 
dass eine jede der durch die Substitutionscoefficienten bestimmten sechs 
Linien vier der fiinf iibrigen schueidet, dass also die sechs dargestellten 
geraden Linien ein Tetraeder bilden, 

Wir wollen die sechs Kanten dieses Tetraeders, den Coordinaten 
by, entsprechend, mit Pj bezeichnen. Dann sagen die Bedingungen, 
welche wir den Gleichungen (10) und (11) iiber die Reihenfolge der 
Coefficienten b,., hinzugefiigt haben, nichts anderes aus, als dass sich 
die drei Kanten P,’, P,', P, in einem Punkte schneiden und die drei 
Kanten P,’, P,’, P, in einer Ebene liegen. Ausgeschlossen ist durch 
jene Bedingungen (falls die Substitutionsdeterminante 2 -+- b,1 --+ be,« 
nicht verschwindet), dass P,’, P,’, P,' in einer Ebene enthalten sind 
und P,’, P,, P, durch einen Punkt gehen. Eine dieser beiden Miég- 
lichkeiten muss stattfinden. Im Verein mit diesen Bedingungen be- 
sagen die drei Gleichungen (11), dass die Verhiiltnisse der Coordinaten 
dieser sechs geraden Linien unter sich in einer solchen Grosse ge- 
wihlt seien, wie sie sich aus den Coordinaten der vier Eckpunkte 
(Seitenfliichen) des von ihnen gebildeten Tetraeders unter Zugrunde- 
legung der Formeln (1), (3) ergeben. 

Damit ist der vollstindige Nachweis gefiihrt, dass die gewiililte 
Transformation der Verwandlung des gegebenen Coordinatentetraeders 
in ein anderes entspricht. 
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9. Wir denken uns die Substitutionscoefficienten b independent 
durch die Coefficienten 6 einer derselben Coordinatenverwandlung ent- 
sprechenden linearen Transformation von Punktcoordinaten: 


(17) ty = 4 Bx,a Xx 


dargestellt. Dann erhalten wir die folgende Relation: 


(18) d= >'+ Bsi- ++ Baa. 


Von der Richtigkeit derselben iiberzeugen wir uns einmal durch directe 
Ausrechnung, indem wir von einer der Formeln (11) ausgehen, dann 
aber auch durch die Bemerkung, dass die Determinante D, als ge- 
bildet aus den zweiten Unterdeterminanten der viergliedrigen Deter- 
minante © -+- 6;,--- Bs gleich ist der dritten Potenz dieser Deter- 
minante. 

Die Constante d kann jeden positiven oder negativen Werth an- 
nehmen, nur darf sie nicht verschwinden. Deun dann wiirden sich, 
in Folge der Gleichungen (11), die gegeniiberliegenden Kanten des 
neuen Tetraeders schneiden und damit die Coordinatenbestimmung un- 
moéglich werden. Dem entspriiche, dass die vier Eckpunkte oder die 
vier Seitenflichen des Tetraeders zusammenfielen, was seinen Ausdruck 
in dem Verschwinden der Determinante 2 -+- 61,1 - - + Bs4 findet. 

In dem Folgenden nehmen wir die Constante d gleich der posi- 
tiven Kinheit an, so dass also durch die lineare Substitution, in welche 
dann nur noch 15 unabhingige Coefficienten eingehen, der Ausdruck P 
in sich selbst tibergefiihrt wird. 

Der Uebergang von der Substitution (9) zu der Substitution (17) 
gestaltet sich folgenmdermassen. Wir kénnen uns aus drei Horizontal- 
und drei Verticalreihen der Coefficienten 6 in einer solchen Weise 
auswiihlen, dass, wenn wir uns in b die Gréssen B eingefiihrt denken 
und wir mit 4 einen laufenden Index, mit x, w zwei in jedem einzelnen 
Falle bestimmte Indices bezeichnen, weder Glieder von der Form #,,, 
noch von der Form £;,, vorkommen Die Determinante aus den so 
gewahlten Coefficienten b ist dann aus den Unterdeterminanten der 
Determinante d,,, zusammengesetzt und hat folglich den absoluten 
Werth d;,,. Die so bestimmten Determinanten d,,, sind gerade die- 
jenigen Coefficienten, welche in die Auflésungen der Gleichungen (17) 
eingehen. 

10. Die Aufgabe, einen gegebenen Ausdruck in Liniencoordinaten 
durch eine lineare Substitution auf eine bestimmte Gestalt zu trans- 
formiren, kann zu imaginaren Substitutionscoefficienten und damit zu 
Tetraedern mit imaginiiren Kanten fiihren. Wir mdgen ein solches 
Tetraeder einfach ein imagindres Tetraeder nennen. 
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Im Allgemeinen gehért zu einem imaginiren Tetraeder ein con- 
jugirtes. Dann werden beide Tetraeder immer gemeinsam auftreten. 

Insbesondere aber kénnen die imaginiren Kanten desselben ima- 
giniren Tetraeders einander conjugirt sein. Wenn dann simmtliche 
Seitenflaichen (Eckpunkte) imaginir sind, so besitzt das Tetraeder zwei 
reelle, sich nicht schneidende Kanten, wiihrend die vier iibrigen Kanten 
weder einen reellen Punkt noch eine reelle Ebene enthalten und die 
gegeniiberstehenden paarweise conjugirt sind. 

Sind dagegen nur zwei Seitenfliichen (Eckpunkte) imaginir, so 
sind, wie im vorhergehenden Falle, nur zwei gegeniiberstehende Kanten 
reell; aber lings der einen schneiden sich zwei reelle Ebenen des 
Tetraeders, auf der anderen liegen, als Durchschnittspunkte mit diesen 
Seitenflichen, zwei reelle Kckpunkte desselben. Die iibrigen vier 
Kanten des Tetraeders sind paarweise conjugirt. Je zwei conjugirte 
verlaufen innerhalb einer der reellen Seitenfliichen und schneiden sich 
in derselben in dem entsprechenden reellen Eckpunkte. Solche zwei 
imaginire gerade Linien sind von der am Schlusse der fiinften Nummer 
betrachteten Art. 

Wenn also die imaginiiren Kanten eines Tetraeders conjugirtsind, sind 
immer zwei gegeniiberstehende reell, und wir haben es mit einem Tetraeder 
der einen oder anderen Art zu thun, je nachdem von den vier iibrigen 
Kanten sich die conjugirten schneiden oder nicht. — Tetraeder von 
der einen wie von der andern Art kénuen isolirt auftreten, insofern 
sie sich selbst conjugirt sind. 

Auch solche imaginiire Tetraeder, die nicht in sich conjugirt sind, 
kénnen zwei reelle, einander gegentiberstehende Kanten besitzen. Dann 
sind dieselben dem gegebenen und dem conjugirten Tetraeder gemeinsam. 


Ill. 
Ueber Liniencomplexe im Allgemeinen. 


11. Eine homogene Gleichung zwischen Liniencoordinaten be- 
stimmt ein dreifach unendliches System von geraden Linien. Solch’ 
ein Gebilde heisst, nach Pliicker, ein Liniencomplex*). Indem wir 
in die Gleichung eines Complexes des n. Grades fiir die Liniencoordi- 
naten die Ausdriicke (1) oder (3) einsetzen, erhalten wir die folgenden 
beiden, unter sich identischen , geometrischen Definitionen eines solchen 
Complexes **) : 

*) Der allgemeine Begriff des Liniencomplexes gehirt, wie es scheint, durch- 
aus Pluecker an, Nur der lineare Complex wurde schon vorher ausfiihrlich unter- 
sucht, zuerst wohl von Moebius in seiner beriihmten Abhandlung: Ueber eine 
besondere Art dualer Verhiiltnisse im Raume (Crelle’s Journal t. X, 1833). 


[Januar 1884. ] 


**) Pluecker, ,,Neue Geometrie," n, 19. 
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In einem Complexe des n. Grades bilden diejenigen geraden Linien, 
welche durch einen festen Punkt gehen, einen Kegel der n. Ordnung; 

In einem Complexe des n. Grades bilden diejenigen geraden Linien, 
welche in einer festen Ebene liegen, eine Curve der n. Classe. 

Ist also insbesondere der Complex linear, so entspricht jedem 
Punkte eine Ebene die durch ihn hindurch geht, jeder Ebene ein 
Punkt, der in ihr liegt. Kinen derartigen Complex bildet die Gesammt- 
heit aller geraden Linien, welche eine gegebene gerade Linie schnei- 
den (n. 4). 

Als ausgezeichneter Fall der Complexe des n(m — 1). Grades kann 
die Gesammtheit der Tangenten einer Fliche der n. Ordnung oder 
Classe angesehen werden. Wenn sich die Fliche dahin particularisirt, 
dass sie in eine abwickelbare Fliiche mit zugehériger Riickkehrkante 
ausartet, so umfasst der Complex alle diejenigen geraden Linien, 
welche die erste beriihren oder die zweite schneiden. 

12. Die allgemeine Gleichung des n. Grades umfasst (n + 5), 
verschiedene Glieder. Allein der Complex hiingt, sobald » > 1, von 
einer geringeren als der um 1 verminderten Anzahl unabhingiger 
Constanten ab, indem es frei steht, aus seiner Gleichung eine Reihe 
von Gliedern vermége der Relation: 


P > me * Pets = 0 


zu entfernen. Wir kénnen, ohne den gegebenen Complex zu iindern, 
zu seiner Gleichung P, mit einer beliebigen Function des (n — 2). Grades 
multiplicirt, addiren. Eine derartige Function enthilt (m + 3), un- 
bestimmte Constanten. Eine gleiche Anzahl von Constanten diirfen 
wir also auch in der Gleichung des Complexes beliebig annehmen, nur 
miissen dieselben mit solchen Gliedern verbunden sein, welche einen 
der drei Factoren: 
Pi Ps» P2Ps> Ps Po 

besitzen, und, abgesehen von diesen Factoren, alle von einander ver- 
schieden sind. 

Die Erniedrigung in der Anzahl der unabhingigen Constanten 
fillt fort, sobald wir die Gleichung des Complexes nicht in den sechs 
Coordinaten p,, sondern in 6” Coordinaten 


, ” (n) 
Puy Pe» + * *y Dx 


m.fach linear schreiben. Denn der Ausdruck P schreibt sich bilinear: 
, a 
> Px * Px+s 
* 


und ist dann, ausser wenn die beiden geraden Linien (p’) und (p’) 
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sich schneiden, nicht mehr gleich Null, so dass er nicht mehr ohne 
Weiteres der Gleichung des gegebenen Complexes zugefiigt werden kann. 

Nach dem Vorstehenden hiingt ein Complex des zweiten Grades 
nicht von 21 — 1 = 20, sondern nur von 19 unabhingigen Constanten 
ab. Dagegen giebt es eine einfach unendliche Schaar zugehdériger 
Polarsysteme (bilinearer Formen), deren jedes durch 20 Constanten 
bestimmt wird. In einem solchen Polarsysteme entspricht einer he- 
liebig angenommenen geraden Linie ein linearer Complex*). Die- 
jenigen Linien, welche sich selbst entsprechen, sind in allen Polar- 
systemen dieselben: die Linien des zugehérigen Complexes zweiten 
Grades. 

Es ist die Theorie der Complexe durchaus analog der Theorie der 
Curven, welche auf einer Fliche der zweiten Ordnung liegen, oder 
der Theorie der abwickelbaren F lichen, welche eine Fliche der zweiten 
Classe umhiillen. Die einzelne Fliche, welche durch ihren Durch- 
schnitt mit der gegebenen Fliiche der zweiten Ordnung eine Curve 
bestimmt, kommt bei der Discussion dieser Durchschnittscurve gar 
nicht in Betracht, sondern nur die durch sie und die gegebene Fiche 
der zweiten Ordnung bestimmte Schaar. Dagegen ist einem Punkte 
der gegebenen Fliiche zweiten Grades in Bezug auf die fragliche Durch- 
schnittscurve ein anderes auf dieser Fiche liegendes Gebilde zugeordnet, 
je nach der Wahl der zweiten die Curve bestimmenden Fliche. 

Diejenigen geraden Linien, welche zwei Complexen gemeinsam 
sind, bilden eine Congruenz. Die Congruenz heisst vom Grade mn, 
wenn die beiden sie bestimmenden Complexe beziiglich vom Grade m 
und » sind. Alle Linien einer linearen Congruenz schneiden zwei 
feste gerade Linien, die reell oder imaginaér sein kénnen: die Direc- 
tricen der Congruenz. 

Diejenigen geraden Linien, welche drei Complexen, die beziiglich 
vom Grade m,n, p sind, zugleich angehéren, bilden eine Linienjfliche 
(windschiefe Fliche) von der Ordnung und Classe 2mnp. Insbeson- 
dere bestimmen drei lineare Complexe eine Fliiche des zweiten Grades 
durch die Linien der einen Erzeugung derselben**), 


*) Pluecker a. a. O. — Es ist hier nicht der Ort, die im Texte angedeutete 
Reciprocitit zwischen geraden Linien und Complexen des ersten Grades, die, 
bei consequenter Behandlungsweise, dazu fiihrt, den Complexen ersten Grades 
sechs homogene, unabhingige Coordinaten zu ertheilen, weiter zu verfolgen, 
(Pluecker’s ,,Neue Geometrie“, », 19). Die gerade Linie erscheint in dieser 
Auffassungsweise als ein linearer Complex, dessen Coordinaten die Gleichung: 


P=0 


befriedigen (mn. 4). 
**) Vgl. Plueckers Neue Geometrie, a, a. O. 
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IV. 


Transformation der Gleichung des zweiten Grades zwischen Linien- 
coordinaten auf eine canonische Form. 


13. Es sei 


(19) Q=0 
die allgemeine Gleichung der Complexe des zweiten Grades; 
P=0 


bezeichne die Bedingung 


%, 
P Pu Pets = 0. 


Unsere Aufgabe ist, ein Tetraeder zu bestimmen, welches zu dem 
Complex (19) in einer ausgezeichneten Beziehung steht, und die Form 
anzugeben, welche die Gleichung des Complexes annimmt, wenn der- 
selbe auf dieses Tetraeder als Coordinatentetraeder bezogen wird. 

Diese Aufgabe behandelt sich algebraisch als die lineare simultane 
Transformation der Form P in sich selbst und der Form Q auf eine 
canonische Gestalt. Wir definiren dabei die canonische Gestalt der 
Form Q als die einfachste, auf welche sich dieselbe durch eine der- 
artige Transformation umformen liisst. Es wird in der Auswahl] dieser 
canonischen Gestalt immer eine gewisse Willkiir herrschen, und der 
Weg, auf welchem wir in der Folge zu einer solchen gelangen, ist 
kein nothwendiger, sondern ein nach Belieben ausgewihlter. — Die 
algebraische Fassung dieses Problems ist insofern allgemeiner als die 
geometrische, als in derselben P und Q als individuelle Formen auf- 
treten, wihrend bei der geometrischen Untersuchung neben P nur die 
zweigliedrige Gruppe 

Q-+ AP, 

wo A eine willkiirliche Constante bedeutet, in Betracht kommt*). 

Indem wir bei der linearen Transformation der Form P in sich 
selbst noch iiber 15 willkiirliche Constanten verfiigen kénnen, wird 
die canonische Gestalt der Form Q noch 6 Constanten enthalten, Wenn 
wir durch eine derselben durchdividiren und den Ausdruck P, mit 
einer geeigneten Constante multiplicirt, hinzuaddiren, kénnen wir noch 
2 Constanten aus derselben fortschaffen. Die canonische Form der 
Complexgleichung enthiilt somit nur noch 4 wesentliche Constante. 


*) Die algebraische Behandlungsweise kniipft sich an die oben erwihnte 
Erweiterung der geometrischen Deutung von sechs Verinderlichen. Einer Ver- 
wandlung des Coordinatentetraeders entsprechend, transformiren sich die Coordi- 
naten eines Complexes ersten Grades linear in einer solchen Weise, dass der 
Ausdruck P, welcher nicht verschwindet, in sich selbst iibergeht, 
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Es erfordert eine Particularisation des Complexes, wenn in seiner 
Gleichung weniger als 4 Constanten vorkommen sollen, oder wenn es 
méglich sein soll, denselben auf unendlichfach verschiedene Weise auf 
dieselbe Form mit 4 Constanten zu transformiren. 

Wir beginnen, im Anschluss an die neueste Arbeit von Weier- 
strass tiber die quadratischen Formen*), mit einer eigenthiimlichen 
Umgestaltung der beiden Formen P und Q, welche in unserem Falle 
immer anwendbar ist. Dieselbe schliesst als besonderen Fall die Trans- 
formation der beiden Formen P und Q auf solche zwei in sich, die 
nur die Quadrate der Variabeln enthalten, eine Transformation, die 
bekanntlich nicht in allen Fallen méglich ist. 

Durch die in Rede stehende Umgestaltung werden P und Q in 
zwei neue Formen P’ und ® iibergefiihrt. Wir gehen sodann durch 
eine einfache lineare Substitution von P’ zu P zuriick und transfor- 
miren dadurch Q’ in eine neve Form Q”, welche wir als canonische 
bezeichnen. Wir gelangen so, durch Benutzung der in der angefiihrten 
Abhandlung gewonnenen Ergebnisse, auf dem kiirzesten Wege zur 
Aufstellang der jedem Falle entsprechenden canonischen Form und 
damit zur Eintheilung der Complexe des zweiten Grades. 

Wir wiederholen zuniichst die Ergebnisse, zu denen Weierstrass 
in dem oben citirten Aufsatze gelangt, in einer Form, wie sie dem 
hier vorliegenden Falle entspricht. Weierstrass betrachtet die simul- 
tane Transformation zweier beliebig gegegebener quadratischer (oder 
bilinearer) Formen, und muss, dem Falle entsprechend, dass die De- 
terminante einer jeden der beiden Formen verschwindet, besondere 
Vorsichtsmassregeln treffen. In unserm Falle ist die eine Form, P, 
gegeben und hat die nicht verschwindende Determinante (— 1). 

14. Ks moégen 

>, ¥ 


zwei quadratische Formen derselben n. Verinderlichen x,, 2,..., 2n 
bezeichnen. Wir machen die Voraussetzung, dass die Determinante 
von ® nicht verschwindet. Dann ist die Determinante der Form 


sO+Y¥, 


die wir kurz mit S bezeichnen wollen, eine ganze Function des n. 


*) Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen; Monatsberichte 
d. Ber!, Acad. Mai 1868, p. 310—338. Vergl. einen friiheren Aufsatz iiber den- 
selben Gegenstand, Monatsberichte, 1858, p. 207—220. (Das im Folgenden zur 
Verwendung kommende Princip der Klementartheiler ist wohl zuerst von Syl- 
vester erkannt worden, siehe dessen Aufsatz: Enumeration of the Contacts of 
Lines and Surfaces of the Second Ordre im Philosophical Magazine von 18651, 
t. 1, p. 119—140 [Jan. 1884]). 
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Grades von s, und kann immer als Product von n. Factoren, die lineare 
Functionen von s sind, dargestellt werden. . 

Es sei, unter der Voraussetzung, dass der Coefficient der héchsten 
in S enthaltenen Potenz von s der Einheit gleich, oder dass er als 
constanter Factor aus dem Producte jener n. linearen Factoren heraus- 
gezogen sei, (s —c) irgend einer dieser Factoren. Mit 1 bezeichnen 
wir den Exponenten der héchsten in S aufgehenden Potenz desselben. 
Ferner bedeute /' den Exponenten der héchsten Potenz von (s — ¢), 
durch welche alle aus den Elementen von S gebildeten partiellen 
Determinanten (n—~x)'*" Ordnung theilbar sind. Dann gelten, wie 
Weierstrass zeigt, die folgenden Ungleichheiten: 


iss s>-- SFr es UO, 
Je) — J) > Jo — Jot, 
Setzt man daher: 
ex=Il—l',¢ =I’ —l",..., 9 =a I, 


so sind e,é,..., e—") positive Zahlen, welche nach ihrer Grésse ge- 
ordnet sind, so dass: 
ef) > e+), 


Jeder einzelne der so definirten v Factoren von (s — c)': 


F — , — 
(s—cy, (s—c)’,...,(s—e””” 


heisse ein Elementartheiler der Determinante S*). Wir nennen einen 
Elementartheiler, je nach dem Grade e der héchsten in ihm enthaltenen 
Potenz von s, von der e' Ordnung. 

Es gilt zuniichst der allgemeine Satz, dass wie auch die beiden 
Formen ®, ¥ durch lineare Substitution in andere Formen 9’, Y’ 
transformirt werden mégen, die zugehérigen Elementartheiler dieselben 
bleiben. Und umgekehrt, wenn zwei Formenpaare, ®, ¥ und 9, ¥’, 
dieselben Elementartheiler besitzen, so lassen sie sich durch eine lineare 
Substitution mit nicht verschwindender Determinante in einander tiber- 
fiihren **), 

Wir bezeichnen nun durch S® diejenige Unterdeterminante der 
Determinante S, welche aus derselben durch Weglassung der x ersten 
Horizontal- und Verticalreihen entsteht. Ferner bedeute 


(—1)+## 8%, 
ap 


*) Die Elementartheiler, zu welchen die beiden Formen ©, 1 + ¥ fiihren, 
sind von den Elementartheilern, die zu den Formen ®, Y zugehéren, nur dadurch 
verschieden, dass s in denselben durch s + 4 ersetzt ist. 

**) Wir bemerken, dass dieser Satz nur dann allgemein gilt, wenn man 
auch solche lineare Substitutionen zulisst, deren Substitutionscoefficienten imagi- 
nace, nicht einander conjugirte Werthe besitzen. 
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unter der Voraussetzung, dass a, Bh beide grésser als x sind, die 
Determinante (» —~x—1)'*" Ordnung, deren Elementensystem aus dem 
von S) durch Weglassung der (« — x)'*" Horizontal- und der (6 — x)!" 
Verticalreihe hervorgeht, — werde aber gleich Null gesetzt, wenn 
eine der beiden Zahlen a, 6B < x ist. 
Die Functionen: 
Pe 


sind beziiglich durch 


(s—c)', (s—c), (s—e),... 
theilbar. Wir nehmen an, dass in keiner dieser Functionen eine hdhere 
Potenz von (s—c) als die angegebene als Factor enthalten sei. Sollte 
dieses doch der Fall sein, so sei in der Reihe der Functionen: 
8 Wass 
S® die erste, welche eine héhere Potenz von (s—c) als die J" ent- 
halt. Dann kénnen wir vorab eine lineare Transformation von der 
Gestalt: 
Ly = Ly, ob Neyer Prt -- ose +> hr Xn» 


Le = Xe, Wenn a 2 v, 


eintreten lassen und iiber die Constanten h,4:,..., h,» derart verfiigen, 
dass das neue S”’ nur noch die 1 Potenz von (s — ¢) enthilt. In- 
dem die vorstehende Substitution die Determinante (+ 1) hat, sind 
durch dieselben die Functionen: 
6, 8.15" 
ungeindert geblieben. Wir kénnen also, in der angegebenen Weise 
fortfahrend, es immer dahin bringen, dass von den Determinanten 
S® keine eine héhere Potenz von (s — ce) enthilt, als die 1". 
Diese Hiilfstransformation vorausgesetzt, sei: 


d® d® , &a® 
nll yo Ss ve 
x Diy dx, “12 da, + + Sin dz,’ 
, , a® 1 ad® 
fe = See : e+e De 
(20) x ~~" OX, + + S2n dz,’ 


Ferner bezeichne e, in der Reihe der zu dem Theiler (s—ce) ge- 
hérigen Zahlen e die x'*. Wir mégen zugleich c, statt ¢ schreiben, 
so dass dieselbe Wurzel c der Gleichung S—O, den verschiedenen 
ihr zugehérigen Elementartheilern entsprechend, verschiedene Indices 
bekommt. Man entwickle sodann die Functionen: 


xe-) 
V Si) . gf) 
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nach aufsteigenden Potenzen von (s—c,). Die Entwicklung beginnt: 


mit der Potenz — : von (s—c,) und hat die Gestalt: 
“aie 
> ¢ a . (s - C2) . 
p=0,1,...,00. 
Dabei ist: 
‘ r 1 y d® 1 d® 
=) Xay rt VC, ( “~ dz, + ie. + Cray dn)? 


wo C, und simmtliche Coefficienten der Gréssen = 


von ¢, und den Coefficienten der Formen ®, ¥ sind. 
Der Coefficient C,, auf dessen Vorzeichen in dem Falle Gewicht 
zu legen ist, dass ¢, eine reelle Grésse ist, schreibt sich entwickelt: 


iia 
ganze Functionen 


21) 1, 
, 3" +4 
(8 — C2) 


‘29 = 
(22) C; = | gi#—1) : si”) | ? 


Ss = (C, 


: mos ) 
wo iy” die friiher /” gegebene Bedeutung hat, und der Index 4 nur 
auf die Zusammengehérigkeit mit e,, c, hinweist. 
Man bezeichne nun, wenn e¢ eine beliebige ganze Zahl bedeutet: 


> Xm: Xi mit (XX), 
(u+v=e—l). 


Dann erhdlt man die folgenden Umformungen: 
7 > 
= >'(X:%X),, 


|v =>) (X, Xa), + (Xa Xi) 





(23) 


e—l? 


wo die Summation sich tiber die den verschiedenen Elementartheilern 
entsprechenden 4 zu erstrecken hat und (X, Xa)e,—1 gleich Null zu 


setzen ist, wenn ¢, den Werth 1 hat, 
Dies sind die fraglichen Umgestaltungen der Kormen ©, ¥. Es 
lasst sich nachweisen, dass die neuen . Variabeln: 


X10; Xi; e 2 eg Xiye,—1 5 


Xio; Xi; sey Xi,0~1 ’ 


durch welche © und ¥ vorstehend ausgedriickt sind, aus den Variabeln 
X (20) und damit aus den urspriinglichen Variabeln « durch eine 
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Substitution hergeleitet worden sind, deren Determinante nicht ver- 
schwindet. 

Einem gegebenen Systeme von Elementartheilern entsprechend, 
kénnen wir, nach den Formeln (23), ohne Weiteres ein System zweier 
Formen hinschreiben. Sind insbesondere alle Elementartheiler von der 
ersten Ordnung, so stellen sich ® und Y dar durch die Quadrate der 
neven Variabeln. 

15. Ehe wir zur Anwendung der vorstehenden Umgestaltung auf 
die beiden uns gegebenen Formen P, Q iibergehen, mégen wir unter- 
suchen, in wie weit sich die unter (21) eingefiihrten Variabeln X;,, 
durch andre, gleichberechtigte, ersetzen lassen, in denen sich ® und 
Y ebenfalls unter der Form (23) darstellen. 

Von den Elementartheilern der Determinante S seien uw, mal v 
einander gleich. Dann ist es méglich, eine lineare Substitution an- 


zugeben, welche 
yu v(v — 1) 
~~ 
J 


willkiirliche Constante enthilt und die Eigenschaft besitzt, ® und ¥ 
in der unter (23) gegebenen Gestalt in sich selbst zu transformiren 

Es seien v unter sich gleiche Elementartheiler der e'" Ordnung 
gegeben, und es sei zunichst e > 1. Wir bezeichnen die Theiler der 
Reihe nach mit den Indices 1, 2,..., , allgemein durch den Index 
«. Kinem jeden dieser Elementartheiler entspricht, in der unter (23) 
gegebenen Darstellung der Formen ® und ¥, in ® eine Function der 
e Variabeln: 


Xoo; Xa, eee Xae,—1) 
die wir mit (Xq Xa)e, bezeichnet haben, und in ¥ dieselbe Function 
derselben e Variabeln, multiplicirt mit einer von dem Index @ unab- 
hangigen Constanten, vermehrt um eine Function, ((X_ X«)-,—1), allein 
der (e—1) Variabeln: 

Xo,0) : a **e *) Xese~2° 


Die Variabeln Xq,-,—1 kommen nur in der ersten Function und in 
C 


derselben, gemiiss der Bedeutung des Symbols (X,, Xe,» nur in der 
Verbindung: 
2 Xoo Xe,eq—1: 


in ® und ¥ also nur in dem folgenden Ausdruck vor: 


2 X10 ‘: Xi,e—1 + 2 X20 P Xoe—1 + a ee + 2 X40 ‘ X vet . 
Die Form von ® und ¥ bleibt also ungeindert, wenn wir die 
Variabeln X,,,.-1 durch eine folgende lineare Substitution: 
Xoeq—t = Xata—13 
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vermehrt um eine lineare Function von 
Sets +0 «¢ ade 


transformiren und dabei bedingen, dass durch diese Substitution der 
Ausdruck 


X10 * Xije—1 + X20 ° Xee—1 +> + + Xr0+ Xe, -1 
in sich selbst tibergehe. Bei einer derartigen Substitution haben wir 


- aa) ™ v(iy-+1 . . 
tiber v? Constante zu verfiigen und a 8 ) Bedingungen zu_befrie- 
digen. Es bleiben also noch 


Py v(y-+1) = »(w — 1) 
a. ee 
Constanten willkiirlich. 
Die gleiche Zahl ergiebt sich, wenn wir e = 1 annehmen. Denn 


dann ist die Function: 


72 72 72 
Xio + X32, + -* + X30 
in sich selbst zu transformiren. 
Auf diese Weise kénnen wir mit jedem in der Reihe der Elemen- 


tartheiler der Determinante S enthaltenen System gleicher Theiler ver- 
fahren und erhalten so die oben angegebene Zahl : 


‘ vi» —1 
Dy, 8. 

Es bezeichnet diese Zahl den Werth, den das den Formen (23) 
zu Grunde gelegte System von Variabeln fiir diese Formen besitzt. 

16. Eine weitere Untersuchung kniipft sich an das Vorzeichen 
der durch die Gleichung (22) bestimmten Constante C,. 

Man theilt bekanntlich die quadratischen Formen von » Variabeln 
mit nicht verschwindender Determinante in Classen ein, je nach dem 
Ueberschuss, den die Anzahl der positiven Quadrate tiber die Anzahl 
der negativen Quadrate ergiebt, wenn man die gegebene Form durch 
irgend eine reelle lineare Substitution mit nicht verschwindender Deter- 
minante auf eine Form transformirt, die nur die Quadrate der Variabelu 
enthilt. Es bezeichne m den Ueberschuss, welcher zu der gegebenen 
Function ® gehért. Dann gilt der folgende Satz, unabhingig von 
der Wahl der Form ¥: 

Wenn man die Constanten C,, welche zu reellen Elementartheilern 
einer ungeraden Ordnung gehéren, nach ihrem Vorzeichen in zwei 
Gruppen theilt, so enthdlt die Gruppe der positiven C, m Glieder mehr 
als die der negativen. 

Und daraus folgt der Satz, dass die Determinante S, unabhingig 
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von der Wahl der Form Y, mindestens m reelle Elementartheiler un- 
gerader Ordnung besitzen muss-*) 

Wenn (s—c)% einen reellen Elementartheiler und « die positive 
oder negative Einheit bezeichnet, je nachdem C, positiv oder negativ 
ist, wollen wir (mit Weierstrass) 


Xi = + V 82 - X:, 


(X, Xi) == &3 (Xa Xa Jeg 


setzen. Dann sind die X,, lineare Functionen der urspriinglichen Ver- 


und also: 


iinderlichen x mit reellen Coefficienten. Ist dagegen (S — c,)% ein 
imaginirer Elementartheiler, so findet sich ein zweiter, ihm conjugirter, 
(s—cex)'%, wo e, = ez. Indem wir dann den Wurzelgréssen /C,, VC, 
conjugirte Werthe ertheilen und 


Xin om Xap a tXan, 

Xiu = Xxp — tXin 
setzen, werden X,,, Xi, lineare Functionen der Variabeln z ebenfalls 
mit reellen Coefficienten; und man hat: 


(Xa Xa)eq + (Xx Kreg 1 = 2(Ka Xadeq — 2(RLRey- 


Nach diesen Substitutionen ist ® dargestellt durch m reelle Variable. 
Wir haben ® jetzt durch irgend eine reelle Substitution auf die Quadrate 
m neuer Verinderlicher zu transformiren. Dann muss der Ueberschuss 
der positiven iiber die Anzahl der negativen Quadrate m betragen. 

Je zwei conjugirt imaginire Elementartheiler liefern offenbar 
keinen Beitrag zu diesem Ueberschusse m. Denn (X, Xz), liefert 
ebenso viele Quadrate des einen Zeichens, wie (Xj X2).,- 

Der einem ungeraden reellen Elementartheiler entsprechende Aus- 
druck liefert den Ueberschuss eines Quadrates mit dem Zeichen «&. 
Denn der entsprechende Ausdruck (X, %,)., enthalt ein Quadrat und 
Se ; Producte von jedesmal zwei Variabeln. Solch’ ein Product ver- 
tritt ein positives und ein negatives Quadrat. 

Ist dagegen der reelle Elementartheiler von einer geraden Ord- 
nung, so umfasst der Ausdruck (X.%X,),. nur Producte der Variabeln 


*) Ich michte auf diesen allgemeinen Satz, der bisher wenig beachtet zu 
sein scheint, besonders aufmerksam machen. In die gewéhnliche Ausdrucksweise 
iibersetzt, besagt er, dass von den Wurzeln der Gleichung | sa;,— b,,| =0 min- 


destens m reell sind, weun Da;,x,x, oder b;,x,;x,, in eine Summe reeller 


Quadrate verwafdelt, von Quadraten des einen Vorzeichens m mehr aufweist als 

von denen des anderen. Stimmt diese Zahl m mit der Zahl der Variabelen x 

iiberein , so kommt der Satz natiirlich auf ein wohlbekanntes Theorem zuriick. 
[Jan, 1884]. 
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zu zwei und liefert somit eine gleiche Anzahl positiver und negativer 
Quadrate. 

Damit sind die vorstehenden beiden Siitze bewiesen. Umgekehrt 
ist aus den Formeln (21) klar, dass man, bei gegebenem ®, einem be- 
liebigen Systeme von Elementartheilern entsprechend, eine Form Y 
mit reellen Coefficienten bestimmen kann, sobald unter den Quadraten, 
welche in der Darstellung (21) von ® den ungeraden reellen Theilern 
entsprechen, m positive mehr als negative angenommen werden. Denn 
man denke sich ® durch irgend eine reelle lineare Substitution auf 
eine Form transformirt, welche nur die Quadrate der Variabeln ent- 
halt. Es lassen sich dann, unter der gemachten Voraussetzung, immer 
lineare Substitutionen angeben, welche ® von dieser Form zu der 
unten (23) gegebenen iiberfiihren, wobei die neuen Variabeln entweder 
sich reell durch die friheren ausdriicken oder paarweise imaginir con- 
jugirt sind, je nach der Art des Elementartheilers, welchem sie ent- 
sprechen. Es geniigt dann in (23) ¥ mit solchen Coefficienten zu ver- 
sehen, wie sie den verschiedenen Klementartheilern zugehéren. Dann 
fiihrt die Riicksubstitution zu einer Form Y in den urspriinglichen 
Variabeln mit reellen Coefficienten. Es giebt das das Mittel, bei ge- 
gebenem ® ohne Weiteres alle Fille hinzuschreiben, welche bei der 
Transformation der Formen ®, ¥ auf die Gestalt (23) auftreten kénnen. 

17. Wir kehren zu den uns gegebenen Formen P und Q zuriick. 
Indem wir P als Form mit nicht verschwindender Determinante an 
die Stelle von ®, Q an die von ¥ treten lassen, erhalten wir aus (23) 
die folgende Darstellung der Formen P und Q: 


ie 2% %)as 


\2 = >a (X, Xi)e, + (X, Xi)e—1: 


A 


(24) 


Die neuen Variabeln bestimmen sich, wie in dem allgemeinen 
Falle, durch die Formeln (20), (21), (22). Es ist in denselben die 
Zahl n der Variabeln iiberall durch 6 zu ersetzen. Wir bemerken nur, 
dass diese Formeln sich bei der gegebenen Form von P dadurch ver- 


einfachen, dass an die Stellen der Gréssen << die Variabeln x selbst, 
nur in veranderter Reihenfolge, treten. 

Auch die Erérterungen der 15, Nummer iiber die Multiplicitaét der 
Transformation auf die Form (23) behalten ihre Giiltigkeit. Wir mégen 
desswegen die Bezeichnung w, der Anzahl] der Systeme von v Elemen- 
tartheilern, die unter sich gleich sind, beibehalten. 

Die in der 16. Nummer gegebenen Sitze tiber die Anzahl der in 


der Darstellung (23) der Form ® enthaltenen positiven und negativen 
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reellen Quadrate modificiren sich, der besonderen Gestalt von P ent- 
sprechend, folgendermassen. 

Wenn wir die Form P durch irgend eine reelle Substitution mit 
nicht verschwindender Determinante auf eine Form transformiren, die 
nur die Quadrate der Variabeln enthilt, so finden sich unter diesen 
Quadraten gleich viele positive und negative. Die Zahl m also, welche 
in dem allgemeinen Falle den Ueberschuss der positiven iiber die nega- 
tiven Quadrate angab, wird in dem Falle der Form P gleich Null. 

Es werden sich also in der Darstellung (24) der Form P immer 
eine gleiche Anzahl positiver und negativer reeller Quadrate vorfinden. 
Wir mégen diese Anzahl mit o bezeichnen. .Dann ist 26 die Zahl 
der reellen Elementartheiler einer ungeraden Ordnung. — In dem all- 
gemeinen Falle der Form ® sind wenigstens m solcher Elementar- 
theiler vorhanden, wihrend die Zahl der reellen Elementartheiler einer 
geraden Ordunung willkiirlich ist. Umgekehrt lisst sich die Form ¥ 
so wihlen, dass iiberhaupt nur m reelle Elementartheiler und zwar 
ungerader Ordnung vorhanden sind. Weil m fiir die Form P den 
Werth Null hat, kénnen also, je nach der Wahl der Form Q, beliebig 
viele Elementartheiler der Determinante der Form sp + Q imaginir 
werden. — Die Anzahl] der Elementartheiler einer ungeraden Ordnung 
mégen wir in der Folge mit 2@ bezeichnen. 

Das Vorstehende liefert das vollstindige Material zu einer Ein- 
theilung der Complexe des zweiten Grades. Nach der Orduung der Q 
zugehdérigen Elementartheiler bestimmt sich die Gestalt der Formen 
(24). Indem wir die Zahlen zusammenstellen, welche die Ordnungen 
der einzelnen Elementartheiler angeben, erhalten wir in dem folgenden 


Schema eine EKintheilung simmtlicher Complexe zweiten Grades in elf 


unterschiedene Arten: 


Ordnung der Elementartheiler. 


eh Me Sy oe Oe ee 
Bis, 2; 2%, 4,8, 
my?; 1,2, 8, 
Tt. to35-h 
Ti4. 8,4, 
VI|1, 2, 3, 
Vii‘) 2, 2, 9, 
Vill | 1, 5, 


1X 


wo > 


Sb 
a ow dO 
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Es bezeichnet die Zahl 11 die Anzah] der Méglichkeiten der Zerlegung 
der Zahl der Veriinderlichen, 6, in Summanden. 

Weitere Eintheilungsgriinde giebt die Zahl der gleichen und die 
Zah] der imaginiren Elementartheiler; dann das Vorzeichen der, reellen 
Elementartheilern in der Darstellung (24) von P entsprechenden Glieder. — 
Wir unterlassen es, die verschiedenen Fille, welche sonach stattfinden 
kénnen, einzeln aufzuzihlen, oder nachzuweisen, wie sich dieselben 
continuirlich als Uebergangsfille zwischen extremen Gliedern an ein- 
ander reihen lassen. 

18, Wir wollen die unter (24) gegebene Gestalt der Form P noch 
folgendermassen transformiren. Alle diejenigen Glieder, welche imagi- 
niren Elementartheilern entsprechen, lassen wir unverandert. Dagegen 
fiihren wir statt der Variabeln Xj, - +--+ X2,-,-1, welche einem reellen 
Elementartheiler zugehéren, je nach dem Vorzeichen der Constante 
C, (22), neue Variabeln ein. In dem Falle, dass C, positiv ist, be- 
halten wir die urspriinglichen Verinderlichen bei. In dem entgegen- 
gesetzten Falle setzen wir: 


Xig = + i%g, 
und bestimmen dabei das Vorzeichen der Quadratwurzel in einer solchen 
Weise, dass ein jedes der doppelten Producte 2X), + Xi,,.—s-1 als 
2X2,¢ + X2,e,-s-1 mit dem positiven Vorzeichen in die neue Darstellung 
der Form P eingeht. 

Dann ist die Form P dargestellt durch die Quadrate von 2@ 
Variabeln, unter denen sich 26 reelle finden, und (3 — g) doppelte 
Producte von jedesmal 2 der iibrigen 6 — 20 Veriinderlichen. Dabei 
haben diejenigen doppelten Producte, in welche reelle Variabeln ein- 
gehen, das positive Vorzeichen. Von dieser Darstellung der Form P 
miissen wir durch eine neue lineare Substitution zu der urspriinglich 


gegebenen Gestalt: 
>, Px" Pets; 


in welcher nur doppelte Producte von jedesmal zwei der sechs Ver- 
iinderlichen vorkommen, die alle das positive Vorzeichen haben, zuriick- 
gehen. 

Zu diesem Zwecke werden wir diejenigen 6 — 29 Variabeln, die 
in der gegebenen Darstellung der Form bereits zu doppelten Producten 
von je zwei verbunden sind, ohne Weiteres beibehalten. Dagegen 
werden wir die 29 Quadrate in @ Gruppen von jedesmal 2 eintheilen 
und jede einzelne Gruppe in das doppelte Product zweier neuer Varia- 
beln auflésen. Wir zerlegen so 


Yi + Ye; 


Mathematische Annalen. XXIII. 
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wo Yi, Ys zwei derartige Quadrate bedeuten, in das Product der 
beiden linearen Factoren: 

p Feti¥y On Kanth 

V2 eet V2 : 

wo A eine noch willkiirliche Constante bedeutet. Sind Y,, Ys nicht 
einander conjugirt imaginir, so ist es vortheilhaft, 4 einfach der posi- 
tiven Einheit gleich zu setzen. Im entgegengesetzten Falle wihlen 
wir 4 gleich 1 — 7 und erhalten dadurch neue Verinderliche, die sich 
aus den reellen und imaginiiren Bestandtheilen der Y,, Ys bez. als 
Summe und Differenz zusammensetzen. 

Die Art und Weise der Kintheilung der 20 Quadrate in @ Gruppen 
von 2 ist eine willkiirliche. So lange die Klementartheiler, welche 
den einzelnen Quadraten entsprechen, siimmtlich verschieden sind, hat 
jédes System neuer Variabeln, welches durch eine beliebige Gruppirung 
der 29 Quadrate gewonnen wird, eine gleiche Berechtigung. Wir 
haben dann die Wahl zwischen 

(2¢@ — 1) (@e—3)--- 
verschiedenen Systemen. Denn dieses ist die Anzahl der Méglich- 
keiten einer verschiedenen Gruppirung von 29 Klementen zu 2.- Diese 
Zahl nimmt fiir die in der vorigen Nummer aufgeziihlten 11 Fille 
beziiglich die folgenden Werthe an: 
Sis. Bw ait che Re De ba 4,454. 


Anders ist es, wenn sich unter den Klementartheilern, welche 
den 20 Quadraten’ zugehéren, gleiche befinden. Wir werden sodann 
immer solehe Quadrate zuniichst zu zwei gruppiren, welche gleichen 
Elementartheilern entsprechen. Und mit dem Reste der Quadrate, 
welcher bei dieser Operation zuriickbleibt, werden wir in derselben 
Weise vorgehen, wie eben mit den iiberhaupt vorhandenen 2 9 Quadraten. 

In der 15. Nummer haben wir mit uw, diejenige Zahl bezeichnet, 
welche angiebt, wie oft sich unter den Elementartheilern v gleiche 
befinden. Dem entsprechend bezeichnen wir mit u2,, beziiglich a 2,4; 
diejenigen Zahlen, welche ausdriicken, wie oft sich 2¥v, beziiglich 
2v + 1 gleiche unter den Elementartheilern einer ungeraden Ordnung 
befinden. Endlich fiihren wir die Bezeichnung uy, tiir die Summe 
Woy + Moy ein. 

Kine jede Abtheilung von 2v zusammengehérigen (gleichen Ele- 
mentartheilern entsprechenden) Quadraten liefert 


(2yv — 1) (2v — 3)--- 
verschiedene Systeme neuer Variabeln. 
Aus jeder Abtheilung von 2v + 1 zusammengehérigen Quadraten 
miissen wir zuniichst beliebig ein Quadrat aussondern, was auf 
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(2v + 1) fache Weise geschehen kann, und haben dann die tibrigen 
2v zu 2 zu combiniren. Wir erhalten also die Zahl: 
2v + 1) (2v — 1) (2v — 3)--- - 
So bleiben schliesslich noch 25,4; Einzelquadrate iibrig. Die- 


selben lassen 
(> Marui — 1) i> Merp1 — 3)--- 


verschiedene Gruppirungen zu. 


Als Totalanzahl der Systeme gleichberechtigter Variabeln erhalten 
wir somit das Product: 


Rm (>) vivss — 1) (J) wivts — 8): > 


[J] ev + - (@o— 9 @v —8) -- I. 


In diesem allgemeinen Ausdrucke ist der oben abgeleitete : 
(29 — 1) (29 —3)-:: 
als besonderer Fall enthalten. 

Den so bestimmten sechs neuen Veriinderlichen geben wir, indem 
P durch ihre Einfiihrung seine friihere Gestalt wieder angenommen 
hat, die Bedeutung von Liniencoordinaten. Durch Substitution der- 
selben in die Form Q (24) geht dieselbe in eine neue Form iiber, 
welche wir als canonische bezeichnen. Dieselbe erhilt, je nach Zahl 
und Ordnung der Elementartheiler, eine verschiedene Gestalt. Wir 
unterlassen es, dieselbe den vorstehend unterschiedenen elf Arten von 
Complexen entsprechend hinzuschreiben. Wenn unter den Elementar- 
theilern ungerader Ordnung gleiche auftreten, erhilt eine Anzahl der 
in die zugehérige canonische Form eingehenden Constanten den 
Werth Null. 

19. Die Transformation der Form Q auf die canonische Gestalt 
ist eine mehrdeutige. Die in der vorigen Nummer gegebene Zahl h 
bestimmt den Grad dieser Mehrdeutigkeit. Wir untersuchen jetzt, in- 
wieweit sich unter diesen verschiedenen Transformationen solche finden, 
die zu reellen neuen Variabeln fiihren. 

Dazu ist zunichst die Bedingung zu erfiillen, dass sich unter den 
mehrfachen Wurzeln der Gleichung in s, welche ausdriickt, dass die 
Determinante S der Form sP + Q verschwindet (m. 13), keine ima- 
giniren finden. Denn solchen Wurzeln entspricht entweder eine Reihe 
gleicher Elementartheiler, oder, wenn dieses nicht der Fall ist, zum 
Mindesten ein Elementartheiler von einer héheren als der ersten Ord- 
nung. In beiden Fiillen erhalten wir unter den canonischen Variabeln 
imaginiire, Weiter verlangt die Annahme, dass ein System reeller 
canonischer Variabeln méglich sei, die Bedingung, dass unter den 2», 

38* 
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beziiglich 2v + 1 Quadraten, die zu gleichen Elementartheilern ge- 
héren, v positive und v negative vorkommen. Wenn diese Bedingung 
durchgingig fiir Werthe von v, die grésser als 0 sind, erfiillt ist und 
wir nur Quadrate von entgegengesetztem Zeichen zu zwei combiniren, 
finden sich, nach den Erérterungen der 17. Nummer, unter den 
schliesslich iibrigbleibenden Einzelquadraten gleich viele positive und 
negative. — Wir erhalten unter den vorstehenden Voraussetzungen 
die folgende Anzahl reeller Transformationen. Eine jede Gruppe von 
2v, beziiglich 2v-+-1 zusammengehérigen Quadraten gibt v!, be- 
ziiglich (vy + 1)! verschiedene Systeme neuer reeller Variabeln. Denn 
aus der Anzahl der 2v + 1 Quadrate muss ein Quadrat ausgesondert 
werden, welches ein derartiges Vorzeichen hat, wie ausser ihm noch 
vy andere. Es ist das auf (y+ 1) fache Weise moéglich, Und dann 
sind v positive Elemente mit v negativen so zu 2 zu combiniren, dass 
jede Gruppe ein positives und ein negatives Element enthilt. Solcher 
Combinationen giebt es v!. Schliesslich sind noch 23,4; Einzel- 
quadrate zu gruppiren. Wir haben oben angenommen, dass die An- 
zahl aller reeller Quadrate in der Darstellung von ® 26 betrage. Nun 
haben wir schon iiber 22 y-uy reelle Quadrate verfigt. Es bleiben 
also unter den Einzelquadraten noch 


2(6— S'v- ur) 


reelle iibrig. Indem wir sodann die conjugirt imaginiren unter den 
Einzelquadraten zusammen nehmen, und unter den reellen Quadraten 
jedesmal ein positives mit einem negativen verbinden, erhalten wir 
(o — Yv-u,)! Systeme reeller Variabeln. Eine reelle Transformation 
der gegebenen Form Q auf die canonische Form ist demnach auf 
FR’ fache Weise méglich, wo R’ das folgende Product bezeichnet: 


R=(o— S'o-ws)!. TT w+ 1), (ty, 


Sind insbesondere alle Elementartheiler verschieden, so ist diese 
Zah! gleich o!. Beispielsweise kénnen in dem oben mit J bezeich- 
neten Falle 

0, 2, 4,6 
der Elementartheiler imaginiir werden, und danach sind von den 15 
verschiedenen Systemen linearer Substitutionen, welche Q unter der 
Voraussetzung verschiedener Theiler in diesem Falle auf die canonische 
Form transformiren, beziiglich 


6, 2, 1, 1, 


reell. 
Auch in solchen Fallen, in denen alle Systeme canonischer Varia- 
beln imaginar ausfallen, ist es selbstverstiindlich méglich, Q durch 
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eine reelle Substitution auf eine einfache Form zu transformiren, etwa 
indem wir die reellen und imaginiren Theile der in Rede stehenden 
imaginiren Variabeln als neue Veranderliche betrachten; aber wir 
diirfen .eine solche Form nicht als canonische bezeichnen, weil sie 
nach einem anderen Modus, als demjenigen, der in allen tbrigen 
Fallen angewandt ist, aus der Darstellung (24) der Form Q sich 
ableitet. 

25. Wenn wir zusammenfassen, sind wir zu dem folgenden Re- 
sultate gelangt: 

Es sei ein Complex des zweiten Grades gegeben: 

Q=—=0, 
und es bezeichne: 

P=0 
die Bedingungsgleichung zweiten Grades, welcher die Liniencoordinaten 
geniigen mussen. 

Es sei ferner (s — c,)* ein beliebiger Elementartheiler der Deter- 
minante der Form sP +2, und es bedeute w, die Zahl, welche an- 
giebt, wie oft sich unter den LElementartheilern v gleiche befinden. 
sy Und Me,11 mdgen diejenigen Zahlen bezeichnen, welche ausdriicken, 
wie oft unter den Elementartheilern ungerader Ordnung beziiglich 2v 
und 2v-+ 1 gleiche vorkommen, wy bedeute die Summe usr + Mer41- 
Endlich sei 26 die Anzahl der reellen unter den Elementartheilern einer 
ungeraden Ordnung. 

Dann lassen sich P und Q durch eine Substitution mit nicht ver- 
schwindender Determinante, welche noch 


v(v — 1) 
> tr i.2 


willkiirliche Constanten enthilt, simultan auf die folgende Gestalt trans- 
formiren: 


P= Xin . Xa», 


(u+-¥=¢, —1) 


a= JY a >) Xin: Xv + 2 Bn Kirt, 
(u+v=e,—1) (4+ v= e2 — 2) 


wo Xi9-+- Xi,¢,-1 die neuen Variabeln bedeuten, und die Summe 
Xip . Xiy 
(u+v=e,—2) 


gleich Null zu selzen ist, wenn e, den Werth der Einheit hat. 
Von dieser Darstellung der Form Q kinnen wir durch 
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R= > Har41 — 1) (> Uarz1 — 3) + 


-[] ee + vf? - (@v — 1) @v —8)-. 


verschiedene Systeme linearer Substitutionen mit nicht verschwindender 
Determinante zu der canonischen Gestalt derselben iibergehen. Im 
giinstigen Falle lisst sich das System der neuen Variabeln auf 


R = E —_ Py V: wr! ; I] (v + aan * (vty 


fach verschiedene Weise so auswihlen, dass die Transformation eine 
reelle wird. Dazu ist erforderlich, einmal, dass sich unter den Wurzeln 
der gleich Null gesetzten Determinante von sP + Q keine mehrfachen 
imagindren finden; dann, dass die Anzahl reeller positiver Quadrate, 
welche zu gleichen Elementartheilern in der vorhin gegebenen Form von 
P gehiren, von der Anzahl der reellen negativen hichstens wm 1 ver- 
schieden sei. 


V 
Geometrische Deutung der Transformation auf die canonische Form, 
insbesondere in dem Falle, dass alle Elementartheiler linear und ver- 
schieden sind. 

21. Die Coefficienten der Substitution, durch welche Q auf die 
canonische Gestalt transformirt wird, geben, nach der 8. Nummer, 
unmittelbar die Kanten des ausgezeichneten Coordinatentetraeders, mit 
Bezug auf welches sich die Gleichung des Complexes unter canonischer 
Form schreibt. Den verschiedenen Substitutionen entsprechend, er- 


halten wir eine 
v(y —1) ‘ac} 
> tr - - fach 
v 


unendliche Schaar von jedesmal Ft Coordinatentetraedern, unter 
welchen F reelle vorkommen. Diese Tetraeder stehen simmtlich in 
derselben ausgezeichneten Beziehung zum Complex. 

Wir verstehen dabei unter einer einfach, zweifach, ---m fach 
unendlichen Schaar von Coordinatentetraedern die Gesammtheit aller 
derjenigen, welche Kanten besitzen, deren Coordinaten sich aus den 
Coordinaten der Kanten eines derselben unter Zuhiilfenahme von 
1,2,--.-, m willkiirlichen Constanten ableiten lassen. Wenn wir also, 
unter P,, Pxi3 zwei gegeniiberstehende Kanten des Coordinaten- 
tetraeders verstanden, die Transformation: 
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Pe =Apy, Pers = Apers 
anwenden, durch welche die Kanten selbst und damit das Tetraeder 
nicht verindert werden und nur der dem Coordinatensystem zu Grunde 
gelegte Massstab ein anderer wird, so miissen wir consequenterweise, 
den verschiedenen Werthen der willkiirlichen Constante 4 entsprechend, 
von einer einfach unendlichen Schaar von Tetraedern sprechen. 

22. Wir beschriinken uns in dem Folgenden auf die geometrische 
Discussion des gewonnenen Resultates allein in dem Falle, dass alle 
Klementartheiler linear und verschieden sind. In diesem Falle sind 
P und Q unter (24) durch die folgenden Formen dargestellt: 


P= >» Xi, 


2= »' aX, 
hal 


A 


( 25 ) 


wo die Summation von 1 bis 6 zu gehen hat, und c, +++ ¢, von ein- 
ander verschiedene Groéssen bedeuten, Auf 15 verschiedene Arten 
kénnen wir 2, von dieser Darstellung ausgehend, auf die canonische 
Form transformiren. Jenachdem 
0, 2, 4, 6 
der Elementartheiler imaginiir sind, sind von den 15 ausgezeichneten 
Tetraedern beziiglich 
6, 2,4, % 
reell. Mit Bezug auf ein beliebiges dieser letzten Tetracder schreibt sich 
die Form Q unter der folgenden Gestalt: 
(26) Q = Ais(p,? + py) + 2Bia p, vy 
+- Az5(p,? -+- p,*) + 2 Bes py ps 
+ As¢(p;” = 4 Py) + 2 Bs, P3 Po» 
wo p,--- ps, die neuen reellen Variabeln und A die Coefficienten der 
einen, J die der anderen Gruppe bezeichnen (mn. 12). Von den drei 
unbestimmt gebliebenen Vorzeichen ist einem jeden Paare imaginirer 
Elementartheiler entsprechend eins negativ zu wihlen. 

Dies ist in dem Falle linearer und verschiedener Elementartheiler 
die canonische Gestalt der Form , deren Ableitung unsere Auf- 
gabe war. 

23. 


? 


Ks beschiiftigt uns zuniichst die Gruppirung der 15 aus- 
gezeichneten Tetraeder unter sich. Wir médgen dieselben kurz als die 
Fundamentaltetraeder des Complexes bezeichnen. 

Zwei gegeniiberstehende Kanten eines der fiinfzehn Fundamental- 
tetraeder sind ihm mit zwei anderen gemeinsam, Denn wenn wir von 
den sechs Quadraten, durch welche P unter (23) dargestellt wird, 
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zwei beliebige auswiihlen, so lassen sich die vier iibrigen noch dreimal 
in zwei Gruppen von zwei theilen. Das System der fiinfzehn Funda- 
mentaltetraeder umfasst sonach 30 Kanten. Die 60 Seitenflichen der- 
selben schneiden sich zu 6 nach diesen Kanten, und die 60 Eckpunkte 
derselben sind ebenfalls zu 6 auf dieselben vertheilt. Es schneidet 
also eine jede der 30 Kanten 12 der iibrigen. Dieselben 12 Kanten 
werden von einer zweiten Kante geschnitten, die zu der ersten in 
einer ausschliesslichen Beziehung steht. Danach sondern sich die 30 
Kanten in 15 Gruppen von 2, die zusammengehoren. 

Die in (25) eingehenden Variabeln X, stellen, einzeln gleich Null 
gesetzt, lineare Complexe dar. Wenn wir zwei derselben, X,, X,, 
beliebig auswihlen, so stellen die beiden Gleichungen: 

X,+iX,=—0, X,—ixX,=—0 

zwei zusammengehorige der 30 Kanten der Fundamentaltetraeder dar. 
Alle geraden Linien, welche die eine und die andere dieser beiden 
Kanten schneiden, befriedigen die vorstehenden beiden Gleichungen 
und gehéren somit den beiden Complexen X,, X, an. Es sind also 
die in Rede stehenden beiden Kanten die Directricen der von den 
beiden Complexen X,, X, gebildeten Congruenz (mn. 12). Es giebt 
das die geometrische Deutung der Variabeln X, aus dem System der 
Fundamentaltetraeder. 

Drei unter den Complexen X,, etwa X,, X,, X,, bestimmen 
eine Fliche des zweiten Grades (Hyperboloid) als windschiefe Flaiche 
(m. 12). Dieser Flache gehéren, als Directricen der Congruenzen je 
zweier der drei Complexe*), die folgenden sechs aus dem System der 
Kanten Fundamentaltetraeder als Linien einer Erzeugung derselben an: 


X,+iX,=—0, X,+i1X,=—0, X,+i1X, =—0, 
X,—iX,=0, X,—iX,=0, X,—iX,=—0. 


Und weil die 30 fraglichen Kanten zu Tetraedern gruppirt sind, sind 
die folgenden sechs Kanten: 
X,+iX,=—0, X,+1X,=—0, X,+1X,—0, 
X,—iX,=0, X,—iX,=0, X,—ixX,=0 
Linien der anderen Erzeugung. 

Die sechs Symbole X, lassen sich auf eres == 20 fache Weise 
zu drei combiniren, Die 30 Kanten der Fundamentaltetraeder sondern 
sich also in 20 Gruppen von jedesmal 6, die paarweise zusammen- 
gehéren. Die sechs Kanten einer Gruppe sind Linien derselben Er- 
zeugung einer Fiche des zweiten Grades, die sechs Kanten der zu- 


*) Vergl. Pluecker’s ,,Neue Geometrie“, n. 101. 
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gehérigen Gruppe Linien der anderen Erzeugung derselben Fiche. 
Das System der 30 Kanten steht also zu 10 verschiedenen Flichen 
zweiten Grades, von denen sich jedesmal vier nach einer Kante 
schneiden, in einer ausgezeichneten Beziehung. 

24. Wenn simmtliche Elementartheiler reell sind, werden sechs 
der fiinfzehn Fundamentaltetraeder reell. Die iibrigen neun Tetraeder 
sind von der Art, dass sie zwei reelle, gegeniiberstehende Kanten he- 
sitzen, und von den iibrigen Kanten die gegeniiberstehenden conjugirt 
sind. Zwei zusammengehorige reelle Kanten sind zwei reellen und 
einem imaginiren Tetraeder gemeinsam. Von den 30 Kanten der 15 
Tetraeder sind also 18 reell und die 12 anderen imaginir, so zwar, 
dass die conjugirt imaginiren zusammengehoren. 

Wenn zwei der sechs Elementartheiler imaginaér sind, so sind 
nur zwei der fiinfzehn Tetraeder reell. Eins ist, wie die neun Tetraeder 
in dem vorigen Falle, in sich conjugirt. Die iibrigen 12 imaginiiren 
Tetraeder sind einander paarweise conjugirt. Von den 30 Kanten 
werden nur 10 reell, die tibrigen 20 imaginair. Von diesen 20 Kanten 
sind zweimal zwei Kanten conjugirt und zugleich zusammengehirig, 
wiihrend sich die tibrigen 16 Kanten in zwei Gruppen theilen, welche 
conjugirt sind, und deren jede 8 solche Kanten enthilt, die paarweise 
zusammengehoren, 

In dem dritten und vierten Falle endlich, dass vier oder sechs 
der Elementartheiler imaginiir werden, ist nur eins der fiinfzehn 
Tetraeder reell. Von den 30 Kanten sind 6 reell, die iibrigen 24 
imaginir. Sie theilen sich in zwei, einander conjugirte Gruppen, deren 
jede 12 soleche Kanten umfasst, welche paarweise zusammengehdéren. 
Unter den imaginiren Fundamentaltetraedern kommt keins mit nur 
zwei imaginaren Eckpunkten vor. (mn. 10). 

In dem Falle, dass sechs der fiinfzehn Fundamentaltetraeder reell 
sind, gelangen wir von einem der reellen Tetraeder zu einem zweiten, 
und zwar zu demjenigen, welches mit dem angenommenen die beiden 
Kanten P,, P, gemein hat, wenn wir setzen: 


P+tmy= %, P+P= 2X, 


Pi — Pye t%y, = Po— Pp, = t4;, 
und: 


&, — it, =2p,, ©, + ix, = 2py, 
ty + it, = 2p), LX, — ia, = 2p,. 
Es kommt dies auf die directe Transformation hinaus: 
2p, =P, + Py — Pot Ds: 
2p) =P, +P +P. — PD; 
2p, = Pi — Py + Pr. t+ Ps» 
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2p3 =— P+ +P. + Ps, 

2p; —_ 2 D3, 

2p5 = 27,, 
und dieser entspricht die folgende Transformation der Punktcoordinaten 
(2, +++ 4): 


V22,;= 8+4,, V2sa, =—2%, — 2s, 
V24,=—4,+4%, 22, = 2 23. 


Indem wir auch in dem Falle imaginiirer Tetraeder ganz dieselben 
Umformungen anwenden kénnen, erhalten wir den Satz, dass die vier 
Seitenebenen zweier Fundamentaltetraeder, welche sich nach einer 
Kante schneiden, so wie die vier Eckpunkte, welche auf einer Kante 
liegen , einander harmonisch conjugirt sind. 

25, Wir gehen dazu iiber, die geometrische Bedeutung der Glei- 
chungsform (26) zu untersuchen. Wir nehmen dabei der Einfachheit 
wegen an, dass alle Elementartheiler reell sind, dass also in (26) nur 
positive Zeichen vorkommen. 

Es sei eine Linie des Complexes bekannt, deren Coordinaten 
sind: 

Pir Pr» Ps» Pas Ps> Po- 
Dann gehéren demselben Complexe eine Reihe anderer gerader Linien 
an, deren Coordinaten durch dieselben sechs Gréssen zaniichst nur 
in anderer Reihenfolge, gegeben werden. Wir kénnen p, mit p,, p, 
mit p,, und p, mit p, vertauschen. So erhalten wir sieben neue gerade 
Linien, welche ebenfalls Linien des Complexes sind: 


Pi» Por Ps> Pir Por Por 

Pi> Ps> Pos Par Por Ps, 

Py) Ps> Por Prs Por Ps» 
Wir erhalten weitere Linien des Complexes, wenn wit die Vorzeichen 
von p, und p,, von p, und p,, von p, und p, findern. So bekommen wir, 
einer jeden der vorstehenden acht Linien entsprechend, drei neue, die 
ebenfalls dem Complexe angehéren. Im Ganzen also sind, wenn eine 
Linie gegeben ist, damit 32 bestimmt. 

Diese Zahl leitet sich, wie folgt, unmittelbar ab. An die Stelle 
von + p, kann + p,, —p,, — p, treten; ebenso an die von + p, 
und + p, beziiglich + p,, —p,, —p, und + p,, —p3, —p,. Wir 
erhalten also 
4-4.4=— 64 


° . 
ia 64 we — , 
Combinationen und dem entsprechend -;- = 32 gerade Linien, weil 
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ein Wechsel der Vorzeichen aller Coordinaten die durch dieselbe dar- 
gestellte gerade Linie nicht Andert. 

Die Beziehung zwischen diesen 32 geraden Linien ist eine gegen- 
seitige. Sie laisst sich geometrisch durch diejenigen 10 Flichen des 
zweiten Grades vermitteln, deren jede 12 Kanten des Systemes der 30 
Kanten der Fundamentaltetraeder enthilt (nm. 23). Hine beliebige dieser 
Flichen ist mit Bezug auf ein passend gewiihltes Fundamentaltetraeder 
dargestellt durch die Gleichung: 


By + 232, = 0, 
wo 2,...4, Punktcoordinaten bedeuten mégen. Dann entspricht der 
willkiirlich angenommenen geraden Linie mit den Coordinaten: 


Pi» Por Ps> Par Por Por 
in Bezug auf diese Fliiche eine zweite als Polare, deren Coordi- 
dinaten sind: 
Par Pro» — Ps> Pir Par — Pos 

und dies ist eine der vorstehend aufgefiihrten 32 geraden Linien. So 
liefert jede dieser 32 Linien in Bezug auf jede der 10 Flachen eine 
gerade Linie als Polare, welche selbst in der Reihe der 32 Linien 
enthalten ist. 

Wir kénnen sagen, dass mit Bezug auf jede dieser zehn Fliichen 
zweiten Grades der gegebene Complex sich selbst reciprok ist, das heisst: 
einer jeden Linie des Complexes entspricht in Beziehung auf jede 
dieser Flichen eine andere Linie desselben als Polare, oder mit andern 
Worten: dem von Complexlinien, die durch einen festen Punkt gehen, 
gebildeten Kegel entspricht mit Bezug auf jede der vorstehend ge- 
nannten Flichen eine ebene Curve, die selbst wieder von Linien des 
Complexes umhiillt wird. 

Die Bestimmung dieser zehn Fliichen ist unabhiingig von den 
in die Gleichung (26) eingehenden Constanten. 

26. Die Gleichungsform (26) giebt eine geometrische Construction 
der Complexe des zweiten Grades. Wir kénnen zuniichst diese Form 
auf die folgende Gestalt bringen: 


(27) 2P, P, + 2P,P, + 2P,P, =0, 


wo P,... PP, lineare Complexe bezeichnen. Wir brauchen zu diesem 
Zwecke nur jedesmal das Aggregat der Glieder: 


Ay, x43(p> + Pus) + 2 By, x43 Px * Pe+s 
in das Product der beiden Linearfactoren: 
2 (a px + Bpx+s) - (BPx + &Px+s) 
aufzulésen, wo @, B sich durch die Gleichungen bestimmen: 


2ap = Ay xis, a? + B? = By x4s- 
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Die Complexe P,... P, lassen sich vermége des Coordinaten- 
tetraeders und jedesmal einer ihnen angehdrigen geraden Linie, oder 
allgemeiner, durch fiinf ihrer Linien linear construiren*), 

Man bestimme die sechs Ebenen, welche einem beliebigen Punkte 
des Raumes in Bezug auf diese sechs linearen Complexe entsprechen. 
Wir mdgen diese Ebenen ebenfalls mit dem Symbole P,,..., P, be- 
zeichnen. Dann lassen sich diejenigen beiden Kanten, nach welchen 
der Kegel zweiter Ordnung, welcher von den Linien des gesuchten 
Complexes in dem angenommenen Punkte gebildet wird, eine beliebige 
dieser Ebenen, etwa P,, schneidet, als Durchschnitt dieser Ebene 
mit dem Kegel: 

P,P, + P; P, = 0, 
welcher durch zwei projectivische Ebenenbiischel, etwa: 
P,+AP,, P,;—A4P,, 
gegeben ist, construiren. Eine dreimalige Wiederholung dieser Con- 
struction liefert sechs Kanten des fraglichen Complexkegels. Fiinf 
derselben reichen hin, wn denselben zu bestimmen. 

27. Wir mégen zum Schlusse die Art der ausgezeichneten Be- 
ziehung untersuchen, in welcher die Fundamentaltetraeder zu dem 
Complexe stehen. 

Einer beliebigen geraden Linie ist, mit Bezug auf einen Complex 
des zweiten Grades, nach Pluecker, eine zweite als Polare zugeord- 
net**), Dieselbe steht zu der ersten in der doppelten Beziehung, dass 
sie einmal der geometrische Ort ist fiir die Pole der ersten geraden 
Linie mit Bezug auf alle Gurven, die in den durch sie hindurch ge- 
legten Ebenen von Linien des Complexes umhiillt werden; dann, dass 
sie umhiillt wird von den Polarebenen der ersten geraden Linie mit 
Bezug auf alle Kegel, die in den Punkten derselben von Linien des 
Complexes gebildet werden. Dieses Verhiiltniss zwischen den beiden 
Linien ist indess kein gegenseitiges. Zu der zweiten Linie gehért eine 
dritte, u. s. f. Abgesehen von den Linien des Complexes, die sich 
selbst conjugirt sind, wird es nur eine endliche Anzahl von geraden 
Linien geben, die selbst wieder die Polaren ihrer Polaren sind. 

Wenn wir in der Gleichung (26) beliebig solche drei Coordinaten 


+ 


*) Pluecker’s ,,Neue Geometrie“ n. 29. 

**) Pluecker’s ,,Neue Geometrie“, n. 172. — Das Verhiiltniss einer geraden 
Linie zu ihrer Polaren lisst sich auch mit Hiilfe der in der 12. Nummer erwihn- 
ten einfach unendlichen Schaar linearer Polarsysteme darstellen, welche der an- 
genommenen geraden Linie in Bezug auf den gegebenen Complex des zweiten 
Grades entsprechen. Die angenommene gerade Linie und ihre Polare sind die 
Directricen der durch die eingliedrige Gruppe der linearen Polarcomplexe be- 
stimmten Congruenz. (Pluecker, a. a. O.). 
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verschwinden lassen, welche sich auf drei, sich in einem Punkte 
schneidende oder in einer Ebene liegende Kanten des Fundamental- 
tetraeders beziehen, so erhalten wir zur Darstellung des von dem Eck- 
punkte ausgehenden Kegels, beziiglich der in der Seitenfliche liegen- 
den Curve eine Gleichung, die nur die Quadrate der iibrigen drei 
Variabeln enthilt. Kegel und Curve sind also beziiglich auf ein in 
Bezug auf dieselben sich selbst conjugirtes Dreikant und Dreieck be- 
zogen. Daraus folgt, dass die im Complexe einer beliebigen Kante 
eines Fundamentaltetraeders zugeordnete Polare die gegeniiberstehende 
Kante desselben Fundamentaltetraeders ist, dass also die Fundamen- 
taltetraeder in einer solchen Weise ausgewiihlt sind, dass je zwei 
gegeniiberstehende Kanten derselben gegenseitig mit Bezug auf den Com- 
plex conjugirt sind. 

28. Nun lisst sich zeigen, dass ausser den dreissig Kanten der 
fiinfzehn Fundamentaltetraeder keinen anderen Linien mehr die Eigen- 
schaft zukommt, sich gegenseitig in Bezug auf den gegebenen Complex 
zu entsprechen. 

Denn es seien zwei derartige Linien gegeben. Wir wihlen sie zu 
gegeniiberstehenden Kanten eines Coordinatentetraeders und beziehen 
den Complex auf dasselbe. Dann fehlen in seiner Gleichung, wenn 
wir die beiden gegebenen Kanten mit P, und P, bezeichnen, die acht 
Glieder mit den doppelten Producten: 


Pi Po» Pi Ps Pi Por Pi Po» 
Ps Por Py P3> Ps Ps> Ps Po» 
und es treten also p, und p, nur in der Verbindung: 


Oy, Dy? + 2Gy, Dy Dy + Oy DY 
auf. Wenn wir also die beiden Formen: 


P =D) Pe + Poss 


Q (Diy Po» P31 Par Ps> Po)» 
wie wir statt Q schreiben wollen, den Gleichungen (25) entsprechend, 
auf zwei Formen transformiren, die nur die Quadrate der Variabeln 
enthalten, so wird es gestattet sein, diese Transformation mit den 
beiden Formenpaaren: 


2p, Py und ay, Py? + 2ayy Py Dy + yy Dy? 


und: 


und: 
2p. p, + 2p, p, und Q(0, po, ps 9, ps, De) 


eingeln vorzunehmen. Damit ist der Beweis gefiihrt, dass die Kanten 
P,, P, des angenommenen Coordinatentetraeders zu dem System der 
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30 Kanten der Fundamentaltetraeder gehéren. Und somit haben wir 
den Satz: 

Es sei ein Complex gegeben, dessen zugehidrige Elementartheiler 
stimmtlich linear und von eivander verschieden sind. Dann giebt es 
30 gerade Linien, welche einander mit Bezug auf den Complex gegen- 
seitig conjugirt sind. Je nachdem von den linearen Elementartheilern 
0, oder 2, oder mehr imagindr ausfallen, sind von diesen 30 geraden 
Linien beziiglich 18, oder 10, oder 6 reell.*) 


*) An meine Dissertation schliessen sich als Fortsetzung derselben zuniichst 
meine eigenen Arbeiten in Bd. Il dieser Annalen (p. 198 ff. und 366 ff., 1869). 

Weiterhin wolle man etwa folgende Publicationen vergleichen: 

Zuniichst, was lineare Transformation der Liniencoordinaten betrifft: eine 
Mittheilung von Hemming in der Ziiricher Vierteljahrsschrift, Bd. 16 (1871), 
dann insbesondere die darstellende Geometrie von Fiedler (2. Aufl. 1875) oder 
desselben Verfassers Bearbeitung der Salmon’schen Raumgeometrie (Bd, I, 
3. Aufl, 1879), 

Ferner, was Classification der Complexe zweiten Grades angeht: die Ab- 
handlung von Weiler im VII. Bande der mathem. Annalen (1873), sodann die 
neueren Untersuchungen von Segre (Memorie della R. Accademia di Torino, 
ser. ll, t. 36, 1883). Hieran schliessen sich die specielleren Arbeiten von Hirst 
(Collectanea mathematica in memoriam Chelini, 1881, oder Proceedings of the 
London Mathematical Society, t. 10, 1879), und von Segre und Loria, bez. von 
Segre im XXIII, Bande dieser Annalen (1883). 

Endlich, geometrische Erzeugung der Complexe zweiten Grades betreffend: 
die Doctordissertation von Schur (Berlin 1879, oder auch Mathem. Annalen, 
Bd. XV), Fiedler im 24. Bande der Ziiricher Vierteljahrsschrift (1879) oder im 
2. Bande der Salmon’schen Raumgeometrie (3. Aufl. 1880), W. Stahl im 
93. Bande des Journals fiir Mathem. (1882), Weiler im 27. Bande der Zeitschrift 
fiir Math. und Physik (1882) sowie im 95. Bande des Journals fiir Math. (1883). 
Speciell die Poiarentheorie der Complexe zweiten Grades ist unter geometrischen 
Gesichtspunkten von Bertini (Giornale di matematiche, vol. 17, 1879), sodann 
von W. Stahl behandelt worden (Journal fiir Math., Bd. 94, 1883). 
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Ueber die Haupttangentencurven der Kummer’schen Flache 


vierten Grades mit 16 Knotenpunkten*). 
Von 
Sornus Lie in Christiania 
und 


Fenix Kuer in Leipzig. 


Die Kummer’sche Fliche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten 
ist bekanntlich**) fiir einfach unendlich viele Complexe des zweiten 
Grades Singularitiitenfliiche, d. h. diejenige Fliiche, welche der geo- 
metrische Ort ist fiir soleche Punkte, deren Complexkegel in zwei 
Ebenen zerfallen ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die um- 
hiillt wird von solchen Ebenen, deren Complexcurve sich in zwei 
Punkte aufgelést hat. Die Betrachtung dieser Complexe zweiten Grades 
fiihrt fast unmittelbar zu der Bestimmung der Haupttangentencurven 
der Fliiche, wie im Nachstehenden gezeigt werden soll. 

1. Aus der einfach unendlichen Zahl der zu der Fliche gehérigen 
Complexe zweiten Grades heben wir einen heraus. 

Die demselben innerhalb einer Tangentialebene der Fliiche ent- 
sprechende Complexcurve hat sich in zwei Punkte aufgelést. Diese 
beiden Punkte sind diejenigen, in denen die in der Tangentialebene 
enthaltene Durchschnittscurve vierter Ordnung mit der Fliiche von 
einer bestimmten, durch den Beriihrungspunkt gehenden Geraden, die 
dessen zugeordnete singulire Linie genannt wird, noch ausser in diesem 
Beriihrungspunkte geschnitten wird. 

Man kann nun nach denjenigen Punkten der Fliche fragen, deren 
zugeordnete singulire Linie eine Haupttangente der Fliche ist. Die 
iibrigen Tangenten der Fliche in einem solchen Punkte gehéren offenbar 


*) Der Berliner Academie am 15. December 1870 vorgelegt durch Herrn 
Kummer. 

**) cf. Pluecker: Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrach- 
tung der geraden Linie als Raumelement. (B. G. Teubner 1868, 69.) n. 310 ff. 
Vergl. auch, hier und im Folgenden, Klein: Zur Theorie der Complexe des 
ersten und zweiten Grades. Math. Ann. II, 2. 
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auch dem Complexe an. Andererseits sind diese Complexgeraden die 
einzigen, welche die Flache beriihren, ohne zugleich singulire Linien 
des Complexes zu sein. Betrachten wir nun in einer beliebigen Ebene 
den Complexkegelschnitt und die Durchschnittscurve vierter Ordnung 
mit der Flaiche. Dieselben beriihren sich in vier Punkten, und die 
Tangenten in diesen Punkten sind die in der Ebene gelegenen singu- 
laren Linien*). Ausser diesen doppelt zu zihlenden Tangenten haben 
die beiden Curven, als bez. von der 2ten und 12ten Classe, noch 
16 Tangenten gemein. Die Beriihrungspunkte derselben mit der Durch- 
schnittscurve vierter Ordnung sind Punkte der gesuchten Beschaffenheit. 

Die Punkte der Kummer’ schen Fliiche, deren zugeordnete singu- 
lire Linien Hauptiangenten der Fliche sind, bilden also eine Curve 
der 16ten Ordnung. 

2. Die so bestimmte Curve ist nun eine Haupttangentencurve der 
Fliche. 

Zum Beweise bemerken wir zuniichst, dass zwischen den durch 
eine Complexlinie, — welche nur keine singulire Linie sein darf, — 
hindurehgelegten Ebenen und den Beriihrungspunkten der in denselben 
enthaltenen Complexcurven mit der Linie projectivisches Entsprechen 
stattfindet. Hieraus schliesst man, dass einer unendlich kleinen Ver- 
schiebung des Punktes auf der Linie eine Drehung der Ebene ent- 
spricht, deren Grosse von derselben Ordnung des Unendlich-Kleinen ist. 

Nun ist die Verbindungslinie zweier consecutiver Punkte der eben 
bestimmten Curve eine Complexlinie, ohne zugleich singulire Linie 
desselben zu sein. Die beiden Tangentialebenen in den beiden Punkten 
enthalten dem Complexe angehGrige Strahlbiischel, deren Scheitel diese 
Punkte sind. Die beiden Tangentialebenen sind also zwei Ebenen, 
deren Complexcurven die angenommene Tangente in zwei consecutiven 
Punkten beriihren. Hieraus folgt, nach der vorstehenden Bemerkung, 
dass, wenh man auf der Curve fortschreitet, die Tangentialebene der 
Fliche sich um die Tangente der Curve dreht. 

Das aber ist die charakteristische EKigenschaft der Haupttangenten- 
curven einer Fliche; unsere Behauptung ist also erwiesen, 

Da der Begriff der Haupttangentencurve, sowie der des Complexes, 
sich selbst dualistisch ist, folgt, dass die dualistisch entgegenstehenden 
Singularitiiten der Curve einander gleich sind. Insbesondere ist ihre 
Classe gleich ihrer Ordnung, also gleich 16. 

Da ferner die Curve sich selbst dualistisch in einziger Weise durch 
den Complex bestimmt ist, geht sie, wie dieser, durch ein System 
linearer, sowie reciproker Transformationen in sich iiber**). Man 





*) Pluecker: Neue Geometrie. n. 318. 
**) cf. die bereits citirte Abhandlung: Zur Theorie etc, n. 13. 
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schliesst hieraus eine Reihe von EKigenschaften derselben, die wir hier 
nicht weiter verfolgen kénnen. 

3. Auf die auseinandergesetzte Weise erhalten wir einem jeden 
der einfach unendlich vielen Complexe zweiten Grades, die zu der- 
selben Kummer’schen Fliche gehéren, entsprechend eine Haupt- 
tangentencurve. Hiermit hat man aber alle Haupttangentencurven, 
wofern nicht etwa Umbhiillungscurven derselben existiren, da man fiir 
jeden Punkt der Fliiche einen def Complexe angeben kann, der die 
eine oder die andere der beiden Haupttangenten in demselben zur 
singuliren Linie hat. 

Unter den zu der Fliiche gehérigen Complexen zweiten Grades 
befinden sich sechs, doppelt zu ziihlende, lineare Complexe. Als die 
singuliren Linien derselben sind die Doppeltangenten der Fliche an- 
zusehen, so zwar, dass jedem der sechs Complexe eines der sechs von 
den Doppeltangenten gebildeten Systeme angehért. ntsprechend diesen 
Complexen giebt es sechs ausgezeichnete Haupttangentencurven. Dieselben 
sind, wie sich durch dieselben Betrachtungen ergiebt, durch die wir 
Ordnung und Classe der allgemeinen Curve bestimmt haben, nur noch 
von der 8ten Ordnung und der 8ten Classe. 

3. Wir gehen jetzt dazu iiber, die Singularitiiten der Haupt- 
tangentencurven zu bestimmen. MHierzu gelangen wir, indem wir der 
allgemeinen Theorie solcher Curven die folgenden Siitze entlehnen. 

Die Haupttangentencurven einer beliebigen Fliche haben in den 
Knotenpunkten derselben Spitzen. 

Ueberhaupt haben sie Spftzen in den Punkten der parabolischen 
Curve, vorausgesetazt, dass diese nicht selbst Haupttangentencurve ist. 
In dem letzteren Falle ist sie Umhiillungscurve fiir die iibrigen Haupt- 
tangentencurven. Dies gilt besonders, wenn die parabolische Curve 
aus ebenen Beriihrungscurven besteht. 

Ferner haben die Haupttangentencurven in den Durchschnitts- 
punkten mit der Curve vierpunktiger Beriihrung stationire Tangenten, 
wofern die Curve vierpunktiger Beriihrung nicht zugleich parabolische 
Curve ist, was eine besondere Betrachtung verschiedener Fiille ver- 
langt, die wir hier nicht néthig haben. 

Endlich kénnen die Haupttangentencurven ausser in den ange- 
gebenen Fiillen keine Spitzen und keine stationiiren Tangenten haben. 

In unserem Falle hat man 16 Knotenpunkte, in denen also die 
Haupttangentencurven Spitzen haben. 

Die parabolische Curve, welche von der 32ten Ordnung sein muss, 
besteht aus den 16 Beriihrungskegelschnitten in den 16 Doppeltangential- 
ebenen der Fliche. Sie ist also Umhiillungscurve der Haupttangenten- 
eurven. Die 16 Ebenen sind dabei stationiire Ebenen dieser Curven, 
wie dies iiberhaupt die Ebenen ebener Beriihrungscurven sind. 
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Man iiberzeugt sich nun leicht, dass die Haupttangentencurven in 
jedem Knotenpunkte nur eine Spitze haben und nur je einmal die 
Doppeltangentialebenen stationir beriihren. Die Curve kann nimlich 
mit der Doppeltangentialebene nur 16 Punkte gemein haben; 4 davon 
kommen auf die stationiire Beriihrung, und 12 auf die 6 Spitzen in 
den 6 in der Ebene liegenden Knotenpunkten. 

Die Haupttangentencurven haben hiernach 16 (in die Knotenpunkte 
der Fliiche fallende) Spitzen und 16 (mit den Doppeltangentialebenen 
derselben identische) stationdre Ebenen. 

Die Curve vierpunktiger Beriihrung besteht in unserem Falle ein- 
mal aus den 16 Beriihrungskegelschnitten, die hier nicht weiter in 
Betracht kommen, da sie schon erledigt sind. Andererseits besteht 
sie aus den sechs ausgezeichneten Haupttangentencurven 8 ter Ordnung, 
die den 6 linearen Complexen angehéren. Es geht dies daraus her- 
vor, dass die singuliiren Linien dieser Complexe, wie schon angefiihrt, 
Doppeltangenten der Fliche sind. Weitere Curven umfasst die Curve 
vierpunktiger Beriihrung nicht, da die aufgeziihlten zusammen die 
richtige Ordnung, 80, besitzen. 

Wir miissen jetzt die Zahl der Durchschnittspunkte einer Haupt- 
tangentencurve mit den 6 ausgezeichneten bestimmen. 

Diese Durchschnittspunkte sind dadurch charakterisirt, dass die 
vierpunktig beriihrende Haupttangente eine Linie des Complexes zweiten 
Grades ist, dem die gegebene Haupttangentencurve zugehiért. Die in 
den Punkten einer der 6 Curven vierpunktig beriihrenden Haupt- 
tangenten bilden aber eine Linienfliche von der 8ten Ordnung, da 
der vollstindige Durchschnitt derselben mit der Kummer’ schen Fliche 
aus der gewihlten Curve besteht, welche vierfach zihlt. Mit einer 
solchen Fliiche hat aber der Complex zweiten Grades 16 Linien gemein. 
Man erhilt also, jeder der 6 Curven entsprechend, 16 Durchschnitts- 
punkte. Wir haben somit den Satz: 

Die Haupttangentencurven haben 6 . 16 = 96 stationire Tangenten. 

Fiigen wir noch hinzu, dass die Haupttangentencurven keinen 
wirklichen Doppelpunkt und also auch keine wirkliche Doppel-Oscu- 
lationsebene besitzen kénnen, da in keinem Punkte der Kummer’- 
schen Fiche, der nicht auf der parabolischen Curve liegt, die beiden 
Haupttangenten demselben Complexe als singulire Linien angehdren, 
so kénnen wir die simmtlichen Singularitiiten derselben, von denen 
die dualistisch entgegenstehenden gleich sind, ohne Weiteres be- 
stimmen. Insbesondere finden wir: den Rang = 48, die Zahl der 
scheinbaren Doppelpunkte — 72, die Ordnung der Doppelcurve der 
Developpable = 952, das Geschlecht = 17. 

5. Fiir die 6 ausgezeichneten Haupttangentencurven wird die Zahl 
der Spitzen und stationiren Osculationsebenen gleich Null. Eine solche 
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Curve geht nimlich durch jeden der Doppelpunkte einfach hindurch 
und hat in ihm eine der 6 ihn enthaltenden Doppeltangentialebenen 
zur Osculationsebene. Man hat sich den stetigen Uebergang zwischen 
den allgemeinen Curven und diesen besonderen so vorzustellen, dass 
die letzteren doppelt ziihlen und aus der Vereinigung je zweier in 
einer Spitze zusammenstossender Zweige der iibrigen entstanden sind. 
Darum sinkt Ordnung und Classe auf die Hilfte. Hiernach miisste 
auch der Rang halb so gross sein, wie der der anderen, also gleich 
24, Das aber findet man auch, wenn man die Zahl der stationiren 
Tangenten berechnet. Fiir dieselbe kommt niamlich jetzt 40, indem 
die Curve jede der anderen nicht mehr 16mal, sondern, weil sie 2 mal 
zahlt, nur 8mal schneidet, und das nicht 6mal, sondern nur 5mal 
geschieht. 

Wir finden weiter: die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte 
gleich 16, die Ordnung der Doppeleurve der Developpable gleich 200, 
das Geschlecht gleich 5. 

6. Wie man sich die Aufeinander- 
folge der Haupttangentencurven zu 
denken hat, ist in der nebenstehenden 
Zeichnung fiir den Fall, dass die 6 
zugehérigen linearen Complexe reell 
sind, schematisch dargestellt. 

In diesem Falle haben niimlich 
die Theile der Fliche, fiir welche die 
Haupttangenten reell werden, die Ge- 
stalt eines von zwei Kegelschnittstiicken 
begrenzten Segmentes, das sich von 
einem Knotenpunkte nach einem an- 
deren hinzieht. Die beiden begren- 
zenden Curvenstiicke gehéren den Be- 
riihrungskegelschnitten in denjenigen 
beiden Doppeltangentialebenen der 
Fiche an, welche beide Knotenpunkte 
zugleich enthalten. 

Innerhalb eines solchen Segmentes 
verlaufen nun zunachst zwei der sechs 
ausgezeichneten Haupttangentencurven. 
Dieselben gehéren denjenigen zwei der sechs linearen Complexe an, 
denen in den zwei Knotenpunkten, zwischen denen sich das Segment 
erstreckt, die beiden dasselbe begrenzenden Doppeltangentialebenen 
entsprechen. Die betreffenden Curven sind in der Figur stiirker aus- 
gezogen. Dieselben haben eine Sférmige Gestalt. Sie ziehen sich 
von dem einen Knotenpunkte zu dem anderen hin, indem sie in jedem 
39° 
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eine der beiden Begrenzungscurven beriihren. Ausser in den beiden 
Knotenpunktea schneiden sich dieselben in einem beiden gemeinsamen 
Wendepunkte, der den Mittelpunkt der Zeichnung bildet. — Uebrigens 
setzen sich diese Curven iiber die beiden Knotenpunkte hinaus auf 
weitere, ihnlich gestaltete Segmente der Flache fort. 

Von den iibrigen Haupttangentencurven, deren drei gezeichnet 
sind, weiss man, dass sie in den Knotenpunkten eine Spitze haben, 
dass sie jeden der beiden begrenzenden Kegelschnitte einmal beriihren, 
und dass sie dort, wo sie, ausser in den beiden Knotenpunkten, 
die beiden ausgezeichneten Curven treffen, einen Wendepunkt be- 


sitzen. Hiernach wird es leicht sein, ihrem Verlaufe in der Figur zu 
folgen*). 


7. Die im Vorstehenden gegebene Bestimmung der Haupttangenten- 
eurven der Kummer’schen Fliche, welche wir an die Betrachtung 
der zugehdrigen Complexe zweiten Grades gekniipft haben, kann noch 
unter einem anderen Gesichtspunkte gefasst werden, indem man von 
einem der sechs unter denselben befindlichen linearen Complexe aus- 
geht. Die Fliche ist niimlich Brennfliche eines diesem Complexe an- 
yehorigen Strahlensystems: des einen Systems ihrer Doppeltangenten. 
Wir wollen nun zeigen, dass das Problem: die Haupttangentencurven 
auf der Brennfliche eines einem linearen Complexe angehirigen Strahlen- 
systems zu bestimmen, identisch ist mit dem anderen: die Kriimmungs- 
curven einer gewissen F'liche zu finden. In unserem Falle wird diese 
Fliche die Fliiche vierter Ordnung, welche den unendlich weit ent- 
fernten imaginiiren Kreis doppelt enthilt; und da man deren Kriim- 
mungseurven kennt, so erhiilt man eine Bestimmung der Haupt- 
tangentencurven der Kummer’schen Fliiche, die natiirlich mit der 
oben gegebenen itibereinstimint. 

Man beziehe niimlich die Linien des gegebenen linearen Complexes 
eindeutig auf die Punkte des Raumes, indem man, vermdge der ge- 
gebenen linearen Gleichung und der zwischen den Liniencoordinaten 
bestehenden Identitit zwei der sechs Liniencoordinaten, die sich auf 
zwei sich schneidende Kanten des Tetraéders beziehen, als Functionen 


*) Man vergleiche hierzu die weitergehenden Untersuchungen von Hrn. Rohn 
im XVIIL Bande dieser Annalen (p. 99 ff.: die Gestalten der Kummer’schen 
Fliche, 1881), sowie auch den friiheren Aufsatz desselben Verfassers im XV. Bande 
daselbst (p. 315 ff.: Transformation der hyperelliptischen Functionen p= 2 und 
ihre Bedeutung fiir die Kummer ’sche Fiiiche, 1879). Die Haupttangentencurven 
haben, wie Hr. Rohn ausfiibrlich zeigt, fiir die Darstellung der Kummer’ schen 
Fliche durch hyperelliptische Functionen eine specifische Bedeutung. 

[Januar 1884.| 
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der vier iibrigen auffasst und diese letzten als Punktcoordinaten 
interpretirt*), 

Man findet, dass dann allen Linien des Complexes, welche durch 
einen Punkt hindurchgehen, die Punkte einer geraden Linie ent- 
sprechen, und dass diese gerade Linie einen festen Kegelschnitt 
schneidet, der fiir die Abbildung fundamental ist. Das Strahlen- 
system, welches dem linearen Complexe mit einem Complexe nten 
Grades gemein ist, bildet sich ab als Fliche 2nten Grades, welche 
den Kegelschnitt mfach enthilt. Insbesondere ist das Bild einer 
geraden Linie, d. h. der dieselbe schneidenden Complexlinien, eine 
Fiche zweiten Grades, die durch den Kegelschnitt geht. 

Wir wollen fortan fiir den fundamentalen Kegelschnitt den un- 
endlich weit entfernten imaginiiren Kreis wihlen, so dass also das 
Bild einer geraden Linie eine Kugel wird. 

Sei jetzt eine beliebige Fliiche gegeben und auf derselben eine 
Kriimmungseurve. Die Fliche ist das Bild eines dem linearen Com- 
plexe angehdrigen Strahlensystems, die Curve das Bild einer in dem- 
selben enthaltenen geradlinigen Fliiche. Wir behaupten, dass diese 
geradlinige Flache die Brennfliche des Strahlensystems nach einer Haupt- 
tangentencurve beriihrt. 

Zum Beweise bemerken wir zuniichst, dass, riickwiirts, das Bild 
dieser Brennfliche dasjenige Strahlensystem ist, dessen Linien gleich- 
zeitig die gegebene Fliche beriihren und den unendlich weit entfernten 
imaginiiren Kreis schneiden. Kiner jeden geraden Linie, welche die 
Brennfliche beriihrt, entspricht hiernach eine die gegebene Fliiche be- 
rihrende Kugel. Insbesondere entspricht einer Haupttangente eine 
stationar beriihrende Kugel. 

Kine der beiden in einem beliebigen Punkte der Kriimmungscurve 
stationiir beriihrenden Kugeln enthilt aber drei consecutive Punkte 
der Kriimmungscurve. Also schneidet eine der beiden Haupttangenten 
der Brennfliiche in einem Beriihrungspunkte mit der umgeschriebenen 
Linienflache drei consecutive Erzeugende derselben, mit anderen Worten, 
ist eine Haupttangente auch der letzteren. 

Man hat aber allgemein den Satz: Wenn zwei Flichen sich nach 
einer Curve beriihren und in jedem Punkte dieser Curve ist ibnen 
eine Haupttangente gemeinsam, so ist die Curve eine Haupttangenten- 
curve, 

Damit ist unsere Behauptung erwiesen. 

Wenn man nun insbesondere fiir die gegebene Fliiche eine Fliiche 
vierter Ordnung nimmt, die den unendlich weit entfernten imaginiren 


: *) Dieses Abbildungsverfahren ist bereits gelegentlich von Hrn, Néther 
angegeben worden: Zur Theorie der algebraischen Functionen mehrerer com- 
plexer Veriinderlichen. Gétt. Nachrichten 1869. 
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Kreis doppelt enthalt, — eine solche ist das Bild eines dem linearen 
Complexe angehérigen Strahlensystems zweiter Ordnung und Classe, 
— so erhalt man auf diesem Wege die Haupttangentencurven der 
Kummer’schen Flache, welche die Brennfliche eines solchen Strahlen- 
systems ist*). 


Die in der letzten Nummer enthaltenen Betrachtungen sind es 
gewesen, durch die der Kine von uns (Lie)**) zuerst zu der Be- 
merkung gefiihrt wurde, dass die Haupttangentencurven der Kummer’ - 
schen Filaiche algebraische Curven der 16ten Ordnung sind; _hierauf 
fand der Andere (Klein) die Beziehung dieser Curven zu den Com- 
plexen zweiten Grades, die zu der Kummer’schen Fliche gehéren, 
und bestimmte, wie im Vorstehenden auseinandergesetzt ist, ihre 
Singularititen. 


*) Die hier im Texte angedeuteten Entwickelungen sind spiter von Hrn. 
Lie in dessen grosser Abhandlung in Bd. V der Annalen (p, 145 ff., 1871) aus- 
fiihrlich und im Zusammenhange mit allgemeineren Betrachtungen dargelegt 
worden. Uebrigens wolle man auch meine eigenen dort folgenden Abhandlungen 
vergleichen (Bd. V, p. 257 ff., p. 278 ff., 1871), imsofern dieselben verschiedene 
auf die Integration der Haupttangentencurven der Kummer’schen Fliche be- 
ziigliche Bemerkungen enthalten (siehe insbesondere p. 277, 297). Ich gebe diese 
beiden Citate um so lieber, als die vorstehend in Nr. 2 und 7 des Textes ent- 
wickelten Beweise des Hauptsatzes, trotzdem sie materiell richtig sind, vielleicht 
in formaler Hinsicht unbefriedigend scheinen kénnen. 

[Januar 1884.] 

**) Vergl. Lie: Ueber eine Classe geometrischer Transformationen, Be- 

richte der Academie zu Christiania, 1870, oder auch: Sur une transformation 


géométrique, in den Comptes rendus de l’Académie des Sciences von demselben 
Jahre (t. 71). 
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Ueber gewisse Differentialgleichungen dritter Ordnung.*) 
Von 


F. Kus in Leipzig. 


Die Theorie der elliptischen Functionen hat bekanntlich einen 
doppelten Eingang, indem man entweder mit den doppeltperiodischen 
Functionen oder mit den Jntegralen beginnen kann. Genau dasselbe 
gilt von gewissen neueren functionentheoretischen Untersuchungen, auf 
die ich mich hier zu beziehen habe. Einmal handelt es sich dabei 
um solche Functionen zg einer Unabhingigen 4, welche ungeindert 
bleiben, wenn man y einem gewissen discontinuirlichen Systeme linearer 
Substitutionen unterwirft**); das andere Mal mag man das einzelne z 
als independente Variable betrachten und y durch die Differentialglei- 
chung dritter Ordnung definiren, der es in Bezug auf z geniigt. Diese 
Differentialgleichung hat die iibrigens wohlbekannte Gestalt: 


Zz 3 (n’Y 
(1) 1-— > (")=f(), 
die dadurch definirt ist, dass sich die allgemeine Lésung aus einer 
beliebigen Particularlésung y als willkiirliche lineare Function wats 


zusammensetzt. Der so bezeichnete Zusammenhang zwischen allge- 
meiner und particuliirer Lésung iibertriigt sich natiirlich auf die ver- 
schiedenen Zweige einer und derselben y-Function. Lisst man also ¢ 
in seinem -complexen Gebiete einen geschlossenen Weg beschreiben, 
d. h. einen solchen Weg, bei dem z selber, wie auch f(z) die rechte 
Seite von (1), ihren urspriinglichen Werth wiedergewinnen, so wird 7 
diesem Wege entsprechend eine gewisse lineare Substitution erfahren. 


Das Integral | f(z) - dz wire auf diesem Wege um einen Periodicitiits- 


modul gewachsen. Man kann das Wesen der neuen Functionen geradezu 
*) Aus den Sitzungsberichten der k, siichs. Gescllschaft der Wissenschaften 
vom 29, Januar 1883. 

**) Man vergl. etwa meinen neuerdings publicirten Aufsatz: ,,Neue Beitrige 
zur Riemann’schen Functionentheorie‘, Mathematische Annalen Bd. XXI, wo auch 
die anderweitige Literatur ausfiihrlich angegeben ist. 
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unter dem Gesichtspunkte betrachten, dass man durchweg die Perio- 
dicitiitsmoduln der Integrale und jene charakteristischen linearen Substi- 
tutionen der y-Function parallelisirt. 

Ich habe mich nun gefragt, ob man die hiermit angedeutete Ver- 
gleichung nicht noch einen Schritt weiter treiben kann. Schreiben wir 
(2) dy = f(z) - dz, 
so heisst dies, dass 4 jedem Incremente dz von z entsprechend um 
eine bestimmte unendlich kleine Grésse vermehrt wird. Wir lésen die 
Differentialgleichung (2), indem wir von bestimmter unterer Grenze 
ausgehend den hiermit bezeichneten Process unendlich oft wiederholen; 
eben Dieses und nichts Anderes besagt das bestimmte Integral 


(3) n= ffl): det. 


Der Periodicitiitsmodul aber, den » auf geschlossenem Wege erhiilt, 
ist nur ein specieller Werth dieses Integrals. — Genau entsprechend 
versuche ich im Folgenden die Differentialgleichung (1) aufzufassen. 
Und zwar werde ich zunichst zeigen, dass man dieselbe so interpre- 
tiren kann, als definire sie einem jeden Differential dz entsprechend 
eine auf » beziigliche unendlich kleine lineare Transformation. Reiht 
man sodann mehrere Differentiale dz aneinander, so setzen sich die 
entsprechenden linearen Transformationen als auf einander folgende 
Operationen zusammen, und es erwéichst also die allgemeine Lisung 
der Differentialgleichung (1), indem man von einer willkiirlichen linearen 
Function beginnend die letztere mit unendlich vielen durch (1) bestimmten 
infinitesimalen linearen Transformationen componirt. Die charakte- 
ristischen linearen Substitutionen von 9 aber, die geschlossenen Wegen 
entsprechen, sind wieder nur ein specielles Ergebniss des allgemeinen 
Lésungsprocesses. 

Um die hiermit angedeuteten Anschauungen zu priicisiren, be- 
diirfen wir zuniichst, unter 7 eine beliebige Function von z verstanden, 
des Begriffs der im Punkte 2 = 2, osculirenden linearen Function. Ich 
verstehe darunter diejenige lineare Function von 2: 


a,z-+ 6b, 

‘ ’ 

c,z-+d, 

die im Punkte z= z, mit » sowohl dem Werthe nach, als auch im 
ersten und zweiten Differentialquotienten iibereinstimmt. Offenbar hat 


man (wie man durch Reihenentwickelung nach Potenzen von (¢ — z,) 
sofort verificirt): 


(4) A,(2) = 


2 n,? (2 7 zy) 


27, — ny (2 — av) : 


(5) A,(2) = m+ 
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~~ 
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Wir bilden uns ferner den Begriff der auf zwei aufeinander 
folgende Punkte, z, und 2,4;, beziiglichen Uebergangssubstitution. Ich 
definire als solche diejenige lineare Substitution, welche entsteht, wenn 
man in 


statt ¢ den Werth 


A v+1 (2) a= 
eintrigt, also in Formel: 
(6) Sy, r41 — A,- : A,41. 


Wir mégen insbesondere die beiden Werthe z, und 2,41, wie es 
im Folgenden immer geschehen soll, consecutiv nehmen, also 
(7) ty = ty + de, 
setzen. Ich bezeichne dann die betreffende Uebergangssubstitution, 
die ich in der Weise berechne, dass ich héhere Potenzen von dz, 
vernachlissige, schlechthin mit dem Buchstaben S, und nenne sie die 
zu dem Werthe 2, gehdrige infinitesimale Uebergangssubstitution. 

Dies vorausgeschickt sage ich nun zuniichst, dass die Differential- 
gleichung (1) fiir jeden Punkt z, die zu diesem Punkte gehirige infini- 
tesimale Uebergangssubstitution der Function » bestimmt. 

Zum Reweise wolle man vor Allem beachten, dass eine Ueber- 
gangssubstitution ungeindert bleibt, wenn man 7, die zu Grunde 
liegende Function, durch irgend eine lineare Function von 4, 7'(y), 
ersetzt. Denn die beiden osculirenden linearen Functionen A, (2), 
A,4:(@) verwandeln sich dann in 7’. A,(z), Z'- Ayyi(2) und S,,44 in 
(A,-! - I-) - (7+ A,41), was aber nichts Anderes ist, als das alte 
S», v1 

Nun hiingen alle Lésungen von (1), wie wir wissen, linear von 
einander ab. Sie ergeben also alle dieselben Uebergangssubstitutionen 
und insbesondere dieselben infinitesimalen Uebergangssubstitutionen. 
Letztere miissen sich also a priori bestimmen lassen. In der That, die 
infinitesimale Uebergangssubstitution hingt nach dem Friiheren von 
2,, déy, Nv, Nv, Ny und 9,’ ab, indem wir nimlich, der Gleichung (7) 
eutsprechend, setzen: 

Ni = Nv + my ° dey, 
(8) Nr = % + ty - dey, 

Wri = Ny + I + der, 
Nun giebt es aber keinen anderen aus 7, 4%, 4%, 4» zusammenge- 
setzten Ausdruck, der bei allen linearen Umiinderungen von y unge- 
indert bliebe, als 


i 


Hag I EOE 
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nm %2\n, 
die linke Seite unserer Differentialgleichung (1). Die infinitesimale 
Uebergangssubstitution kann also jedenfalls (ev. nach geeigneter Zu- 
fiigung eines Factors im Zihler und Nenner) so geschrieben werden, 
dass sie nur von 2z,, dz, und dem Ausdrucke (9) abhingt. Dass heisst 
aber ohne Weiteres, dass sie fiir die durch (1) bestimmte »-Function 
von Voruherein bekannt ist, was zu beweisen war. 

Ich vervolistaindige diese Ueberlegung durch wirkliche Berechnung 
der Uebergangssubstitution. Am leichtesten diirfte sich dieselbe so 
gestalten, dass wir unter allen Lésungen von (1) diejenige, €, vorab 
herausgreifen, fiir welche die an der Stelle z, osculirende lineare 
Function mit z selbst zusammenfallt, fiir welche also 
(10) oy = 2s, = 1, + = 0 
ist. Da allgemein 


ee 4 ” 2 
(9) Ny 3 Ny ) : 





> (s y = 1{S ) 
gy 2\ Ny 2\a,/’ 


so wird 


ye % 8 ($s). 
a GS rs 


zu setzen sein. Wir berechnen jetzt fiir ¢ die im Punkte 2,,,—2,+ dz, 
osculirende lineare Function. Dieselbe ist nach (5) und (7): 
. 2f2,.(2—2,—dz 
oe ” ri (2 — 4, zy) - 
bt + or — ey a a)” 


und also nach (8) unter Beriicksichtigung der besonderen Werthe von 


by, oe, oy: 





2(2— 4, — dz,) 
(2+ dey) + 2— ¢"dz, = — dz,)? 


oder, unter Wegwerfung héherer Potenzen von dz,: 


(11) (2 — by" yds,) # + (by 5 dey) 
(— &,'dz,).2+(2-+ &'4,dz,) 

Dieser Ausdruck ist aber an sich mit der gesuchten Uebergangssubstitu- 

tion identisch. Denn da S, = A,—'- A,«,, fiir unser § aber A, mit ¢ 

zusammenfillt, so stimmt S, ohne Weiteres mit dem beziiglichen A,4, 

iiberein. Tragen wir nun noch fiir £/’ seinen oben bestimmten Werth 


ein, 80 haben wir als Definition der Uebergangssubstitution S, die all- 
gemeine Formel: 


o : ” hed Nn. 2 
= (S-4 (Soe) E86 
(12) S,— Pe ” ; 
= 


“" "X22 ow "\ 2 

me Gg) Jeeet (24(5, — 3 Gz) ) a8) 
~ ar —, dz,.z 2 =|; -s\— &, az 
(= 2 Nn, v + + ny 2 ny ¥ v 
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Was jetzt die Lésung unserer Differentialgleichung (1) auf Grund 
der hiermit entwickelten Formeln angeht, so denke man sich eine 
Reihenfolge von Punkten 4, 2,, 2, ..., 2) «++, 2n fixirt, die wir 
allmahlich unter Festhaltung der Endpunkte immer dichter werden 
lassen, indem wir » groésser und grésser nehmen. Sei A,(z) eine be- 
liebige lineare Function von z, von der wir annehmen, dass sie im 
Punkte z = 2, die zu berechnende y-Function osculirt, eine Annahme, 
welche die drei willkiirlichen Constanten fixirt, die in der allgemeinen 
Lisung von (1) enthalten sind. Dann haben wir der Reihe nach 
vermége (6): 

A, (2) = Ay - Soa, 


(13) A, (2) = A, - Sor + Sis, 
schliesslich : 
(14) A, 2) — A, ¥ So, : S12 Ee Ba—t,a9 


oder auch, indem wir ” unendlich werden lassen und also die einzelnen 
Uebergangssubstitutionen S,,,, durch die infinitesimalen S, ersetzen: 
(15) A,,(@) = A, + S,°S,+S,++- Sy. 
(lim n == 00) 

Dies ist die gesuchte Lisung. Denn unsere Formel lisst uns A, (2), 
jene lineare Function, welche y an einer beliebig vorgegebenen Stelle 
2 = 2, osculirt, aus dem willkiirlich angenommenen, auf z= 2, be- 
ziiglichen A,(¢), durch Aneinanderreihung von unendlich vielen unend- 
lich kleinen linearen Transformationen berechnen. 

Ich komme nicht noch einmal auf den Vergleich dieser Formel 
mit der Begriffsbestimmung des bestimmten Integrals, der auf der 
Hand liegt, zuriick. So wie man den Integrationsweg im complexen 
Gebiete in hohem Maasse abindern kann, ohne den Werth des Inte- 
grals zu andern, so in (15) die Reihenfolge der zwischen 2, und 2, 
eingeschalteten Punkte. Und wie das Integral tiber einen geschlossenen 
Weg erstreckt einen Periodicitiitsmodul liefert, so Formel (15) die 
auf unsere »-Function beziigliche, dem geschlossenen Wege ent- 
sprechende charakteristische lineare Substitution. 

Was die Convergenz unseres Verfahrens angeht, so braucht die- 
selbe kaum besonders erliiutert zu werden. Denn materiell unterscheidet 
sich unser Verfahren nur unwesentlich von dem gewoéhnlichen, eine 
Differentialgleichung dritter Ordnung zu integriren. Indem wir aus 
A, vermittelst der Uebergangssubstitution S, das A,4; berechnen, er- 
reichen wir ja, von Termen héherer Ordnung in dz, abgesehen, jedes- 
mal dasselbe, als wenn wir den Formeln (8) entsprechend 


Nr = Nv + qv der, Noor = i + y+ dey, 
ri = Ny + 9, + de, 
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setzen. Es ist nur die Form unserer Lésung und die in ihr liegende 
Auffassung von der Bedeutung der Differentialgleichungen (1), welche, 
wenn tiberhaupt, einigen Werth beanspruchen diirfte. 


Anhang.*) 


Ich lasse hier noch einige Bemerkungen folgen, welche bestimmt 
sind, die vorstehenden Erliuterungen mit anderweitigen Untersuchungen 
in Verbindung zu setzen und Gesichtspunkte anzudeuten, die mir einen 
gewissen Werth zu besitzen scheinen. 


Wird vermiége der gerade entwickelten Betrachtungen Acie Differen- 
tialgleichung dritter Ordnung: 


i” 8 (7 _ 
(16) 47 —¢(J=ro 
mit der unmittelbar integrirbaren Differentialgleichung: 
(17) yf =f (2) 


zusammengeordnet, so giebt es noch eine dritte Differentialgleichung, 
welche bei analoger Auffassungsweise mit den genannten beiden zu- 
sammengehort. 

Nach den Untersuchungen von Lie niimlich**) lassen sich alle 
Transformatiosgruppen, welche neben einer einzelnen Variabelen con- 
tinuirlich veriinderliche Parameter in endlicher Zahl enthalten, auf 
einen der drei Typen zuriickfiihren: 


(18) m=n1+C, 
(19) ™ =an+ b, 
‘ — “1 t+6 . 
(20) ny “— yn +a 


Eliminiren wir hier bei (18) oder bei (20) zwischen 4 und seinen 
successiven Differentialquotienten auf médglichst einfache Weise die 
vorkommenden Constanten, so werden wir gerade zu den Differential- 


ausdriicken 

1” what 

y und wo z(%) 
gefitihrt, welche in den linken Seiten von (17) und (16) auftreten. 
Entsprechend erwiichst die neue hier in Betracht zu ziehende Art von 
Differentialgleichungen , indem wir aus (19) und den beiden Gleichungen, 
die sich aus (19) durch Differentiation ergeben, die beiden Constanten 
a, b eliminiren. Auf solche Weise entsteht: 





*) [Zugefiigt Jan. 1884]. 


**) Siehe etwa Math. Annalen Bd. XVI (1880): Theorie der Transformations- 
gruppen, insbesondere p. 455 daselbst. 
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Lepr. ke 

™ n? 
die neuen Differentialgleichungen lauten also: 
(21) 7 = f®)- 


Natiirlich ist eine solche Differentialgleichung durch zweifache Quadratur 
vermége der Formel: 


(22) n= fae e%* 


e/ 


aufzulésen. An gegenwiirtiger Stelle aber werden wir uns die be- 
treffende Lésung in aihnlicher Weise durch Aufeinanderfolge unendlich 
vieler unendlich kleiner Operationen (19) construirt denken, wie wir 
dies betreffs der Gleichungen (16) mit Bezug auf unendlich kleine 
Substitutionen (20) vorstehend erliutert haben. 


Wir werden also zu- 
niichst fiir eine beliebige Function 4 von ¢ an beliebiger Stelle z, eine 
Contactfunction: 


(23) n= A+ Bee—s,) 
construiren (wo A offenbar = y,, B = y, ist) und nun die infinitesi- 
male Uebergangstransformation vom 'Typus (19) suchen, welche diese 
Contactfunction in die dem Punkte z, + dz, entsprechende tiberfiihrt. 
Diese Uebergangstransformation kann nur von “, 


abhiingen, in der 
That finden wir dieselbe: 


” 


(24) S, = s+ of (¢ —2,) day. 


Die Bedeutung einer Differentialgleichung (21) ist also diese, dass fiir 
die durch sie definirte y-Function besagte infinitesimale Uebergangs- 
transformation a priori bekannt ist. Und nun construiren wir uns die 
Lésung von (21), indem wir nach dem Schema (15) (siehe oben) un- 
endlich viele derartige unendlich kleine Transformationen an einander 
reihen. 

Wir wollen jetzt insbesondere annehmen, dass die rechte Seite 
f(z) unserer Differentialgleichungen eine algebraische Function von 2 
sei. Indem wir uns sodann die zugehérige Riemann’sche Fliche 
(iiber der z-Ebene) construiren, erhalten wir auf dieser dreierlei 4-Func- 
tionen, welche die Kigenschaft haben, sich nach Durchlaufung eines 
beliebigen geschlossenen Weges je nachdem entweder in der Gestalt 
(18), oder (19), oder (20), zu reproduciren. Die Functionen ersterer 
Art sind wohlbekannt, es sind die Integrale algebraischer Functionen 
oder kurz gesagt: die Abel’schen Integrale. Von den Functionen 
dritter Art habe ich in meiner schon cititirten Arbeit*) einen be- 


*) Mathem, Ann. XXI: Neue Beitriige zur Riemann’ schen Functionen- 
theorie, insbesondere p, 182—185. 
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stimmten einfachen Typus betrachtet, der auf der Riemann’ schen 
Fiiche keine anderen Singularitiiten, als algebraische, bez. logarith- 
mische Verzweigungen darbietet. Ich bezeichnete eine solche Function 
dementsprechend mit der Signatur (p, n, i.), wo p das Geschlecht der 
Riemann’schen Fliche, » die Zahl der Verzweigungspunkte, 1), den 
Exponenten der einzelnen Verzweigungspunkte angab. In den parallel- 
laufenden Untersuchungen von Poincaré treten noch allgemeinere Fille 
dieser Functionen dritter Art auf*). Aber auch die Functionen zweiter 
Art sind bereits verschiedentlich behandelt worden. Hierher gehoren 
die sogenannten Wurzelfunctionen, auf welche Riemann im zweiten 
Theile seiner Abel’schen Functionen (Nr. 26,27) eingeht, d. h. alge- 
braische Functionen des Ortes, welche sich bei Durchlaufung eines 
beliebigen auf der Riemann’schen Fliiche geschlossenen Weges mit 
einer Einheitswurzel multipliciren. Allgemein und unter principiellen 
Gesichtspunkten, die ich sogleich zur Sprache bringen muss, hat die 
Fanctionen zweiter Art sodann Hr. Prym in Betracht gezogen 


(Borchardt’s Journal Bd, 70: Zur Integration der gleichzeitigen Differen- 
ou ov Ou 
Ox dy’ oy 
Hr. Appell mit diesen Functionen wiederholt beschiiftigt (Comptes 
Rendus de l’Académie des Sciences vom 18. April 1881 und vom 
23. Oktober 1882, Journal des Mathématiques pures et appliquées, 
3. sér., t. 9 (1883): Généralisation des fonctions doublement périodiques 
de seconde espéce). 

Was die principiellen Gesichtspunkte von Hrn. Prym angeht, so 
beziehen sich dieselben auf Folgendes. Bekanntlich hat Riemann 
gefunden, dass man das einzelne Abel’sche Integral auf gegebener 
Riemann’scher Fliche durch seine Unendlichkeitspunkte und die 
reellen Theile seiner Periodicitiitsmoduln im Wesentlichen (d. h. von 
der Integrationsconstante abgesehen) vollstiindig bestimmen k6énne. 
Hr. Prym giebt nun (leider ohne Beweis) fiir solche 4-Functionen 
zweiter Art, deren beliebigen geschlossenen Wegen entsprechende 
Maltiplicatoren jeweils den absoluten Betrag 1 haben, analoge trans- 
cendente Bestimmungsstiicke an. 

Wir werden fragen, ob eine entsprechende transcendente Bestim- 
mungsweise nicht auch bei den 7-Functionen dritter Art, insbesondere 
bei denjenigen von der Signatur (p, », ) méglich sei? Kine solche »- 
Function enthalt, wie ich |. c. zeigte, sofern man die Riemann’sche 
Fliche und die » Verzweigungspunkte auf ihr als gegeben ansieht, 


tialgleichungen = — ee ). Neuerdings endlich hat sich 


*) Man vergl. neben den schon in Bd, XXI citirten Publicationen von 
Poincaré dessen in der Zwischenzeit in den Acta Mathematica erschienene 
Abhandlungen, sowie verschiedene neue Noten in den Comptes Rendus de 1|’Aca- 
démie des Sciences, 
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von den Integrantionsconstanten abgesehen, noch (3p — 3 + n) will- 
kiirliche Constante*). Es ist leicht zu sehen, dass dieselben in der 
rechten Seite der Differentialgleichung (16) linear auftreten. Anderer- 
seits bieten jene ,,erzeugenden“ Substitutionen: 
pee +8 
yn+o? 

welche den Querschnitten der Riemann’schen Flaiche und den Um- 
kreisungen der Verzweigungspunkte entsprechen, mit Riicksicht auf 
die zwischen ihnen bestehende ,,Fundamentalrelation“ und die im Aus- 
gangswerthe 9 enthaltenen drei willkiirlichen Constanten ihrerseits 
6p + 2n — 6 disponible Substitutionscoefficienten dar. Wir werden 
fragen, ob man fiir diese Gp + 2n — 6 Coefficienten in einfacher Weise 
derart (3p + n — 3) Bedingungen aufstellen kann, dass auf gegebener 
Riemanw scher Fliiche bei gegebenen Verzweigungspunkten diesen Be- 
dingungen entsprechend von den Integrationsconstanten abgesehen immer 
gerade eine n-Function (p, n, l,) existirt. 

Ks ist mir, wenn es sich um die allgemeinsten derartigen Be- 
dingungen handeln soll, bisher nicht gelungen, eine bestimmte Antwort 
auf diese Frage zu finden. Wohl aber kann man unendlich viele directe 
Fille derartiger Bedingungssysteme aufstellen. In der That ist die 
Bedeutung des |. c. gegebenen ,,Fundamentaltheorems“**) im Zusam- 
menhange der hier vorgetragenen Betrachtungen gerade diese, uns mit 
unendlich vielen Fallen brauchbarer Bedingungssysteme bekannt zu 
machen. Dasselbe besagt z. B., dass auf gegebener Riemann’scher 
Fliche ete. immer eine eindeutig umkehrbare y-Function (p, , I) 
existirt, welche lauter reelle Substitutionscoefficienten darbietet, was 
in der That, da es sich um das Null-Sein von (6p + 2n — 6) rein 
imaginiiren Theilen handelt, mit (3p -+ n— 3) gewodhnlichen (auf 
complexe Zahlen beziiglichen) Bedingungen gleichwerthig ist. Aehnlich 
in allen anderen Fillen. 

Auf die hiermit dargelegte Auffassung des Fundamentaltheorems 
médchte ich Gewicht legen. Denn sie nihert die Betrachtungen von 
Bd. XXI auf neue Weise dem Riemann’schen Ideenkreise an, Es 
hat nimlich Riemann in einem verwandten Falle eine Gattung trans- 
cendenter Functionen durch Periodicitiitsforderungen zu bestimmen ge- 
sucht. Es geschieht dies in dem von Hrn. Weber bearbeiteten Frag- 
mente: Zwei allgemeine Lehrsitze tiber lineare Differentialgleichungen 


*) Hierbei sind nur die niedersten Fille: p=0, n< 3 und p=1,n=0 
ausgeschlossen. 

**) Cf. pag. 206 ff. daselbst. — Was den Beweis des Fundamentaltheorems 
angeht, so vergl. man eine neuere Mittheilung von Poincaré in den Comptes 
Rendus vom 21. Mai 1883 (t. 96, p. 1485—87) sowie eine in Bd. IV der Acta 
Mathematica erscheinende Arbeit: Sur les groupes des équations linéaires, 







| 
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mit algebraischen Coefficienten*), welches eine Fortsetzung zu der Ab- 
handlung iiber die Gaussische Reihe**) bildet und gleich dieser aus 
dem Jahre 1857 stammt. Bei der Differentialgleichung der Gaussi- 
schen Reihe geniigt es, nur die Art der Verzweigungspunkte zu fixiren. 
In den héheren Fallen aber bleiben hieriiber hinaus Constante disponibel, 
und es fragt sich Riemann, ob man zu ihrer Fixirung nicht die 
Coefficienten der Periodicitiitssubstitutionen benutzen kénne. Der ganze 
Ansatz ist dem unsrigen um so ahnlicher, als man die Lésungen der 
linearen Differentialgleichungen n'** Ordnung in ganz aihnlicher Weise 
durch Aneinanderreihung unendlich kleiner Operationen aufbauen kann, 
wie wir dies bei den Differentialgleichungen (16), (17), (21) gethan 
haben. Man muss zu dem Zwecke statt der einen von uns betrachteten 
Variabelen y nur immer gleichzeitig » linear unabhiingige Lisungen: 


Yi» Y2) ewe Yn 
in Betracht ziehen und dann statt der Gruppen (18), (19), (20) die 
Gesammtheit der homogenen linearen Substitutionen von » Gréssen 
verwenden, 

Es ist mit diesen letzten Bemerkungen zugleich eine weitere Aus- 
dehnung unserer Betrachtungen indicirt, indem wir nimlich iiberhaupt 
statt der Transformationsgruppen (18)—(29), die sich auf nur eine 
Variable beziehen, solehe mit grésserer Variablenzahl zu Grunde legen 
und nun diejenigen Differentialgleichungen untersuchen kénnen, welche 
sich durch Elimination der Parameter ergeben. Ich muss mich in 
diesem Betracht darauf beschriinken, wiederholt auf Lie’s allgemeine 
Untersuchungen iiber Transformationsgruppen, sowie auf Halphen’s 
Theorie der Differentialinvarianten zu verweisen ***), 


*) Riemaun’s Werke, p. 357 ff. 

**) Werke, p. 62 ff. 

***) Siehe insbesondere die Arbeit: Classification und Integration von ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen zwischen x, y, die eine Gruppe von Transforma- 
~tionen gestatten, im Archiv for Mathematik og Naturvidenskab (Christiania) vom 
Jan. 1883, wo Lie die Stellung seiner Untersuchungen zu denen von Halphen 
pricisirt. 
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Ueber die Aufgabe, alle Elemente einer g-gliedrigen Gruppe 
bindirer Formen zu construiren, wenn g dieser Formen 
gegeben sind. 


Von 


H. Tureme in Posen. 


Die Herren Lindemann*), Schlesinger**) und Meyer***) 
haben auf Grund algebraischer Untersuchungen Lésungen der Aufgabe 
gegeben, aus qg biniiren Formen ». QO. alle Elemente der durch diese 
q Formen bestimmten linearen Gruppe geometrisch zu counstruiren. 
Diesen Arbeiten gegeniiber ist es fiir die Leser dieser Zeitschrift viel- 
leicht von Interesse, wenn ich auf eine wohl wenig bekannt gewordene 
von mir 1879 verdffentlichte Lésung derselben Aufgabe verweise, die 
nebenbei den Vorzug hat, von jeder algebraischen Grundlage frei 
zu sein. 

Vom algebraischen Standpunkte aus ist das Problem, aus q biniren 
Formen die Elemente der durch sie bestimmten linearen Mannigfaltig- 
keit zu finden, als gelést zu betrachten, da dasselbe auf die Lésung 
einer Reihe von linearen Gleichungen zuriickgefiihrt ist. Indessen 
diirfte eine directe Verwerthung derselben zur constructiven Lésung 
des Problems wohl sehr uniibersichtliche Resultate liefern. Die Herren 
Lindemann, Schlesinger und Meyer suchen deshalb eine an- 
schaulichere Lésung zu erhalten, indem sie die betreffenden Construc- 
tionen fiir die Punkte rationaler Curven im terniiren, quaterniren Ge- 
biete oder in héheren linearen Mannigfaltigkeiten ausfiihren; dabei erfiihrt 
die Geometrie dieser Gebiete selbst neue und interessante Bereicherungen. 

Meine Lésung der Aufgabe geht von wesentlich anderen Gesichts- 
punkten aus und benutzt durchaus andere Methoden. In der Abhand- 
lung ,,die Definition der geometrischen Gebilde durch Construction 
ihrer Polarsysteme“}) habe ich mit Benutzung des Schlusses von » 


*) Math. Ann. Bd. XXIII, p. 111 ff. 
**) Math. Ann. XXII, p. 520ff, 
***) Apolaritiit und rationale Curven. (Tiibingen, Fues, 1883), 

+) Schlémilch, Ztschft. f. Math. u. Phys. XXIV, p. 221 u. 276. 
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auf (w +1) in der Construction der Systeme erster Polayen eine Grund- 
lage fiir die Behandlung der Flichen (n+ 1). O. gegeben unter der 
alleinigen Voraussetzung, dass die entsprechenden Fragen fiir lichen 
n. O. schon gelést sind, wie dies ja auch fiir n=—2 der Fall ist. 
Unter dieser Voraussetzung habe ich dort der Reihe nach construirt 
eine einzelne Fliche (n+ 1). O. (§ 1), dann aus 2 Flichen (n+ 1). O. 
das durch sie bestimmte Biischel (§ 2), aus 3 Flachen das durch sie 
bestimmte Buindel (§ 3), aus 4 Fliichen das durch sie bestimmte Ge- 
biisch und allgemein aus (r + 1) gegebenen Fliichen die durch sie be- 
stimmte lineare r-fache Mannigfaltigkeit von Fliichen (n-+-1). O. (§ 4). 

Die dort durchgefiihrten Constructionen und Schliisse gelten, wie 
ich das in der EKinleitung der Arbeit betont und in spiiteren Theilen 
der Arbeit benutzt habe, ganz genau in derselben Weise fiir Fliichen, 
fiir ebene Curven und fiir biniire Formen. Fir biniire Formen verein- 
facht sich die Sache noch, und man braucht nur einen Theil der durch- 
gefiihrten Betrachtungen und zwar, wie ich fiir etwaige Leser meiner 
Arbeit angebe, § 1 bis 8. 223 Z. 9, § 2 bis 8. 228 Z. 7, §3 und § 4. 
Man hat in diesen Abschnitten nur stets statt Fliiche biniire Form zu 
setzen, sonst nichts zu iindern. 

Die angegebenen Constructionen bieten die Méglichkeit, binire 
Formen beliebigen Grades unabhiingig von Algebra und der Geometrie 
hdherer Dimensionen zu definiren und zu behandeln. Die a. a. O. 
gegebene Definition binirer Formen und beliebiger Mannigfaltigkeiten 
derselben ist nicht etwa eine blosse Nominaldefinition, sondern, wie 
wohl schon die kurze Skizze zeigt, eine wirkliche Construction der- 
selben. Sie benutzt nirgends ein algebraisches Princip und baut die 
Construction der Formen (nv + 1). O. auf der der Formen n. O. auf. Da 
die Construction quadratischer Formen eine geléste Aufgabe ist, so 
kann man successive sowohl einzelne Formen als auch beliebige lineare 
Mannigfaltigkeiten von Formen 3., 4.,...,. Grades construiren. 

Dies beeintrachtigt natiirlich nicht den Werth der auf algebraischer 
Grundlage ruhenden Lésungen der vorliegenden Aufgabe. Fiir Formen 
héheren Grades wiirde sich meine Lésung bei der wirklichen Ausfiihrung 
immer noch sehr uniibersichtlich gestalten, und es ist deshalb jede 
ueue Behandlung des Problems mit Freude zu begriissen. 


Posen, im Januar 1884, 











Note zu dem Verzeichnisse von Erzeugungsarten der cubischen 
Flache (Math. Ann. Bd. 23, 8S. 308). 


Von 


Rupotr Srurm in Minster i./W. 


Die im genannten Verzeichnisse unter Nr. 13) erwiihnte Erzeugungs- 
weise der cubischen Fliiche hatte mir, als ich eben die Correcturbogen 
erhielt, Herr Schréter als eine anos den Grassmann’schen Er- 
zeugungsweisen abgeleitete mitgetheilt. Ich hatte damals keine Zeit, 
Grassmann selbst nachzusehen, und modchte daber hier nachtriglich 
hervorheben, dass sie in jene einfache Form erst durch Herrn Schroéter 
selbst gebracht worden ist. Bei Grassmann lautet sie in der ihm 
eigenthiimlichen Terminologie: 

» Der Durchschnitt eines Ebenenbiischels zweiter Stufe (d. i. Ebenen- 
biindels) und zweier aus ihm durch Projectivitit ableitbarer Ebenen- 
biischel erster Stufe ist eine Oberfliiche dritter Ordnung.“ (Crelle’s 
Journal Bd. 49, 5. 64, Nr. 3). 


Miinster, den 18, Marz 1884. 


Ueber einige Fehler der Burckhardt’ schen Factorentateln. 


Von 


Metssex in Kiel. 


Bei der Berechnung der Primzahlmenge innerhalb der ersten 
Milliarde fand ich mittels des im II. Bde. der Mathematischen Annalen 
pag. 636 angegebenen Verfahrens, dass inuerhalb des Zahlenraumes 
1 100 000—1 200 000 die sonst exacten Burckhardt’ schen Factoren- 
tafeln eine Primzahl zu viel enthalten. Durch Grenzeinengung erhielt 
ich die in den Tafeln irrthiimlich als Primzahl angegebene Zahl 1 138 027, 
welche durch 11 theilbar ist. 

Zugleich erlaube ich mir auf einen zweiten unter mehreren Fehlern 
der Burckhardt’schen Tafeln im Intervall 1130—1300 Tausend auf- 
merksam zu machen. 

Die Tafeln ergeben die Zahl 1270471 theilbar durch 223, wihrend 
dieselbe Primzahl ist. 


Kiel, im Mai 1884. 
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Verlagsbuchhandlung 


in Berlin N., 


von Julius Springer 
Monbijouplatz 3. 


Mai 1884. 


Im unterzeichneten Verlage ist soeben erschienen: 


Analytische Theorie der Warme 


von 


M. Fourier. 


Deutsche Ausgabe 
von 


Dr. B. Weinstein. 


Mit 21 in den Text gedruckten Holzschnitten. 


Preis geh. M. 12. Eleg. geb. M. 13,20. 


Das Fourier’sche Buch Théorie analytique de la chaleur enthalt die 
allgemeine Theorie der Bewegung der Wiarme. Es wird zuerst ein Ueber- 
blick tiber die zu lésenden Probleme gegeben, dann werden die allgemeinen 
Gleichungen fiir die Warmebewegung aufgestellt und auf die speciellen 
Fille einér erwarmten Halbplatte, eines sich abkihlenden Ringes, einer 
Kugel, eines Cylinders, von Prismen und Wiirfel angewendet. Sodann behandelt 
Fourier die Diffusion der Warme in unendlich ausgedehnten Kérpern, zu- 
letzt die Theorie der partiellen Differentialgleichungen und die Grundlagen 
der Warmetheorie. Dazwischen werden die seitdem unter seinem Namen 
bekannten Theoreme iiber die Darstellung von Functionen beliebigen Ver- 
laufs durch trigonometrische Reihen und bestimmte Integrale abgeleitet. 

Das Werk ist nicht blos auf dem Gebiete der Theorie der Warme- 
bewegung von fundamentaler Bedeutung geworden, die daselbst nieder- 
gelegten Methoden haben fir alle Zweige der Physik, in denen man es 
mit partiellen Differentialgleichungen zu thun hat, man kann sagen, in der 
ganzen mathematischen Physik, die héchste Wichtigkeit erreicht. Der 
Physiker lernt daraus einerseits, aus einer Anzahl von beobachtbaren That- 
sachen die Grundlagen einer Theorie aufzubauen, und andererseits, die 
Probleme seiner Wissenschaft unter mannigfachster Variirung der Bedin- 
gungen lésen; der Analytiker wieder schépft aus demselben die Kenntniss, 
wie er ganz arbitriére Functionen in der verschiedenartigsten Weise dar- 





zustellen vermag und wie er bei der Integrirung von partiellen Differential- 
gleichungen unter Einhaltung bestimmter Bedingungen zu verfahren hat. 

Fouriers Buch ist urspriinglich in einer beschrankten Anzahl von 
Exemplaren gedruckt worden, so dass es schon kurz nach seinem Er- 
scheinen ganz aus dem Buchhandel verschwand. Dadurch wurde dem 
Studirenden die Méglichkeit genommen, die Methoden, deren er in der 
Elasticitatstheorie, Hydrodynamik, Akustik, Wiarme- und Elektricititslehre 
nicht entrathen konnte, an der Quelle kennen zu lernen. Er musste aus 
Lehrbiichern, die weit mehr dem mathematischen als physikalischen Inter- 
esse entsprachen, louriers geniale Untersuchungen studiren. Jetzt existiren 
freilich wieder eine Anzahl von Exemplaren, die eine Antiquariatsbuch- 
handlung auf chemitypischem Wege hergestellt hat, allein diese sind mit 
allen so zahlreichen Incorrectheiten des franzésischen Originals behaftet 
und zudem recht teuer. 

Die Ausgabe der unterzeichneten Verlagshandlung ist eine an das 
Original sich thunlichst eng anschliessende Uebersetzung, welche, weil alle 
analytischen Rechnungen vom Herausgeber sorgfaltig revidirt sind, das For- 
melmaterial correct geben diirfte. 

Aenderungen und Anmerkungen sind nur wenige néthig gewesen, denn 
man stésst im Fourierschen Werke nur sehr selten auf eine Stelle, von 
der man sagen kinnte, sie entspriache nicht ganz dem jetzigen Stande der 
Wissenschaft. 

Die zugehérigen Figuren, die im Original auf zwei Tafeln gesammelt 
waren, sind des leichtern Verstandnisses wegen in den Text an den zu- 
gehérigen Stellen eingereiht worden. 

Um dem Buche seinen Charakter zu belassen sind Literaturangaben 
nicht in den Text aufgenommen, sondern am Schluss des Werkes in einer 
ausgedehnten Bibliographie, die sich auf die Zeit seit Erscheinen des 


Fourierschen Buches bis auf unsere Tage erstreckt, zusammengefasst worden. 


Das Werk ist durch jede Buchhandlung zu beziehen. 


Verlagsbuchhandlung von Julius Springer 


in Berlin N., Monbijouplatz 3. 


Bei der Buchhandlung von 
in bestellt der Unterzeichnete: 
Fourier, Analytische Theorie der Wirme. geh.  12,—. 


| Dasselbe. Eleg. geb. M. 13,20. 


| (Verlag von Julius Springeg in Berlin.) 


\\ Name und genaue Adresse: 





Verlagsbuchhandlung gm 


in Berlin N., 


von Julius Springer 
Monbijouplatz 3. 





Mai 1884, 


Im unterzeichneten Verlage ist jetzt vollstandig erschienen: 


Lehrbuch 


der 


Elektricitiit und des Magnetismus 


von 


James Clerk Maxwell, M. A. 


Autorisirte deutsche Uebersetzung 


von 


Dr. B. Weinstein. 


Zwei Bande. —- Mit zahlreichen Holzschnitten und a1 Tafeln. 


Preis M. 26,—. Geb. in 2 Leinwandbiinden M. 28,40. 


Das Maxwellsche Werk iiber Elektricitét und Magnetismus bildet das 
volistandigste Lehrgebaude dieses Zweiges der Physik: es ist seit seinem 
Erscheinen fiir den theoretisirenden wie fiir den experimentirenden Physiker 
eine Fundgrube von Ideen und Methoden geworden. Jetzt, da sich die 
Faraday -Maxwellsche Ansicht von der Entstehung der elektrischen und 
magnetischen Erscheinungen mehr und mehr Bahn bricht, so dass ihre 
Nomenklatur zum Teil sogar in die Praxis iibergeht, hat das Buch eine 
noch erhéhte Bedeutung gewonnen. . 

Das Werk zerfallt in zwei Bande und vier Theile, die nach einander 
die Elektrostatik, Elektrokinematik, den Magnetismus und Elektromagnetis- 
mus behandeln. In jeder Abtheilung, werden erst die grundlegenden Beob- 
achtungen, dann die Theorien der betreffenden Erscheinungen auseinander 
gesetzt, darauf folgt die Behandlung der diesbeziiglichen Probleme und 
zuletzt eine eingehende Beschreibung der Messinstrumente und Messmethoden. 
Dazwischen fihrt der Verfasser die einzelnen zur Erklarung der betreffenden 
Erscheinungen aufgestellten Hypothesen aus, vergleicht sie miteinander und 
zieht die derzeit wahrscheinlichsten Schliisse hinsichtlich der Natur der 
miachtigen Agentien und der Art der Kraftwirkung tiberhaupt. Der wich- 
tigste Teil des ganzen Werkes ist der vierte, er enthalt die Theorie der 





Einheitssysteme fiir elektrische und magnetische Gréssen, eine vollstaindige 
Zusammenstellung aller auf elektrische und magnetische Wirkungen be- 
ziiglichen Formeln, giebt die geniale dynamische Theorie des Verfassers 
fiir die elektro-magnetischen Erscheinungen und eine genaue Darlegung der 
seitdem beriihmt gewordenen von Maxwell selbst aufgestellten elektro- 
magnetischen Theorie des Lichtes. 

Die andern Theile bilden mehr schéne systematische Zusammenfassungen 
bisher schon erlangter Resultate, doch sind auch sie reich an hervorragenden 
eigenen Arbeiten des Verfassers. So enthalt der erste Theil eine elegante 
Theorie der Kugelfunctionen, der zweite die Theorie der elektrischen Be- 
wegungen in dielektrischen Medien, der dritte eine leider noch zu wenig 
beachtete Theorie des remanenten Magnetismus. 

Die deutsche Ausgabe schliesst sich eng an das Original an, enthilt 
aber zur Erleichterung des Verstandnisses des ziemlich schwierigen Werkes 
vielfach Erweiterungen in den mathematischen Deductionen. Die Rech- 
nungen sind iiberall revidirt, der Text eingehender gegliedert und mit den 
Zielpunkt der jedesmaligen Untersuchung kennzeichnenden Ueberschriften 
versehen. Zum bequemeren Nachschlagen ist an den Schluss des Werkes 
ein sorgfaltiges und vollstandiges Sachregister angefiigt. 


Der um ein Drittel niedrigere Preis der Deutschen Ausgabe (gegen- 
iiber der Englischen) ist in Anbetracht des Gebotenen und der guten, 
correcten Ausstattung als ein sehr miissiger zu bezeichnen. 


Das Werk ist durch alle Buchhandlungen zu beziehen. 


Verlagsbuchhandlung von Julius Springer 


in Berlin N., Monbijouplatz 3. 


Bei der Buchhandlung von 


bestellt der Unterzeichnete: 
Maxwell, Lehrbuch der Elektricitaét und des Magnetismus. 
Deutsch von Weinstein. 2 Bande. AL 26, 
Dasselbe. Geb. in 2 Leinwandbinden. M, 28,40. 
(Verlag von Julius Springer in Berlin.) 


Name und genaue Adresse: 

















